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Συµβολισµός και Ορολογία

• R– το σύνολο των πραγµατικών αριθµών

• R+– το σύνολο των ϑετικών πραγµατικών αριθµών

• R—το επεκταµένο σύνολο των πραγµατικών αριθµών. Είναι το σύ-
νολο των πραγµατικών αριθµών R στο οποίο έχουµε προσθέσει δύο στοι-
χεία, το ∞ (ή +∞) και το −∞. ∆ηλαδή R = R ∪ {−∞,∞}, ή , όπως
συνήθως γράϕεται, R = [−∞,∞].

• Z– το σύνολο των ακεραίων

• N := {0, 1, 2, . . . , n, . . .}–το σύνολο των φυσικών αριθµών

• N∗– το σύνολο των ϑετικών ακεραίων

• Q– το σύνολο των ϱητών

• Αν n ∈ N∗, n! = 1 · 2 · 3 · · ·n,

(2n)!! = 2·4·6 · · · (2n−2)(2n) και (2n+1)!! = 1·3·5 · · · (2n−1)(2n+1) .

Είναι 0! := 1.

Αν το X είναι ένα σύνολο, τότε

• P (X)– είναι το δυναµοσύνολο του συνόλου X,

• B \A = {x : x ∈ B και x /∈ A}– είναι η διαϕορά των συνόλων A και B
ή το συµπλήρωµα του A ως προς το B (A και B είναι δύο υποσύνολα
του X),

i
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• Ac = {x ∈ X : x /∈ A}– είναι το συµπλήρωµα του A ως προς το X,

• A△B = (A \B)∪ (B \A)– είναι η συµµετρική διαϕορά των συνόλων
A και B.

• cardA ή |A|– ο πληθάριθµος ενός συνόλου A

• ℵ0– ο πληθάριθµος του N

• c– ο πληθάριθµος του R (πληθάριθµος του συνεχούς)

• C–τριαδικό σύνολο Cantor

• Ca, 0 < a ≤ 1–γενικευµένο σύνολο Cantor

• (X,M)–µετρήσιµος χώρος

• (X,M, µ)–χώρος µέτρου

Αν (an) είναι πραγµατική ακολουθία, τότε

• lim infn→∞ an = lim an := sup
n∈N

(
inf
k≥n

ak

)
–είναι το κατώτερο όριο της

ακολουθίας (an),

• lim supn→∞ an = lim an := inf
n∈N

(
sup
k≥n

ak

)
–είναι το ανώτερο όριο της

ακολουθίας (an).

• Το c ∈ R είναι ένα οριακό σηµείο της ακολουθίας (an) αν υπάρχει
υπακολουθία (akn) της (an) µε limn→∞ akn = c.

• ΄Εστω S είναι το σύνολο των οριακών σηµείων της ακολουθίας (an). Ι-
σοδύναµα, το κατώτερο όριο lim an και το ανώτερο όριο lim an της ακο-
λουθίας (an) ορίζονται ως εξής

lim an =


−∞ αν η (an) δεν είναι κάτω φραγµένη ,

+∞ αν η (an) είναι κάτω φραγµένη και S = ∅ ,

inf S αν η (an) είναι κάτω φραγµένη και S ̸= ∅ ,
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lim an =


+∞ αν η (an) δεν είναι άνω φραγµένη ,

−∞ αν η (an) είναι άνω φραγµένη και S = ∅ ,

supS αν η (an) είναι άνω φραγµένη και S ̸= ∅ .

Αν (An) είναι µια ακολουθία υποσυνόλων ενός συνόλου X, τότε

• An ↗ –αύξουσα ακολουθία συνόλων, δηλαδή

A1 ⊆ A2 ⊆ · · · ⊆ An ⊆ · · · .

• An ↘ –φθίνουσα ακολουθία συνόλων, δηλαδή

A1 ⊇ A2 ⊇ · · · ⊇ An ⊇ · · · .

• lim infn→∞An = limAn :=
∪∞

n=1

∩∞
k=nAk –είναι το κατώτερο όριο

της ακολουθίας (An),

• lim supn→∞An = limAn :=
∩∞

n=1

∪∞
k=nAk –είναι το ανώτερο όριο της

ακολουθίας (An).

• ℓ (I)–µήκος ενός διαστήµατος I

• m∗– εξωτερικό µέτρο Lebesgue

• m–µέτρο Lebesgue

• M– η σ-άλγεβρα των Lebesgue µετρήσιµων υποσυνόλων του R

• B–Borel σ- άλγεβρα.

• σ.π.–σχεδόν παντού,

• χ
A

–η χαρακτηριστική συνάρτηση ενός συνόλου A ⊆ R,

• φ =
∑n

k=1 akχIk– κλιµακωτή συνάρτηση, όπου a1 < a2 < · · · < an

και I1, I2, . . . , In είναι φραγµένα διαστήµατα ξένα ανά δύο,
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• s =
∑n

k=1 akχAk
–απλή συνάρτηση, όπου a1 < a2 < · · · < an και

A1, A2, . . . , An είναι µετρήσιµα σύνολα ξένα ανά δύο,

• Αν E ∈ M, η επεκταµένη συνάρτηση f : E ⊆ R −→ R λέγεται µετρή-

σιµη αν
f−1(U) = {x ∈ E : f(x) ∈ U} ∈ M ,

δηλαδή το σύνολο f−1 (U) είναι µετρήσιµο, για κάθε ανοικτό σύνολο U
του R.

Αν f : R −→ R είναι µια συνάρτηση, τότε

• f+(x) = max {f(x), 0}–είναι το ϑετικό µέρος της f ,

• f−(x) = max {−f(x), 0} = −min {f(x), 0}–είναι το αρνητικό µέρος
της f ,

• f = f+ − f− και |f | = f+ + f−.

• Το ακέραιο µέρος του x ∈ R, συµβολίζεται µε [x], είναι ο µοναδικός
ακέραιος k ∈ Z τέτοιος ώστε k ≤ x < k + 1.

Οι πραγµατικές συναρτήσεις f και g είναι ορισµένες σε µια περιοχή του
x0 ∈ R.

• Αν limx→x0 f (x) /g (x) = 0, χρησιµοποιείται ο συµβολισµός

f(x) = o (g(x)) (x→ x0) .

• Αν το πηλίκο f(x)/g(x) είναι φραγµένο σε µια περιοχή του x0 ∈ R,
χρησιµοποιείται ο συµβολισµός

f(x) = O (g(x)) (x→ x0) .

• Αν limx→x0 f(x)/g(x) = 1, χρησιµοποιείται ο συµβολισµός

f(x) ∼ g(x) (x→ x0) .
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• Αν E ∈ M και η f : R −→ [0,∞] είναι µετρήσιµη συνάρτηση, το

ολοκλήρωµα Lebesgue της f πάνω στο E ορίζεται ως εξής∫
E
f(x) dm(x)

:= sup

{∫
E
sdm : 0 ≤ s ≤ f στο E , όπου s είναι απλή συνάρτηση

}
.

Αν E ∈ M και η επεκταµένη συνάρτηση f : E ⊆ R −→ R είναι µετρήσι-
µη, τότε

•
∫
R f dm :=

∫
R f

+ dm −
∫
R f

− dm– είναι το ολοκλήρωµα της f , όπου
ένα τουλάχιστον από τα ολοκληρώµατα

∫
R f

+ dm και
∫
R f

− dm είναι
πεπερασµένο. Λέµε ότι το ολοκλήρωµα

∫
R f dm υπάρχει.

• Η f : E −→ R είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη, ή απλά ολοκληρώ-

σιµη στο E, αν το ολοκλήρωµα
∫
E f dm υπάρχει και είναι πεπερα-

σµένο, δηλαδή αν
∫
E f

− dm < ∞ και
∫
E f

+ dm < ∞. Ισοδύναµα,∫
E |f |dm <∞.

• L1 (E)– ο χώρος των ολοκληρώσιµων συναρτήσεων f : E −→ R.
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Κεϕάλαιο 1

Χώρος Μέτρου–Μετρήσιµα

Σύνολα–Μέτρο Lebesgue

1.1 Παραδείγµατα

Παράδειγµα 1.1.1. ΄Εστω (X,M) µετρήσιµος χώρος και έστω A το σύνολο

των ϑετικών µέτρων στη σ-άλγεβρα M. Υποθέτουµε ότι για κάθε µ1, µ2 ∈ A,

υπάρχει µ3 ∈ A τέτοιο ώστε µ3 ≥ max {µ1, µ2}. Αν

ν (E) := sup {µ (E) : µ ∈ A} , για κάθεE ∈ M ,

να αποδειχθεί ότι το ν είναι ένα ϑετικό µέτρο στη σ-άλγεβρα M.

Απόδειξη. Είναι προϕανές ότι ν (∅) = 0. Αν E,F ∈ M µε E ⊆ F , από τον
ορισµό του ν έπεται ότι ν (E) ≤ ν (F ).
΄Εστω (An) ακολουθία µετρήσιµων συνόλων ξένων ανά δύο. Τότε

µ

( ∞∪
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

µ(An) ≤
∞∑
n=1

ν(An) , για κάθεµ ∈ A

και εποµένως

ν

( ∞∪
n=1

An

)
≤

∞∑
n=1

ν(An) .

1
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Στη συνέχεια ϑα αποδείξουµε ότι ν (
∪∞

n=1An) ≥
∑∞

n=1 ν(An). Αυτή η ανισό-
τητα προϕανώς ισχύει στην περίπτωση που υπάρχει ένα τουλάχιστον n ∈ N∗,
τέτοιο ώστε ν(An) = ∞. Πράγµατι, επειδή

∪∞
n=1An ⊇ An, ϑα είναι

ν

( ∞∪
n=1

An

)
≥ ν(An) = ∞ =

∞∑
n=1

ν(An) .

Υποθέτουµε λοιπόν ότι ν(An) < ∞, για κάθε n ∈ N. Παίρνουµε το n ∈ N∗

σταθερό. Για κάθε ε > 0, από τον ορισµό του ν συνεπάγεται ότι για κάθε k,
1 ≤ k ≤ n, υπάρχει µέτρο µk ∈ A τέτοιο ώστε

ν(Ak)−
ε

n
< µk(Ak) .

Αν µ1, µ2, . . . , µn ∈ A, από την υπόθεση επαγωγικά αποδεικνύεται ότι υπάρχει
µ ∈ A τέτοιο ώστε µk ≤ µ, k = 1, . . . , n. Εποµένως,

n∑
k=1

ν(Ak)− ε <
n∑

k=1

µk(Ak)

≤
n∑

k=1

µ(Ak)

= µ

(
n∪

k=1

Ak

)

≤ ν

(
n∪

k=1

Ak

)
≤ ν

( ∞∪
k=1

Ak

)
.

∆ηλαδή
∑n

k=1 ν(Ak)−ε < ν (
∪∞

k=1Ak), για κάθε ε > 0 και αυτό συνεπάγεται
ότι
∑n

k=1 ν(Ak) ≤ ν (
∪∞

k=1Ak). ΄Αρα,

∞∑
k=1

ν(Ak) = lim
n→∞

n∑
k=1

ν(Ak) ≤ ν

( ∞∪
k=1

Ak

)
.

�

Παράδειγµα 1.1.2. Αν {r1, r2, . . . , rn, . . .} είναι µια αρίθµηση των ϱητών α-

ϱιθµών και

G :=
∞∪
n=1

(
rn − 1

n2
, rn +

1

n2

)
,
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να αποδειχθεί ότι m (G△ F ) > 0, για κάθε κλειστό σύνολο F .

Απόδειξη. Αν m (G \ F ) > 0, επειδή G △ F = (G \ F ) ∪ (F \G), τότε
m (G△ F ) > 0.
Υποθέτουµε ότι m (G \ F ) = 0. ΄Οµως το G \ F είναι ανοικτό σύνολο και
ως γνωστόν κάθε ανοικτό σύνολο έχει ϑετικό µέτρο Lebesgue. Εποµένως ϑα
πρέπει να είναι G ⊆ F , οπότε G \ F = ∅. Επειδή το G περιέχει το σύνολο
των ϱητών Q και το Q είναι πυκνό στο R, ϑα πρέπει να είναι F = R. Κατά
συνέπεια m(F ) = m(R) = ∞. Επειδή

m(G) ≤
∞∑
n=1

m

(
rn − 1

n2
, rn +

1

n2

)
= 2

∞∑
n=1

1

n2
<∞

και m(F ) = m(F \ G) +m(G) = ∞, συνεπάγεται ότι m(F \ G) = ∞. Τότε
m(G△ F ) = m(F \G) = ∞. ΄Αρα, m(G△ F ) > 0. �

Παράδειγµα 1.1.3. Να αποδειχθεί ότι δεν υπάρχει µετρήσιµο σύνολο E ⊂ R,

τέτοιο ώστε για κάθε διάστηµα I να είναι m(E ∩ I) = m(I)
2 .

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι ένα τέτοιο µετρήσιµο σύνολο E ⊂ R υπάρχει. Τότε,
m(E∩[0, 1]) = 1/2. Από τον ορισµό του (εξωτερικού) µέτρου Lebegue, για ε =
1/2 υπάρχει ακολουθία φραγµένων διαστηµάτων (In) µε E∩ [0, 1] ⊆

∪∞
n=1 In,

τέτοια ώστε
∞∑
n=1

m(In) < m(E ∩ [0, 1]) +
1

2
= 1 .

Επειδή

E ∩ [0, 1] = E ∩ [0, 1] ∩

( ∞∪
n=1

In

)
=

∞∪
n=1

(E ∩ [0, 1] ∩ In) ,
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έχουµε

1

2
= m(E ∩ [0, 1]) = m

( ∞∪
n=1

(E ∩ [0, 1] ∩ In)

)

≤
∞∑
n=1

m(E ∩ [0, 1] ∩ In)

≤
∞∑
n=1

m(E ∩ In)

=
1

2

∞∑
n=1

m(In) (m(E ∩ In) = m(In)
2 )

<
1

2
, (

∑∞
n=1m(In) < 1)

άτοπο. ΄Αρα, δεν υπάρχει µετρήσιµο σύνολο E ⊂ R µε m(E ∩ I) = m(I)
2 για

κάθε διάστηµα I. �

Παράδειγµα 1.1.4. ΄Εστω S το σύνολο των πραγµατικών αριθµών στο [0, 1]

τέτοιο ώστε x ∈ S αν και µόνο αν το δεκαδικό ανάπτυγµα του x περιέχει το ψηϕίο

2 και η πρώτη εµϕάνιση του ψηϕίου 2 να προηγείται της πρώτης εµϕάνισης του

ψηϕίου 3. Να αποδειχθεί ότι το S είναι σύνολο Borel και να υπολογιστεί το

µέτρο Lebesgue του S.

Λύση. Το ψηϕίο 2 εµϕανίζεται στην πρώτη δεκαδική ϑέση µόνο στο διά-
στηµα I1,1 = [0.2, 0.3] που το µήκος του είναι 1/10. Ας σηµειωθεί ότι στο
δεκαδικό ανάπτυγµα το 0.3 = 0.2999 · · · . Για να µην προηγείται το ψηϕίο 3

του ψηϕίου 2, το ψηϕίο 2 µπορεί να εµϕανιστεί για πρώτη φορά στη δεύτερη
δεκαδική ϑέση µόνο στο καθένα από τα παρακάτω 8 διαστήµατα

I2,1 = [0.02, 0.03], I2,2 = [0.12, 0.13], I2,3 = [0.42, 0.43], . . . , I2,8 = [0.92, 0.93] ,

µήκους 1/102. Στο n-οστό ϐήµα, για να µην προηγείται το ψηϕίο 3 του ψηϕίου
2, το ψηϕίο 2 µπορεί να εµϕανιστεί για πρώτη φορά στη n-οστή δεκαδική ϑέση
µόνο στο καθένα από τα 8n−1 διαστήµατα In,k, 1 ≤ k ≤ 8n−1, µήκους 1/10n.
Τα διαστήµατα In,k είναι τέτοια ώστε τα άκρα τους δεν περιέχουν τα ψηϕία 2
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και 3 στις n− 1 πρώτες ϑέσεις των δεκαδικών αναπτυγµάτων τους. Εποµένως,

S =
∞∪
n=1

8n−1∪
k=1

In,k

 ,

όπου τα διαστήµατα In,k (1 ≤ k ≤ 8n−1), για κάθε n ∈ N∗, είναι ξένα ανά δύο
και έχουν µήκος 1/10n. Το S είναι ένα σύνολο Borel µε µέτρο Lebesgue

m(S) =
∞∑
n=1

m

8n−1∪
k=1

In,k

 =

∞∑
n=1

8n−1

10n
=

1

10

∞∑
n=1

(
4

5

)n−1

=
1

10
· 1

1− 4/5
=

1

2
.

1.2 Ασκήσεις

1. ΄Εστω (Ω,A, P ) είναι ένας χώρος πιθανότητας, δηλαδή ένας χώρος µέ-
τρου µε P (Ω) = 1. Αν (An),An ∈ A, είναι ακολουθία µετρήσιµων συνό-
λων µε P (An) = 1 για κάθε n ∈ N, να αποδειχθεί ότι P (

∩∞
n=1An) = 1.

2. ΄Εστω (Ω,A, P ) είναι ένας χώρος πιθανότητας. Λέµε ότι τα µετρήσιµα
σύνολαE,F είναι ανεξάρτητα, αν P (E ∩ F ) = P (E)∩P (F ). Θα λέµε
ότι τα µετρήσιµα σύνολα A1, A2, . . . , An είναι πλήρως ανεξάρτητα, αν
για κάθε πεπερασµένο υποσύνολο {i1, i2, . . . , im} του {1, 2, . . . , n} είναι

P (Ai1 ∩Ai2 ∩ · · · ∩Aim) = P (Ai1)P (Ai2) · · ·P (Aim) .

Τέλος, τα µετρήσιµα σύνολα µιας ακολουθίας (An) είναι πλήρως ανε-

ξάρτητα αν κάθε πεπερασµένο το πλήθος από αυτά είναι πλήρως ανε-
ξάρτητα.

(αʹ) Αν τα µετρήσιµα σύνολα E, F είναι ανεξάρτητα, να αποδειχθεί ότι
και τα E, F c είναι ανεξάρτητα.

(ϐʹ) Υποθέτουµε ότι τα µετρήσιµα σύνολα A1, A2, . . . , An είναι πλήρως
ανεξάρτητα.
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(i) Να αποδειχθεί ότι τα σύνολα A1∪A2∪· · ·∪An−1 και An είναι
ανεξάρτητα.

(ii) Να αποδειχθεί ότι

P

(
n∩

k=1

Ac
k

)
=

n∏
k=1

P (Ac
k) .

3. ΄Εστω (Ω,A, P ) είναι ένας χώρος πιθανότητας. Αν τα µετρήσιµα σύνολα
µιας ακολουθίας (An) είναι πλήρως ανεξάρτητα και

∑∞
n=1 P (An) = ∞,

να αποδειχθεί ότι

P
(
limAn

)
= P

( ∞∩
n=1

∞∪
k=n

Ak

)
= 1 .

Υπόδειξη. Χρησιµοποιώντας την ανισότητα e−x ≥ 1 − x, x ≥ 0, να
αποδειχθεί ότι P (Ec

n) = 0, όπου En :=
∪∞

k=nAk.

4. ΄ΕστωEi ⊂ (0, 1), 1 ≤ i ≤ n, µετρήσιµα σύνολα µε
∑n

i=1m (Ei) > n−1.
Να αποδειχθεί ότι m (

∩n
i=1Ei) > 0.

5. Υποθέτουµε ότι το E ⊂ [0, 1] είναι µετρήσιµο σύνολο µε m (E) = 1. Να
αποδειχθεί ότι το E είναι σύνολο πυκνό στο [0, 1].

6. ΄Εστω E ⊂ R ένα Lebesgue µετρήσιµο σύνολο µε m (E) < ∞. Να
αποδειχθεί ότι υπάρχει φθίνουσα ακολουθία ανοικτών συνόλων (Gn)

τέτοια ώστε limn→∞m (Gn) = m (E).

7. (αʹ) Αν τα E,F ⊆ R είναι Lebesgue µετρήσιµα σύνολα, να αποδειχθεί
ότι

m (E ∪ F ) +m (E ∩ F ) = m (E) +m (F ) .

(ϐʹ) Αν τα A,B είναι υποσύνολα του R, να αποδειχθεί ότι

m∗ (A ∪B) +m∗ (A ∩B) ≤ m∗ (A) +m∗ (B) .



Κεϕάλαιο 2

Lebesgue Μετρήσιµες

Συναρτήσεις

2.1 Παραδείγµατα

Παράδειγµα 2.1.1. (΄Ενα κριτήριο για τη σχεδόν παντού σύγκλιση) ΄Εστω

(fn), fn : E → R, ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων ορισµένων στο σύνολο

E ∈ M.

(αʹ) Για κάθε ε > 0 να αποδειχθεί ότι{
x ∈ E : lim |fn(x)| > ε

}
⊆ lim {x ∈ E : |fn(x)| > ε}

⊆ lim {x ∈ E : |fn(x)| ≥ ε}

⊆
{
x ∈ E : lim |fn(x)| ≥ ε

}
.

Εξετάστε αν υπάρχει ακολουθία συναρτήσεων (fn) και ε > 0, για τα οποία

οι παραπάνω εγκλεισµοί είναι αυστηροί.

(ϐʹ) Να αποδειχθεί ότι η ακολουθία (fn) συγκλίνει σχεδόν παντού στο 0, ισοδύ-

ναµα

m
(
{x ∈ E : lim |fn(x)| > 0}

)
= 0 ,

αν και µόνο αν για κάθε ε > 0 είναι m
(
lim{x ∈ E : |fn(x)| > ε}

)
= 0.

7
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(γʹ) Να αποδειχθεί το παρακάτω κριτήριο για τη σχεδόν παντού σύγκλιση :

Αν για κάθε ε > 0 η σειρά
∞∑
n=1

m ({x ∈ E : |fn(x)| > ε}) συγκλίνει,

τότε η ακολουθία (fn) συγκλίνει σχεδόν παντού στο 0.

Απόδειξη. (αʹ) ΄Εστω ε > 0. Υποθέτουµε ότι το x ∈ E είναι τέτοιο ώστε

α = lim |fn(x)| > ε .

Ο ορισµός του ανώτερου ορίου της ακολουθίας (|fn(x)|) συνεπάγεται ότι
sup
k≥n

|fk(x)| ≥ α για κάθε n ∈ N∗. Τότε υπάρχει N ≥ n, τέτοιο ώστε

|fN (x)| > sup
k≥n

|fk(x)| − (α− ε) ≥ ε .

Εποµένως, η ανισότητα |fn(x)| > ε ισχύει για άπειρα το πλήθος n ∈ N∗.
Ισοδύναµα, x ∈ limAn, όπου An := {x ∈ E : |fn(x)| > ε}. ΄Αρα,{

x ∈ E : lim |fn(x)| > ε
}
⊆ lim{x ∈ E : |fn(x)| > ε} .

Είναι {x ∈ E : |fn(x)| > ε} ⊆ {x ∈ E : |fn(x)| ≥ ε} για κάθε n ∈ N∗ και
αυτό συνεπάγεται ότι

lim {x ∈ E : |fn(x)| > ε} ⊆ lim {x ∈ E : |fn(x)| ≥ ε} .

Υποθέτουµε τώρα ότι x ∈ limBn, όπου Bn := {x ∈ E : |fn(x)| ≥ ε}. Τότε
το x ∈ Bn για άπειρα το πλήθος n ∈ N∗ και κατά συνέπεια sup

k≥n
|fk(x)| ≥ ε.

Εποµένως,
lim |fn(x)| = lim

n→∞
sup
k≥n

|fk(x)| ≥ ε .

΄Αρα,
lim {x ∈ E : |fn(x)| ≥ ε} ⊆

{
x ∈ E : lim |fn(x)| ≥ ε

}
.

΄Εστω τώρα ε = 1 και έστω (fn) η ακολουθία µη αρνητικών µετρήσιµων
συναρτήσεων µε

fn =

(
1 +

1

n

)
χ[0,1] +χ(1,2] +

(
1− 1

n

)
χ(2,3] .
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Τότε, lim fn = χ[0,3], {x ∈ R : fn (x) > 1} = [0, 1] και {x ∈ R : fn (x) ≥ 1}
= [0, 2]. Εποµένως,{

x ∈ R : lim fn(x) > 1
}
= ∅ ⊂ [0, 1] = lim {x ∈ R : fn(x) > 1}

⊂ [0, 2] = lim {x ∈ R : fn(x) ≥ 1}

⊂ [0, 3] =
{
x ∈ R : lim fn(x) ≥ 1

}
.

(ϐʹ) ΄Εστω η ακολουθία (fn) συγκλίνει σχεδόν παντού στο 0, δηλαδή
m
({
x ∈ E : lim |fn(x)| > 0

})
= 0. Για κάθε ε > 0 είναι{

x ∈ E : lim |fn(x)| ≥ ε
}
⊆
{
x ∈ E : lim |fn(x)| > 0

}
και από το (α΄)

lim {x ∈ E : |fn(x)| > ε} ⊆
{
x ∈ E : lim |fn(x)| ≥ ε

}
.

΄Αρα, για κάθε ε > 0 είναι m
(
lim {x ∈ E : |fn(x)| > ε}

)
= 0.

Αντίστροϕα, υποθέτουµε ότι

m
(
lim {x ∈ E : |fn(x)| > ε}

)
= 0 , για κάθε ε > 0.

Για κάθε k ∈ N∗ το σύνολο Ak :=
{
x ∈ E : lim |fn(x)| > 1

k

}
είναι Lebe-

sgue µετρήσιµο. Επειδή από το (α΄) είναι Ak ⊆ lim
{
x ∈ E : |fn(x)| > 1

k

}
,

από την υπόθεση έπεται ότι m(Ak) = 0 για κάθε k ∈ N. ΄Οµως η ακολου-
ϑία (Ak) είναι αύξουσα, Ak ↗

∪∞
k=1Ak =

{
x ∈ E : lim |fn(x)| > 0

}
και

από γνωστή ιδιότητα του µέτρου

m
(
{x ∈ E : lim |fn(x)| > 0}

)
= lim

k→∞
m(Ak) = 0 .

΄Αρα, η ακολουθία (fn) συγκλίνει σχεδόν παντού στο 0.

(γʹ) Επειδή για κάθε ε > 0 η σειρά
∑∞

n=1m({x ∈ E : |fn(x)| > ε}) συγκλίνει,
από το λήµµα Borel– Cantelli[17] έχουµε ότι

m
(
lim{x ∈ E : |fn(x)| > ε}

)
= 0 .

Τότε, από το (ϐ΄) έπεται ότι η ακολουθία (fn) συγκλίνει σχεδόν παντού στο
0.

�
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Παράδειγµα 2.1.2. ΄Εστω (fn), fn : E → R, ακολουθία συναρτήσεων συνε-

χών σχεδόν παντού στο µετρήσιµο σύνολο E ⊆ R. Αν limn→∞ fn(x) = f(x)

οµοιόµορϕα στο E, τότε η f είναι συνεχής σχεδόν παντού στο E.

Λύση. ΄Εστω Dn := {x ∈ E : η fn δεν είναι συνεχής στοx}. Από την υπό-
ϑεση είναι m (Dn) = 0. Αν D =

∪∞
n=1Dn, τότε m(D) ≤

∑∞
n=1m(Dn) = 0.

Εποµένως m(D) = 0. Επειδή οι συναρτήσεις fn είναι συνεχείς στο E \D και
η ακολουθία (fn) συγκλίνει οµοιόµορϕα στην f στο σύνολο E \ D, η f ϑα
είναι συνεχής στο E \D. ΄Αρα, η f είναι συνεχής σχεδόν παντού στο E.

Παράδειγµα 2.1.3. ΄Εστω η συνάρτηση f : [a, b] → R είναι 1−1 και συνεχής.

Οι παρακάτω προτάσεις είναι ισοδύναµες:

(i) Αν E ⊂ [a, b] και m(E) = 0, τότε m(f(E)) = 0.

(ii) Για κάθε µετρήσιµο σύνολο A ⊂ [a, b], το f(A) είναι µετρήσιµο σύνολο.

Απόδειξη. Το πεδίο τιµών της f είναι κλειστό και φραγµένο διάστηµα, έστω
f([a, b]) = [c, d]. Η συνάρτηση f : [a, b] → [c, d] είναι συνεχής και γνήσια
µονότονη.

(i) ⇒ (ii) Αν το A ⊂ [a, b] είναι µετρήσιµο σύνολο, τότε ως γνωστόν A =

F ∪ N , όπου F ⊂ A είναι ένα Fσ σύνολο και N ⊂ A µε m(N) = 0. ΄Εστω
F =

∪∞
n=1 Fn, όπου (Fn) είναι ακολουθία κλειστών υποσυνόλων του [a, b]. Τα

Fn είναι συµπαγή σύνολα. Είναι f(F ) = f (
∪∞

n=1 Fn) =
∪∞

n=1 f(Fn), οπότε

f(A) = f(F ∪N) = f(F ) ∪ f(N) =

( ∞∪
n=1

f(Fn)

)
∪ f(N) .

Τα σύνολα f(Fn) είναι συµπαγή και εποµένως µετρήσιµα (
∪∞

n=1 f(Fn) είναι
ένα Fσ σύνολο ). Επειδή από τη (i) είναι m(f(N)) = 0, το f(N) είναι ένα
µετρήσιµο σύνολο. ΄Αρα, το f(A) είναι µετρήσιµο σύνολο.

(ii) ⇒ (i) ΄Εστω E ⊂ [a, b], µε m(E) = 0. Τότε το E είναι µετρήσιµο και
από τη (ii) το f(E) ϑα είναι µετρήσιµο σύνολο. Αν υποθέσουµε ότιm(f(E)) >

0, ως γνωστόν υπάρχει µη µετρήσιµο σύνολο V ⊂ f(E)(παραπέµπουµε στο
[17]). Τότε f−1(V ) ⊂ E και εποµένως m

(
f−1(V )

)
= 0. Κατά συνέπεια το

f−1(V ) είναι µετρήσιµο σύνολο. Από τη (ii) το f
(
f−1(V )

)
= V ϑα είναι

µετρήσιµο σύνολο, άτοπο. ΄Αρα, m(f(E)) = 0. �
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Παράδειγµα 2.1.4. ΄Εστω

f(x) =
a1

x− c1
+

a2
x− c2

+ · · ·+ an
x− cn

,

όπου a1 > 0, a2 > 0, . . . , an > 0 και c1, c2, . . . , cn ∈ R, c1 < c2 < · · · < cn. Να

αποδειχθεί ότι για κάθε t > 0

m ({x ∈ R : f(x) > t}) = a1 + a2 + · · ·+ an
t

και

m ({x ∈ R : f(x) < −t}) = a1 + a2 + · · ·+ an
t

.

Λύση. ΄Εστω Et := {x ∈ R : f(x) > t}. Η f είναι γνήσια φθίνουσα σε κα-
ϑένα από τα ανοικτά διαστήµατα (c1, c2) , (c2, c3) , . . . , (cn−1, cn) και (cn,+∞).
Αν x1, x2, . . . , xn είναι οι ϱίζες της εξίσωσης f(x) = t, τότε

c1 < x1 < c2, c2 < x2 < c3, . . . , cn−1 < xn−1 < cn, cn < xn < +∞

και

Et =

n∪
k=1

(ck, xk) , µε m (Et) =

n∑
k=1

(xk − ck) =

n∑
k=1

xk −
n∑

k=1

ck .

Θα υπολογίσουµε το άθροισµα
∑n

k=1 xk των ϱιζών της εξίσωσης f(x) = t.
Παρατηρούµε ότι

f(x) = t⇐⇒
n∑

k=1

ak
P (x)

x− ck
= tP (x) , όπου P (x) =

n∏
k=1

(x− ck) .

΄Οµως
n∑

k=1

ak
P (x)

x− ck
= tP (x) ⇐⇒ txn −

(
t

n∑
k=1

ck +
n∑

k=1

ak

)
xn−1 +Q(x) = 0 ,

όπου ο ϐαθµός του πολυωνύµου Q(x) είναι µικρότερος του n− 1. Εποµένως,
n∑

k=1

xk =
t
∑n

k=1 ck +
∑n

k=1 ak
t

=
n∑

k=1

ck +
1

t

n∑
k=1

ak .

΄Αρα, m (Et) = (
∑n

k=1 ak) /t.
Παρόµοια αποδεικνύεται η δεύτερη εξίσωση.
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2.2 Ασκήσεις

1. ΄Εστω A υποσύνολο του R που δεν είναι µετρήσιµο. Αν fα = χA∩[α],
όπου [α] είναι το ακέραιο µέρος του α ∈ A, να αποδειχθεί ότι η fα είναι
µετρήσιµη συνάρτηση ενώ η sup {fα : α ∈ A} δεν είναι µετρήσιµη.

2. Αν η συνεχής συνάρτηση f : R → R είναι 1−1 και επί, δηλαδή αµϕιµο-
νοσήµαντη, να αποδειχθεί ότι η f απεικονίζει σύνολα Borel σε σύνολα
Borel.
Υπόδειξη. Αν

M = {A ⊆ R : f(A) ∈ B} ,

όπου B είναι η Borel σ-άλγεβρα, να αποδειχθεί ότι η M είναι µια σ-
άλγεβρα στο R η οποία περιέχει τα σύνολα Borel.

3. Να αποδειχθεί ότι οι συναρτήσεις

f(x) =


0 αν ο x είναι άρρητος ,

1/q αν x = p/q, όπου p, q ακέραιοι αριθµοί

πρώτοι µεταξύ τους και q > 0 ,

g(x) =

1 αν x = 1/n, όπου n ∈ N ,

0 διαϕορετικά ,

είναι συνεχείς σχεδόν παντού στο R και ότι η g ◦ f δεν είναι συνεχής σε
κανένα σηµείο του R.

4. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : E → R είναι πεπερασµένη σχεδόν
παντού, όπου E ⊂ R είναι ένα µετρήσιµο σύνολο µε m(E) < ∞. Να
αποδειχθεί ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει µετρήσιµο σύνολο A ⊂ E, τέτοιο
ώστε m (E \A) < ε και η f είναι φραγµένη στο A.
Υπόδειξη. Αν En = {x ∈ E : f(x) > n} και N = {x ∈ E : |f(x)| = ∞},
τότε N =

∩∞
n=1En.

5. ΄Εστω το µετρήσιµο σύνολο E ⊆ R έχει σ-πεπερασµένο µέτρο, δηλαδή
E =

∪∞
n=1En µε En ∈ M και µ (En) < ∞ και έστω η f : E → R είναι
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µετρήσιµη συνάρτηση. Υποθέτουµε ότι υπάρχει A ⊂ E, A ∈ M, µε
m(A) > 0 και f(x) > 0 για κάθε x ∈ A. Να αποδειχθεί ότι υπάρχει
b > 0 και B ⊂ A µε B ∈ M και 0 < m(B) < ∞, τέτοιο ώστε f(x) ≥ b

για κάθε x ∈ B.
Υπόδειξη. Αποδείξτε ότι

A =

∞∪
n=1

({
x ∈ E : f(x) ≥ 1

n

}
∩ En ∩A

)
.

6. Αν η f : R → R είναι µετρήσιµη συνάρτηση, να αποδειχθεί ότι υπάρχει
αύξουσα ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων (fn), fn : R → Q, τέτοια
ώστε limn→∞ fn(x) = f(x) οµοιόµορϕα στο R.
Υπόδειξη. Αν

Ekn :=

{
x ∈ E :

k − 1

2n
≤ f(x) <

k

2n

}
και fn :=

∞∑
k=−∞

k

2n
χEkn

,

τότε 0 ≤ f(x)− fn(x) < 2−n και fn ↗ f .

7. Να αποδειχθεί ότι κάθε µετρήσιµη συνάρτηση f : E → [0,∞], E ∈ M,
γράϕεται στη µορϕή f =

∑∞
n=0 anχAn

, όπου 0 ≤ an <∞ και An ∈ M.
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Κεϕάλαιο 3

Ολοκλήρωµα Lebesgue

3.1 Μερικά Βασικά Αποτελέσµατα

Θεώρηµα 3.1.1. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : [a, b] → R είναι αύξουσα.

Τότε η παράγωγος f ′ είναι µετρήσιµη και

∫ b

a
f ′(x) dm(x) ≤ f(b)− f(a) . (3.1)

Απόδειξη. Επεκτείνουµε την f στο διαστηµα [a, b + 1] ϑέτοντας f(x) = f(b)

αν b < x ≤ b + 1. Η f είναι αύξουσα και εποµένως µετρήσιµη. Επειδή
κάθε µονότονη συνάρτηση είναι παραγωγίσιµη σχεδόν παντού, η f ϑα είναι
παραγωγίσιµη σχεδόν παντού στο [a, b]. Αν

fn(x) :=
f(x+ 1/n)− f(x)

1/n
,

τότε limn→∞ fn(x) = f ′(x) για κάθε x όπου η f είναι παραγωγίσιµη. Επο-
µένως limn→∞ fn(x) = f ′(x) σ.π. στο [a, b]. Επειδή fn(x) ≥ 0, για κάθε

15



16 Κεϕάλαιο 3. Ολοκλήρωµα Lebesgue

x ∈ [a, b], από το λήµµα Fatou έχουµε∫ b

a
f ′(x) dm(x) ≤ lim inf

∫ b

a
fn(x) dm(x)

≤ sup
n∈N

∫ b

a
fn(x) dm(x)

= sup
n∈N

{
n

∫ b

a

[
f

(
x+

1

n

)
− f(x)

]
dx

}
.

Ας σηµειωθεί ότι οι gn(x) := f(x + 1/n), n ∈ N∗ και η f είναι αύξουσες
συναρτήσεις και κατά συνέπεια ϑα είναι ασυνεχείς το πολύ σε αριθµήσιµο το
πλήθος σηµεία. ∆ηλαδή οι gn, f είναι συνεχείς σχεδόν παντού και προϕανώς
φραγµένες. Εποµένως ϑα είναι και Riemann ολοκληρώσιµες. Επειδή για
κάθε n ∈ N είναι ∫ b

a
f

(
x+

1

n

)
dx =

∫ b+1/n

a+1/n
f(x) dx ,

έπεται ότι∫ b

a

[
f

(
x+

1

n

)
− f(x)

]
dx =

∫ b+1/n

a+1/n
f(x) dx−

∫ b

a
f(x) dx

=

∫ b+1/n

b
f(x) dx−

∫ a+1/n

a
f(x) dx

=
1

n
f(b)−

∫ a+1/n

a
f(x) dx

(επειδή f(x) = f(b) αν b < x ≤ b+ 1)

≤ 1

n
[f(b)− f(a)] .

΄Αρα,∫ b

a
f ′(x) dm(x) ≤ sup

n∈N

{
n

∫ b

a

[
f

(
x+

1

n

)
− f(x)

]
dx

}
≤ f(b)− f(a) .

�

Σηµείωση. Η ανισότητα στην (3.1) γενικά δεν µπορεί να αντικατασταθεί
από ισότητα. Αν f είναι η ιδιάζουσα συνάρτηση των Cantor- Lebesgue(ϐλέπε
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[17]), τότε f ′ = 0 σ.π. στο [0, 1] και εποµένως

∫ b

a
f ′(x) dm(x) = 0 < 1 = f(1)− f(0) .

3.2 Παραδείγµατα

Παράδειγµα 3.2.1. ΄Εστω f ∈ L1(X), όπου X ⊂ R είναι ένα µετρήσιµο

σύνολο µε m(X) <∞. Ορίζουµε

AE(f) :=
1

m(E)

∫
E
f dm ,

για κάθε µετρήσιµο σύνολο E ⊆ X µε m(E) > 0. Υποθέτουµε ότι υπάρχει M

τέτοιο ώστε |AE(f)| ≤ M , για κάθε µετρήσιµο σύνολο E ⊆ X µε m(E) > 0.

Να αποδειχθεί ότι |f(x)| ≤M σ.π. στο X.

Απόδειξη. 1ος τρόπος. Αρκεί να αποδείξουµε ότι το σύνολο

f−1 ((−∞,M) ∪ (M,∞)) = {x ∈ X : |f(x)| > M}

έχει µέτρο µηδέν. Είναι γνωστό ότι κάθε ανοικτό υποσύνολο του R είναι
ένωση αριθµήσιµου το πλήθος κλειστών και φραγµένων διαστηµάτων, µε τα
αντίστοιχα ανοικτά διαστήµατα ξένα ανά δύο. ΄Εστω

(−∞,M) ∪ (M,∞) =
∞∪
n=1

[an, bn] .

Επειδή f−1 ((−∞,M) ∪ (M,∞)) =
∪∞

n=1 f
−1 ([an, bn]), αρκεί να αποδείξου-

µε ότιm
(
f−1 ([an, bn])

)
= 0, για κάθε n ∈ N∗. Αν [an, bn] = [αn−εn, αn+εn]

και

En = f−1 ([αn − εn, αn + εn]) = {x ∈ X : αn − εn ≤ f(x) ≤ αn + εn} ,
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αρκεί να αποδείξουµε ότι m(En) = 0. ΄Εστω m(En) > 0. Τότε

|AEn(f)− αn| =
∣∣∣∣ 1

m(En)

∫
En

f dm− 1

m(En)

∫
En

αn dm

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1

m(En)

∫
En

(f − αn) dm

∣∣∣∣
≤ 1

m(En)

∫
En

|f − αn| dm

≤ 1

m(En)

∫
En

εn dm = εn .

∆ηλαδή AEn(f) ∈ [αn − εn, αn + εn]. ΄Ατοπο, επειδή |AEn(f)| ≤ M . ΄Αρα
m(En) = 0.
2ος τρόπος. Αρκεί να αποδείξουµε ότι το µετρήσιµο σύνολο

E = {x ∈ X : |f(x)| > M}

έχει µέτρο µηδέν. Αν En :=
{
x ∈ X : |f(x)| > M + 1

n

}
, τότε η (En) είναι

αύξουσα ακολουθία µετρήσιµων συνόλων µε E =
∪∞

n=1En. Επειδή m(E) =

limn→∞m(En), αρκεί να αποδείξουµε ότι m(En) = 0, για κάθε n ∈ N. Αν

E+
n :=

{
x ∈ X : f(x) > M +

1

n

}
και E−

n :=

{
x ∈ X : −f(x) > M +

1

n

}
,

τότε En = E+
n ∪ E−

n , n ∈ N. Αρκεί λοιπόν να αποδείξουµε ότι m(E+
n ) =

m(E−
n ) = 0. ΄Εστω m(E+

n ) > 0. Τότε∫
E+

n

f dm ≥
∫
E+

n

(
M +

1

n

)
dm =

(
M +

1

n

)
m
(
E+

n

)
και κατά συνέπεια

m(E+
n ) ≤

1

M + 1/n

∫
E+

n

f dm =
m(E+

n )

M + 1/n
· 1

m(E+
n )

∫
E+

n

f dm ≤ m(E+
n )

M + 1/n
M .

∆ηλαδή M + 1/n ≤ M , n ∈ N∗ και αυτό είναι άτοπο. Εποµένως m(E+
n ) = 0

και παρόµοια m(E−
n ) = 0. ΄Αρα m(En) = 0 �
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Παράδειγµα 3.2.2. ΄Εστω f : X → R µετρήσιµη συνάρτηση µε |f(x)| > 0 για

κάθε x ∈ X, όπου το X ⊂ R είναι ένα µετρήσιµο σύνολο µε m(X) < ∞ και

έστω 0 < α < m(X). Να αποδειχθεί ότι

inf

{∫
E
|f | dm : m(E) ≥ α , όπου E ⊆ X µετρήσιµο σύνολο

}
> 0 .

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι το E ⊆ X είναι µετρήσιµο σύνολο µε m(E) ≥ α.
Επειδή η |f | είναι µετρήσιµη συνάρτηση, τα σύνολα

An :=

{
x ∈ E :

1

n+ 1
≤ |f(x)| < 1

n

}
, n ∈ N∗ ,

είναι µετρήσιµα και ξένα ανά δύο µε {x ∈ E : 0 < |f(x)| < 1} =
∪∞

n=1An.
Είναι

∞∪
n=1

An = {x ∈ E : 0 < |f(x)| < 1} = E \ {x ∈ E : |f(x)| ≥ 1}

και εποµένως

∞∑
n=1

m(An) = m(E)−m ({x ∈ E : |f(x)| ≥ 1}) <∞ .

Επειδή η σειρά
∑∞

n=1m(An) συγκλίνει, υπάρχει N ∈ N∗ τέτοιο ώστε

∞∑
n=N

m(An) <
α

2
.

Αν

E1 :=

{
x ∈ E : |f(x)| ≥ 1

N

}
,

το E1 είναι µετρήσιµο υποσύνολο του E µε

E1 = E \
{
x ∈ E : 0 < |f(x)| < 1

N

}
= E \

∞∪
n=N

{
x ∈ E :

1

n+ 1
≤ |f(x)| < 1

n

}
= E \

∞∪
n=N

An .
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Τότε

m(E1) = m(E)−m

( ∞∪
n=N

An

)

= m(E)−
∞∑

n=N

m(An) > α− α

2
=
α

2
.

Εποµένως για κάθε µετρήσιµο σύνολο E ⊆ X µε m(E) ≥ α είναι∫
E
|f | dm ≥

∫
E1

|f | dm ≥ 1

N
m(E1) >

α

2N
> 0 .

΄Αρα,

inf

{∫
E
|f | dm : m(E) ≥ α , όπου E ⊆ X µετρήσιµο σύνολο

}
≥ α

2N
> 0 .

�

Παράδειγµα 3.2.3. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : X → [1,∞) είναι Lebe-

sgue ολοκληρώσιµη, όπου X ⊂ R είναι ένα Lebesgue µετρήσιµο σύνολο µε

m(X) = 1. Να αποδειχθεί ότι

lim
p↓0

(∫
X
fp dm

)1/p

= exp

(∫
X
ln f dm

)
.

Απόδειξη. Αρκει να αποδειχθεί ότι

lim
p↓0

ln
(∫

X fp dm
)

p
=

∫
X
ln f dm . (3.2)

Αν f = 1 σ.π. στο X, η (3.2) προϕανώς ισχύει. Υποθέτουµε λοιπόν ότι f > 1

σ.π. στο X. ΄Εστω (pn) φθίνουσα ακολουθία στο (0, 1) µε limn→∞ pn = 0.
Είναι

ln
(∫

X fpn dm
)

pn
=

ln
(∫

X [1 + (fpn − 1)] dm
)

pn

=
ln
(
1 +

∫
X(fpn − 1) dm

)∫
X(fpn − 1) dm

·
∫
X(fpn − 1) dm

pn
.

(3.3)
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Αν p ∈ (0, 1), εύκολα αποδεικνύεται ότι για κάθε t ≥ 1 ισχύει η ανισότητα
tp − 1 < pt. Εποµένως, για 0 < pn < 1 και για κάθε x ∈ X έχουµε

f(x)pn − 1

pn
< f(x) .

Επειδή

lim
t→0

f(x)t − 1

t
= ln f(x) , (κανόνας L’Hôpital)

είναι
lim
n→∞

f(x)pn − 1

pn
= ln f(x) .

Μπορούµε λοιπόν να εϕαρµόσουµε το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης
του Lebesgue οπότε

lim
n→∞

∫
X(fpn − 1) dm

pn
= lim

n→∞

∫
X

fpn − 1

pn
dm =

∫
X
ln f dm .

Επειδή f(x)pn − 1 < f(x) και limn→∞ (f(x)pn − 1) = 0, από το ϑεώρηµα
κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue είναι

lim
n→∞

∫
X
(fpn − 1) dm = 0 .

΄Οµως

lim
t→0

ln(1 + t)

t
= 1 , (κανόνας L’Hôpital)

οπότε και

lim
n→∞

ln
(
1 +

∫
X(fpn − 1) dm

)∫
X(fpn − 1) dm

= 1 .

΄Αρα, από την (3.3) έχουµε ότι

lim
n→∞

ln
(∫

X fpn dm
)

pn
=

∫
X
ln f dm .

�

Παράδειγµα 3.2.4. Να υπολογιστεί το

lim
h→0+

∫ ∞

0
he−x cosx ln

(
x+

1

h

)
dx .
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Λύση. Είναι∣∣∣∣he−x cosx ln

(
x+

1

h

)∣∣∣∣ < he−x

(
x+

1

h

)
, x ≥ 0 , h > 0 .

Χρησιµοποιώντας παραγοντική ολοκλήρωση έχουµε
∫∞
0 he−x (x+ 1/h) dx =

h+ 1, δηλαδή το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
0 he−x (x+ 1/h) dx συγκλίνει.

Εποµένως, από το κριτήριο σύγκρισης και το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ ∞

0
he−x cosx ln

(
x+

1

h

)
dx

ϑα συγκλίνει απόλυτα. Τότε, από γνωστό ϑεώρηµα η συνάρτηση f (x) =

he−x cosx ln (x+ 1/h) είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη και∫
[0,∞)

he−x cosx ln

(
x+

1

h

)
dm(x) =

∫ ∞

0
he−x cosx ln

(
x+

1

h

)
dx .

΄Εστω (hn) ακολουθία ϑετικών αριθµών, µε limn→∞ hn = 0, και

fn(x) := hne
−x cosx ln

(
x+

1

hn

)
.

Είναι

lim
h→0+

he−x cosx ln

(
x+

1

h

)
= e−x cosx lim

h→0+

ln (x+ 1/h)

1/h

= e−x cosx lim
t→+∞

ln(x+ t)

t

= e−x cosx lim
t→+∞

1

x+ t
= 0 ,

(κανόνας L’Hôpital)

οπότε limn→∞ fn(x) = 0. Επειδή limn→∞ hn = 0, υπάρχει n0 ∈ N∗ τέτοιο
ώστε hn < 1, για κάθε n ≥ n0. Εποµένως,

|fn(x)| =
∣∣∣∣hne−x cosx ln

(
x+

1

hn

)∣∣∣∣
< hne

−x

(
x+

1

hn

)
= e−x (hnx+ 1) < e−x(x+ 1) , ∀n ≥ n0 .
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΄Οµως ∫
[0,∞)

e−x(x+ 1) dm(x) =

∫ ∞

0
e−x(x+ 1) dx = 2

δηλαδή η g(x) := e−x(x+ 1) ∈ L1([0,∞)). ΄Αρα, από το ϑεώρηµα κυριαρχη-
µένης σύγκλισης του Lebesgue

lim
h→0+

∫ ∞

0
he−x cosx ln

(
x+

1

h

)
dx

= lim
n→∞

∫
[0,∞)

hne
−x cosx ln

(
x+

1

hn

)
dm(x) = 0 .

Παράδειγµα 3.2.5. ΄Εστω η f ∈ L1 (R) είναι τέτοια ώστε∫
[a,b]

f dm = 0 , για κάθε κλειστό και φραγµένο διάστηµα [a, b] .

Να αποδειχθεί ότι f(x) = 0 σ.π. στο R.

Απόδειξη. 1ος τρόπος. Επειδή
∫
(a,b) f dm =

∫
[a,b] f dm, από την υπόθεση ϑα

είναι και
∫
(a,b) f dm = 0, για κάθε ανοικτό και φραγµένο διάστηµα (a, b). Ως

γνωστόν, κάθε ανοικτό υποσύνολοG του R είναι ένωση αριθµήσιµου το πλήθος
κλειστών και φραγµένων διαστηµάτων, µε τα αντίστοιχα ανοικτά διαστήµατα
ξένα ανά δύο. ΄Εστω G =

∪∞
n=1[an, bn], όπου τα ανοικτά διαστήµατα (an, bn),

n ∈ N, είναι ξένα ανά δύο. Τότε∫
G
f dm =

∫
∪∞

n=1[an,bn]
f dm =

∫
∪∞

n=1(an,bn)
f dm =

∞∑
n=1

∫
(an,bn)

f dm = 0 .

Υποθέτουµε τώρα ότι το G είναι ένα Gδ σύνολο, δηλαδή G =
∩∞

n=1Gn, όπου
(Gn) είναι µια φθίνουσα ακολουθία ανοικτών συνόλων. Προϕανώς

lim
n→∞

fχ
Gn

= fχ
G

και
∣∣∣fχGn

∣∣∣ ≤ |f | .

Τότε, από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue είναι∫
G
f dm =

∫
R
fχ

G
dm = lim

n→∞

∫
R
fχ

Gn
dm = lim

n→∞

∫
Gn

f dm = 0 .
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Τέλος, υποθέτουµε ότι τοE είναι ένα µετρήσιµο υποσύνολο του R. Από γνωστό
ϑεώρηµα(ϐλέπε [17]) τοE = G\N , όπουG είναι έναGδ σύνολο καιN = G\E
µε m (N) = 0. Επειδή G = E ∪N , µε E ∩N = ∅, είναι∫

G
f dm =

∫
E
f dm+

∫
N
f dm

και εποµένως ∫
E
f dm =

∫
G
f dm−

∫
N
f dm = 0− 0 = 0 .

΄Αρα
∫
E f dm = 0, για κάθε µετρήσιµο υποσύνολο του R. Αυτό όµως συνεπά-

γεται ότι f (x) = 0 σ.π. στο R.
2ος τρόπος. Υποθέτουµε ότι η f δεν ισούται µε το µηδέν σχεδόν παντού στο
R. Τότε µπορούµε να υποθέσουµε ότι υπάρχει µετρήσιµο υποσύνολο E του
R µε 0 < m(E) < ∞, τέτοιο ώστε f(x) > 0, για κάθε x ∈ E (διαϕορετικά
ϑεωρούµε τη −f ). Από γνωστό ϑεώρηµα, για κάθε ε > 0 υπάρχει κλειστό
σύνολο F ⊆ E τέτοιο ώστε m(E \ F ) < ε. Αν πάρουµε 0 < ε < m(E), τότε
m(F ) > m(E) − ε > 0. Επειδή, όπως αποδείξαµε προηγουµένως, για κάθε
ανοικτό σύνολο G είναι

∫
G f dm = 0, έχουµε∫

F
f dm =

∫
R
f dm−

∫
R\F

f dm = 0 .

΄Ατοπο, επειδή m(F ) > 0 και η f είναι ϑετική στο σύνολο F . ΄Αρα f(x) = 0

σ.π. στο R. �

Ορισµός 3.2.1. Θα λέµε ότι το K ⊂ L1(E) είναι οµοιόµορϕα ολοκληρώσι-

µο, αν sup
{∫

E |f | dm : f ∈ K
}
<∞ και

∀ε > 0 ∃δ > 0 τέτοιο ώστε sup

{∫
A
|f | dm : f ∈ K

}
< ε,

για κάθε µετρήσιµο σύνολο A ⊆ E µε m(A) < δ.

Παράδειγµα 3.2.6. (Μια άλλη µορϕή του ϑεωρήµατος κυριαρχηµένης

σύγκλισης) Υποθέτουµε ότι η ακολουθία συναρτήσεων (fn) είναι οµοιόµορϕα
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ολοκληρώσιµη στο L1(E), µε fn −→ f σ.π. στο E ∈ M. Αν m(E) < ∞,

να αποδειχθεί ότι f ∈ L1(E) και
∫
E |fn − f | dm −→ 0 (εποµένως

∫
E fn dm →∫

E f dm).

Λύση. Επειδή fn −→ f σ.π. στο E, τότε και |fn| −→ |f | σ.π. στο E. Από
το λήµµα Fatou∫

E
|f | dm ≤ lim inf

n→∞

∫
E
|fn| dm ≤ sup

n

∫
E
|fn| dm <∞.

Εποµένως f ∈ L1(E). ΄Εστω ε > 0. Επειδή η (fn) είναι οµοιόµορϕα ολοκλη-
ϱώσιµη, υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε

sup
n

∫
A
|fn| dm <

ε

4
, για κάθε µετρήσιµο σύνολο A ⊆ E µε m(A) < δ .

Από το λήµµα Fatou, για κάθε µετρήσιµο σύνολο A ⊆ E µε m(A) < δ έχουµε∫
A
|f | dm ≤ lim inf

n→∞

∫
A
|fn| dm ≤ sup

n

∫
A
|fn| dm <

ε

4
.

Επειδή fn −→ f σ.π. στο E και m(E) < ∞, από το ϑεώρηµα Egorov
υπάρχει κλειστό σύνολο F ⊂ E µε m(E \ F ) < δ και fn −→ f οµοιόµορϕα
στο F . Κατά συνέπεια υπάρχει N ∈ N∗ τέτοιο ώστε για κάθε n ≥ N είναι
supx∈F |fn(x)− f(x)| < ε

2m(E) . Εποµένως, για κάθε n ≥ N∫
E
|fn − f | dm =

∫
F
|fn − f | dm+

∫
E\F

|fn − f | dm

≤ ε

2m(E)
m(F ) +

∫
E\F

|fn| dm+

∫
E\F

|f |

<
ε

2
+
ε

4
+
ε

4
= ε .

΄Αρα limn→∞
∫
E |fn − f | dm = 0.

Παράδειγµα 3.2.7. ΄Εστω E =
∪∞

n=1En, όπου τα En είναι ξένα ανά δύο

µετρήσιµα σύνολα. Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση f ∈ L1(E) αν και µόνο αν∑∞
n=1

∫
En

|f | dm <∞ και σ᾿ αυτή την περίπτωση έχουµε∫
E
f dm =

∞∑
n=1

∫
En

f dm .
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Απόδειξη. ΄Εστω f ∈ L1 (E), δηλαδή
∫
E |f | dm < ∞. Επειδή En ⊆ E, τότε

ως γνωστόν f ∈ L1 (En) και

∞∑
n=1

∫
En

|f | dm =

∫
E
|f | dm <∞ .

Αντίστροϕα, υποθέτουµε ότι
∑∞

n=1

∫
En

|f | dm <∞. Τότε,

∞∑
n=1

∫
E
|f |χ

En
dm =

∞∑
n=1

∫
En

|f | dm <∞ .

Από το ϑεώρηµα Beppo Levi η σειρά
∑∞

n=1 fχEn
συγκλίνει σχεδόν παντού

στο E και το άθροισµά της είναι συνάρτηση Lebesgue ολοκληρώσιµη στο E.
Επειδή χ

E
=
∑∞

n=1χEn
, έπεται ότι f = fχ

E
=
∑∞

n=1 fχEn
, η f ∈ L1(E).

Επίσης, ∫
E
f dm =

∞∑
n=1

∫
E
fχ

En
dm =

∞∑
n=1

∫
En

f dm .

�

Παράδειγµα 3.2.8. ΄Εστω η συνάρτηση

f(x) =

x2 sin
(

1
x2

)
αν x ̸= 0 ,

0 αν x = 0 .

Να αποδειχθεί ότι η f είναι παραγωγίσιµη στο R και ότι f ′ /∈ L1 (R).

Λύση. Εύκολα διαπιστώνεται ότι

f ′(x) =

2x sin
(

1
x2

)
− 2

x cos
(

1
x2

)
αν x ̸= 0 ,

0 αν x = 0 .

Για να αποδείξουµε ότι f ′ /∈ L1 (R), αρκεί να δείξουµε ότι f ′ /∈ L1 (0, 1]. ΄Εστω
(In) ακολουθία κλειστών και φραγµένων διαστηµάτων, µε

In =

[
1√

(2n+ 1/3)π
,

1√
(2n− 1/3)π

]
, n = 1, 2, . . . .
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Παρατηρούµε ότι τα διαστήµατα In είναι ξένα ανά δύο, µε
∪∞

n=1 In ⊂ (0, 1].
Για κάθε x ∈ In είναι cos

(
1/x2

)
≥ cos ((2n+ 1/3)π) = 1/2, οπότε

|f ′(x)| ≥
∣∣∣∣2x cos

(
1

x2

)∣∣∣∣− ∣∣∣∣2x sin( 1

x2

)∣∣∣∣ ≥ 2

x

∣∣∣∣cos( 1

x2

)∣∣∣∣− 2x ≥ 1

x
− 2x > 0 .

Εποµένως, ∫
In

|f ′(x)| dm(x) ≥
∫
In

(
1

x
− 2x

)
dm(x)

=
(
lnx− x2

)∣∣x=((2n−1/3)π)−1/2

x=((2n+1/3)π)−1/2

=
1

2
ln

(
6n+ 1

6n− 1

)
− 6

π
· 1

36n2 − 1
.

Κατά συνέπεια,∫
(0,1]

|f ′(x)| dm(x) ≥
∫
∪∞

n=1 In

|f ′(x)| dm(x)

=
∞∑
n=1

∫
In

|f ′(x)| dm(x)

≥ 1

2

∞∑
n=1

ln

(
6n+ 1

6n− 1

)
− 6

π

∞∑
n=1

1

36n2 − 1
.

Επειδή

lim
n→∞

ln
(
6n+1
6n−1

)
2

6n−1

= lim
n→∞

ln
(
1 + 2

6n−1

)
2

6n−1

= lim
x→0+

ln(1 + x)

x

(L’Hôpital)
= lim

x→0+

1

1 + x
= 1

και
∑∞

n=1
2

6n−1 = ∞, από το οριακό κριτήριο σύγκρισης

∞∑
n=1

ln

(
6n+ 1

6n− 1

)
= ∞ .

Για τη δεύτερη σειρά έχουµε,
∞∑
n=1

1

36n2 − 1
<

∞∑
n=1

1

n2
<∞ .
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΄Αρα, ∫
(0,1]

|f ′(x)| dm(x) = ∞ .

Σηµείωση. Είναι f ′ = g + h, όπου

g(x) =

2x sin
(

1
x2

)
αν x ̸= 0 ,

0 αν x = 0
και h(x) =

− 2
x cos

(
1
x2

)
αν x ̸= 0 ,

0 αν x = 0 .

΄Οµως η g είναι συνεχής στο [0, 1] και εποµένως Lebesgue ολοκληρώσιµη.
Αρκεί λοιπόν να αποδείξει κανείς ότι η h /∈ L1 (0, 1].

Παράδειγµα 3.2.9. ΄Εστω η συνάρτηση f : [0, 1] → R µε

f(x) =

x− 1 αν x ∈ C ,

x+ 1 αν x ∈ [0, 1] \ C ,

όπου C είναι το τριαδικό σύνολο Cantor. ∆είξτε ότι η f είναι ασυνεχής στο C

και συνεχής στο [0, 1] \ C. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα
∫
[0,1] f dm.

Λύση. ΄Εστω x ∈ C. Επειδή το [0, 1] \ C είναι πυκνό στο [0, 1], υπάρχει
ακολουθία (xn) σηµείων του [0, 1] \ C τέτοια ώστε limn→∞ xn = x. Από την
υπόθεση είναι f(xn) = xn + 1, f(x) = x − 1 και εποµένως limn→∞ f(xn) =

x+ 1 ̸= f(x). ΄Αρα, η f δεν είναι συνεχής στο x ∈ C.
΄Εστω τώρα x ∈ [0, 1] \ C και έστω (xn) είναι ακολουθία σηµείων του [0, 1],
µε limn→∞ xn = x. Επειδή το [0, 1] \ C είναι ανοικτό σύνολο, υπάρχει ε > 0

τέτοιο ώστε (x− ε, x+ ε) ⊆ [0, 1] \ C. Κατά συνέπεια, υπάρχει n0 ∈ N∗

τέτοιο ώστε για κάθε n ≥ n0 το xn ∈ (x− ε, x+ ε) ⊆ [0, 1] \ C. Τότε, για
κάθε n ≥ n0 από την υπόθεση είναι f(xn) = xn + 1. Επειδή f(x) = x + 1,
limn→∞ f(xn) = x+ 1 = f(x). ΄Αρα, η f είναι συνεχής στο x ∈ [0, 1] \ C.
Επειδή m(C) = 0, η f είναι συνεχής σχεδόν παντού στο [0, 1]. ΄Αρα, η f είναι
Riemann ολοκληρώσιµη στο [0, 1] και∫

[0,1]
f(x) dm(x) =

∫
[0,1]

(x+ 1) dm(x) =

∫ 1

0
(x+ 1) dx =

3

2
.
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Παράδειγµα 3.2.10. ΄Εστω η συνάρτηση f : [0, 1] → R µε

f(x) =

∞∑
k=1

[kx]

2k
,

όπου [kx] είναι το ακέραιο µέρος του kx. Να αποδειχθεί ότι η f είναι φραγ-

µένη, Riemann ολοκληρώσιµη στο [0, 1] και να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα∫ 1
0 f(x) dx.

Λύση. Για κάθε x ∈ [0, 1] είναι [kx] ≤ k και κατά συνέπεια

f(x) ≤
∞∑
k=1

k

2k
< +∞ .

Αν

fn(x) =

n∑
k=1

[kx]

2k
,

τότε

0 ≤ f(x)− fn(x) =
∞∑

k=n+1

[kx]

2k
≤

∞∑
k=n+1

k

2k
.

Ως γνωστόν η σειρά
∑∞

k=1(k/2
k) συγκλίνει, οπότε limn→∞

∑∞
k=n+1(k/2

k) =

0. Εποµένως limn→∞ fn(x) = f(x) οµοιόµορϕα στο [0, 1]. Επειδή κάθε fn
είναι συνεχής σχεδόν παντού στο [0, 1] (είναι ασυνεχής σε ένα αριθµήσιµο
σύνολο), από το παράδειγµα 2.1.2 και η f ϑα είναι συνεχής σχεδόν παντού.
Αποδείξαµε λοιπόν ότι η f είναι φραγµένη και συνεχής σχεδόν παντού. ΄Αρα,
η f είναι Riemann ολοκληρώσιµη στο [0, 1] και∫ 1

0
f(x) dx =

∫
[0,1]

f dm =
∞∑
k=1

1

2k

∫
[0,1]

[kx] dm(x) .

Επειδή τα διαστήµατα [j/k, (j + 1)/k), j = 0, 1, 2, . . . , (k− 1), είναι ξένα ανά
δύο και

[0, 1) =
k−1∪
j=0

[
j

k
,
j + 1

k

)
,
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έχουµε ∫ 1

0
f(x) dx =

∞∑
k=1

1

2k

k−1∑
j=0

∫
[ jk ,

j+1
k )

[kx] dm(x)

=
∞∑
k=1

1

2k

k−1∑
j=0

j

k

=
∞∑
k=1

1

2k
k − 1

2
=

∞∑
k=1

k − 1

2k+1
.

Για τον υπολογισµό του αθροίσµατος της σειράς παρατηρούµε ότι µε πα-
ϱαγώγιση της γεωµετρικής σειράς

∑∞
k=0 x

k = 1
1−x , |x| < 1, προκύπτει ότι∑∞

k=1 kx
k−1 = 1

(1−x)2
, |x| < 1. ΄Αρα,∫ 1

0
f(x) dx =

∞∑
k=1

k − 1

2k+1
=

1

22

∞∑
k=1

k

2k−1
− 1

2

∞∑
k=1

1

2k
=

1

22
1

(1− 1/2)2
− 1

2
=

1

2
.

3.3 Ασκήσεις

1. Να αποδειχθεί ότι

(a)

∫ 10

0
[x] dx = 45 (b)

∫ 2

0

[
x2
]
dx = 5−

√
3−

√
2

(c)

∫ 2π

0
[sinx] dx = −π ,

όπου [x],
[
x2
]

και [sinx] είναι το ακέραιο µέρος της y = x, της y = x2

και της y = sinx αντίστοιχα.

2. ΄Εστω s =
∑n

i=1 aiχAi
απλή συνάρτηση, όπου a1, . . . , an είναι πραγµα-

τικοί αριθµοί διάϕοροι του µηδενός και {A1, . . . , An} είναι µία διαµέρι-
ση του R µε Ai ∈ M, i = 1, . . . , n. Να αποδειχθεί ότι η s είναι Lebesgue
ολοκληρώσιµη αν και µόνο αν m (Ai) <∞, i = 1, . . . , n.

3. Ποιες από τις παρακάτω συναρτήσεις ανήκουν στον L1 [0,∞);
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(i) f(x) = sinx
x , (0 < x <∞)

(ii) f(x) = 1
1+x2 , (0 ≤ x <∞)

(iii) χ
E

, όπου E =
∪∞

n=1

[
n, n+ 1/n2

]
(iv) Η χαρακτηριστική συνάρτηση των ϱητών αριθµών στο [0,∞)

(v) Η χαρακτηριστική συνάρτηση των άρρητων αριθµών στο [0,∞).

4. ΄Εστω (fn) ακολουθία µη αρνητικών και ολοκληρώσιµων συναρτήσε-
ων στο διάστηµα [0, 1]. Αν

∫ 1
0 fn(x) dx = cn, µε

∑∞
n=1 cn < ∞ και∑∞

n=1

√
cn < ∞, να αποδειχθεί ότι σχεδόν για όλα τα x ∈ [0, 1] είναι

fn(x) ≤
√
cn για µεγάλα n ∈ N∗.

Υπόδειξη.

(i) Αν En =
{
x : fn(x) >

√
cn
}

, να αποδειχθεί ότι
limN→∞m (

∪∞
n=N En) = 0.

(ii) ΄Εστω E =
∩∞

N=1

∪∞
n=N En. Αν x /∈ E, τότε υπάρχει N = N(x) ∈

N∗ τέτοιο ώστε για κάθε n ≥ N είναι fn(x) ≤
√
cn.

5. ΄Εστω (fn) ακολουθία συναρτήσεων στο [0, 1], µε fn(x) = (n+1)xn. Να
αποδειχθεί ότι∫ 1

0

(
lim inf
n→∞

fn(x)
)
dx < lim inf

n→∞

∫ 1

0
fn(x) dx .

6. ΄Εστω η συνάρτηση f είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη και µη αρνητική
στο διάστηµα [0, 1]. Αν∫ 1

0
f(x)n dx =

∫ 1

0
f(x) dx , n = 1, 2, 3, . . . ,

να αποδειχθεί ότι f = χ
E
σ.π. για κάποιο Lebesgue µετρήσιµο σύνολο

E ⊂ [0, 1].
Υπόδειξη. Λήµµα Fatou.

7. Αν p > 0, τότε∫ ∞

0

x

epx (1− e−x)
dx =

∫ ∞

0

∞∑
n=0

xe−px−nx dx =
∞∑
n=0

1

(n+ p)2
.
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8. ΄Εστω

f =
∞∑
n=1

2n
(
x− n+ 2−n

)
χ

[n−2−n, n]
−

∞∑
n=1

2n
(
x− n− 2−n

)
χ

[n, n+2−n]
.

Να αποδειχθεί ότι f ≥ 0 και∫
[0,∞)

f dm = lim
n→∞

∫
[0, n+2−n)

f dm = lim
n→∞

n∑
k=1

2−k = 1 .

9. (Θεώρηµα Μέσης Τιµής) ΄Εστω f ∈ L1 (E) και έστω g : E → R µε-
τρήσιµη συνάρτηση στο E ∈ M, τέτοια ώστε α ≤ g(x) ≤ β σ.π. Να
αποδειχθεί ότι fg ∈ L1 (E) και ότι υπάρχει γ ∈ [α, β] τέτοιο ώστε∫

E
|f |g dm = γ

∫
E
|f | dm .

Μπορούµε να αντικαταστήσουµε την |f | µε την f στην παραπάνω ισότη-
τα ;
Υπόδειξη. ΄Εστω f = g = −χ(−1,0) +χ(0,1), α = −1, β = 1.

10. (Θεώρηµα Μέσης Τιµής) ΄Εστω η συνάρτηση f : [a, b] → R είναι συ-
νεχής και έστω το E ⊆ [a, b], E ∈ M, είναι τέτοιο ώστε m(E) > 0. Να
αποδειχθεί ότι υπάρχει ξ ∈ [a, b] τέτοιο ώστε∫

E
f(x) dm = f(ξ)m(E) .

11. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f ∈ L1 (R) είναι συνεχής στο a ∈ R. Αν
(In) είναι ακολουθία διαστηµάτων τέτοια ώστε a ∈ In και limn→∞m(In) =

0, να αποδειχθεί ότι

lim
n→∞

1

m(In)

∫
In

f(x) dm(x) = f(a) .

12. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστηµα [0, 1], να αποδειχθεί ότι

lim
t→1−

(1− t)

∞∑
k=0

tkf(tk) =

∫ 1

0
f(x) dx .
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13. ΄Εστω η συνάρτηση f : [0, 1] → R, µε

f(x) =

 1
2k

αν 1
k+1 < x ≤ 1

k , k = 1, 2, . . . ,

0 αν x = 0 .

(αʹ) Για κάθε ε > 0 να ϐρεθεί διαµέριση P του διαστήµατος [0, 1], τέτοια
ώστε

U(f, P )− L(f, P ) < ε .

Εποµένως η f είναι Riemann ολοκληρώσιµη στο [0, 1].

(Το U(f, P ) είναι το άνω άθροισµα και το L(f, P ) είναι το κάτω
άθροισµα της f που αντιστοιχεί στη διαµέριση P .)
Παρατήρηση. Το ότι η f είναι Riemann ολοκληρώσιµη στο [0, 1]

προκύπτει και από το γεγονός ότι η f είναι συνεχής σχεδόν παντού
στο [0, 1].

(ϐʹ) Να αποδειχθεί ότι∫ 1

0
f(x) dx =

∞∑
k=1

1

k(k + 1)2k
= 1− ln 2 .

14. Υποθέτουµε ότι η f : [0,∞) → R είναι συνεχής και ότι limx→∞ f(x) =

λ. Τι συµπεραίνετε για το

lim
n→∞

∫ 1

0
f(nx) dx ;

15. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : [0,∞) → R είναι συνεχής και ότι το
limx→∞ f(x) = c υπάρχει. Να αποδειχθεί ότι για κάθε λ > 0, g(x) :=
f(x)e−λx ∈ L1 [0,∞) και ότι

lim
λ→∞

λ

∫ ∞

0
f(x)e−λx dx = f(0) , lim

λ→0+
λ

∫ ∞

0
f(x)e−λx dx = c .

16. ΄Εστω (fn) ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων µε fn ∈ L1 (R). Αν
0 ≤ fn ≤ 1, limn→∞ fn(x) = 1 σ.π. και fn(x) = 1, για κάθε x ∈ R \ E
όπου E ∈ M, να αποδειχθεί ότι

lim
n→∞

∫
R
(1− fn(x)) dm(x) = 0 .
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17. Υποθέτουµε ότι η

g(t) :=

∫
[0,∞)

etxf(x) dm(x)

είναι πεπερασµένη για κάθε t ≥ 0, όπου f είναι µη αρνητική µετρήσιµη
συνάρτηση στο [0,∞). Να αποδειχθεί ότι η g είναι συνεχής για t > 0,
αποδεικνύοντας ότι για κάθε ακολουθία (hn) µε limn→∞ hn = 0 είναι

lim
n→∞

g (t+ hn) = g(t) .

18. ΄Εστω f ∈ L1 (R). Αν

g(x) :=

∫ x+1

x
f(y) dy ,

να αποδειχθεί ότι η g είναι συνεχής στο R και ότι limx→∞ g(x) = 0.

19. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f είναι συνεχής και φραγµένη στο R και ότι
η συνάρτηση g είναι µη αρνητική και ολοκληρώσιµη. Να υπολογιστεί
το

lim
n→∞

∫ ∞

−∞
ng(nx)f(x) dx .

Αιτιολογήστε κάθε ϐήµα για τον υπολογισµό του ορίου.

20. Να αποδειχθεί ότι το όριο

lim
t→∞

t1/2
∫ ∞

0
(1 + u2)−t du

υπάρχει και είναι πεπερασµένο.
Υπόδειξη. Αν t > 1 και x > 0, τότε (1 + x/t)t > 1 + x

21. Αν 0 < a < 1, να αποδειχθεί ότι

lim
n→∞

n

∫ a

0
(1− x)n cosnx dx =

1

2
.

22. ΄Εστω fn(x) =
(
1 + x2

n

)−n
και

gn(x) = fn(x)

(
1 +

x2

n

)−1/2

=

(
1 +

x2

n

)−n−1/2

.
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(αʹ) Να αποδειχθεί ότι

lim
n→∞

∫ ∞

−∞
fn(x) dx = lim

n→∞

∫ ∞

−∞
gn(x) dx =

∫ ∞

−∞
e−x2

dx .

(ϐʹ) Να αποδειχθεί ότι∫ ∞

−∞
fn(x) dx = 2

∫ ∞

0

(
1 +

x2

n

)−n

dx

= 2
√
n

∫ ∞

0
(1 + t2)−n dt = 2

√
n

∫ π/2

0
cos2n−2 θ dθ

και παρόµοια∫ ∞

−∞
gn(x) dx = 2

√
n

∫ π/2

0
cos2n−1 θ dθ .

(γʹ) Χρησιµοποιώντας τις (α΄) και (ϐ΄) να αποδειχθεί ότι∫ ∞

−∞
e−x2

dx =
√
π .

Υπόδειξη. Ως γνωστόν,∫ π/2

0
sink x dx =

∫ π/2

0
cosk x dx

=


1·3·5···(2n−1)
2·4·6···(2n) · π

2 = (2n−1)!!
(2n)!! · π

2 αν k = 2n,
2·4·6···(2n)

1·3·5···(2n+1) =
(2n)!!

(2n+1)!! αν k = 2n+ 1.

23. ΄Εστω η f ∈ L1(R) είναι τέτοια ώστε∫
(−∞, x)

f(x) dm(x) = 0 , για κάθεx ∈ R .

Να αποδειχθεί ότι f(x) = 0 σ.π. στο R.

24. Να αποδειχθεί ότι η

f =
∞∑
n=0

(−1)n

2n
χ[n, n+1)

είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη στο [0,∞) και να υπολογιστεί το ολοκλή-
ϱωµα

∫
[0,∞) f dm.
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25. ΄Εστω η συνάρτηση f : (0, 1) → [0, 1) µε f(x) := d(x,C), όπου

d(x,C) = inf {|x− t| : t ∈ C}

είναι η απόσταση του x από το τριαδικό σύνολο CantorC. Να αποδειχθεί
ότι ∫

(0,1)
f(x) dm(x) =

1

28
.

26. ΄Εστω (En) ↗ αύξουσα αριθµήσιµη οικογένεια µετρήσιµων συνόλων. Αν
f ∈ L1(En) και limn→∞

∫
En

|f | dm <∞, να αποδειχθεί ότι f ∈ L1(E),
όπου E =

∪∞
n=1En και∫

E
f dm = lim

n→∞

∫
En

f dm .

Υπόδειξη. Παράδειγµα 3.2.7.

27. Αν f ∈ L1 (R), να αποδειχθεί ότι

lim
h→∞

∫
[a,b]

|f(x+ h)− f(x)| dm(x) = 0 .

28. ΄Εστω η σειρά
∑∞

n=1 an συγκλίνει απόλυτα και έστω (fn) µία ακολουθία
µετρήσιµων συναρτήσεων, fn ∈ L1(R) µε ∥fn∥1 ≤M <∞. Αν F (x) :=∑∞

n=1 anfn(x), x ∈ [0, 1], τότε F ∈ L1[0, 1].

29. Να αποδειχθεί ότι η
∑∞

n=1

(
x/
(
1 + n2x2

))
συγκλίνει σηµειακά αλλά

όχι οµοιόµορϕα στο R. Αν

f(x) :=
∞∑
n=1

x

1 + n2x2
,

είναι ∫ 1

0
f(x) dx =

∞∑
n=1

∫ 1

0

x

1 + n2x2
dx ;

Αιτιολογήστε την απάντησή σας.



3.3 Ασκήσεις 37

30. ΄Εστω (an) αύξουσα ακολουθία µε limn→∞ an = ∞. Να αποδειχθεί ότι
η σειρά

∞∑
n=1

∣∣ane−xan − an+1e
−xan+1

∣∣
δεν είναι ολοκληρώσιµη στο (0,∞).
Υπόδειξη. Θεώρηµα Beppo Levi.

31. ΄Εστω η ακολουθία συναρτήσεων fn(x) = ae−nax − be−nbx, 0 < a < b.
Να αποδειχθεί ότι

∞∑
n=1

∫
[0,∞)

|fn| dm = ∞ και
∫
[0,∞)

( ∞∑
n=1

fn

)
dm ̸=

∞∑
n=1

∫
[0,∞)

fn dm .

32. Να αποδειχθεί ότι∫ 1

0

lnx

1− x
dx = −π

2

6
και

∫ 1

0

lnx

1 + x
dx = −π

2

12
.

33. (αʹ) Αν k ∈ N∗, να αποδειχθεί ότι∫ π

0

(
t2

2π
− t

)
cos kt dt =

1

k2
.

(ϐʹ) Χρησιµοποιώντας την ταυτότητα

n∑
k=1

cos kt = ℜ

(
n∑

k=1

eikt

)
=

cos [(n+ 1)t/2] · sin(nt/2)
sin(t/2)

, t ̸= 0 ,

να αποδειχθεί ότι

2

n∑
k=1

1

k2
=

∫ π

0
f(t) sin (n+ 1/2) t dt+

π2

3
,

όπου

f(t) =

 t2−2πt
2π sin(t/2) αν 0 < t ≤ π ,

−2 αν t = 0 .

(γʹ) Να αποδειχθεί ότι
∑∞

k=1(1/k
2) = π2/6 .
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34. (αʹ) Να αποδειχθεί ότι

lim
n→∞

∫ π/2

0

(
cotx− x−1

)
sin 2nx dx = 0 .

(ϐʹ) Χρησιµοποιώντας το (α΄) να αποδειχθεί ότι

lim
n→∞

∫ ∞

0

sin 2nx

x
dx =

π

2
.

Να συµπεράνετε ότι ∫ ∞

0

sinx

x
dx =

π

2
.

35. Υπάρχει συνεχής συνάρτηση f : [0, 1] → R, τέτοια ώστε∫ 1

0
xf(x) dx = 1 και

∫ 1

0
xnf(x) dx = 0

για n = 0, 2, 3, 4 . . . ;
Υπόδειξη. Να αποδειχθεί ότι για κάθε n ∈ N είναι

f̂(n) =

∫ 1

0
f(x)e−2πinx dx = −2πni .

36. (αʹ) Αν το σύνολο E ⊂ [0, 2π] είναι µετρήσιµο, να αποδειχθεί ότι

lim
n→∞

∫
E
cosnx dx = lim

n→∞

∫
E
sinnx dx = 0 .

(ϐʹ) ΄Εστω k1 < k2 < · · · < kn < · · · γνήσια αύξουσα ακολουθία φυσι-
κών αριθµών. Θεωρούµε το σύνολο

E = {x ∈ [0, 2π] : η ακολουθία (sin(knx)) συγκλίνει} .

Να αποδειχθεί ότι m(E) = 0.
Υπόδειξη. Επειδή limn→∞

∫
E cos(2knx) dx = 0, όπουE µετρήσιµο

υποσύνολο του [0, 2π], χρησιµοποιώντας την ταυτότητα cos(2knx) =

1− 2 sin2(knx), δείξτε ότι limn→∞ sin(knx) = ± 1√
2

σχεδόν παντού
στο E.



Κεϕάλαιο 4

Λυµένες Ασκήσεις

4.1 Ακαδηµαϊκό έτος 2016–17

ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

1η Σειρά Ασκήσεων στη Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση

1. ΄Εστω (X,M, µ) χώρος µέτρου και έστω {An} ⊂ M. ∆είξτε ότι υπάρχουν
ξένα ανά δύο σύνολα {En} ⊂ M τέτοια ώστε En ⊂ An µε

∪∞
n=1En =∪∞

n=1An. Επίσης δείξτε ότι

µ(An) = µ(En) =
∞∑
n=1

µ(En) ≤
∞∑
n=1

µ(An) .

2. ΄Εστω (X,M, µ) ένας πλήρης χώρος µέτρου.

(αʹ) Αν A ∪N ∈ M, όπου µ(N) = 0, δείξτε ότι το A ∈ M.

(ϐʹ) Αν τα A,B ⊆ X είναι τέτοια ώστε A ∈ M και µ(A△ B) = 0, δείξτε
ότι το B ∈ M και είναι µ(A) = µ(B).

3. ∆είξτε ότι το σύνολο B ⊂ R δεν είναι Lebesgue µετρήσιµο αν και µόνο αν

υπάρχει ε > 0 τέτοιο ώστε για κάθε Lebesgue µετρήσιµο σύνολο A ⊂ B

είναι m∗(B \A) ≥ ε.

39
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4. Υποθέτουµε ότι το σύνολο E ⊆ R είναι τέτοιο ώστε

inf {m(G) : E ⊆ Gκαι το G είναι ανοικτό}

= sup {m(F ) : F ⊆ E και το F είναι κλειστό} . (4.1)

(αʹ) Αν m∗(E) <∞, δείξτε ότι το σύνολο E είναι Lebesgue µετρήσιµο.

(ϐʹ) Αν m∗(E) = ∞, είναι το σύνολο E Lebesgue µετρήσιµο ;

5. ΄Εστω (X,M, µ) χώρος µέτρου. Αν το µετρήσιµο σύνολο E ⊆ X έχει σ-
πεπερασµένο µέτρο, δείξτε ότι το E είναι αριθµήσιµη ένωση ξένων ανά
δύο µετρήσιµων συνόλων που έχουν πεπερασµένο µέτρο. ∆ηλαδή E =∪∞

n=1 Fn, όπου τα Fn είναι ξένα ανά δύο µετρήσιµα σύνολα µε m(Fn) <∞
για κάθε n ∈ N∗.

Λύση. Επειδή το E ∈ M έχει σ-πεπερασµένο µέτρο, υπάρχει ακολουθία
(En) µετρήσιµων συνόλων µε E =

∪∞
n=1En και m(En) < ∞ για κάθε

n ∈ N∗. Ορίζουµε την ακολουθία συνόλων (Fn) ως εξής

F1 = E1, Fn = En \
n−1∪
k=1

Ek , n ≥ 2 .

Τότε τα σύνολα Fn είναι µετρήσιµα και ξένα ανά δύο µε E =
∪∞

n=1En =∪∞
n=1 Fn. Επειδή Fn ⊆ En, είναι m(Fn) ≤ m(En) < ∞ για κάθε n ∈ N∗.

6. ΄Εστω (X,M, µ) χώρος µέτρου µε µ(X) < ∞. Θεωρούµε την οικογένεια
F = {Ei ∈ M : i ∈ I}, όπου τα Ei είναι ξένα ανά δύο µετρήσιµα σύνολα
τέτοια ώστε µ(Ei) > 0 για κάθε i ∈ I. ∆είξτε ότι η οικογένεια F είναι το
πολύ αριθµήσιµη.
Υπόδειξη. Αν Fk =

{
Ei ∈ F : µ(Ei) ≥ 1

k

}
, k ∈ N∗, τότε F =

∪∞
k=1 Fk.

Λύση. Επειδή µ(Ei) > 0 για κάθε i ∈ I, υπάρχει k ∈ N∗ τέτοιο ώστε
µ(Ei) ≥ 1

k . Για κάθε k ∈ N∗ έστω Fk =
{
Ei ∈ F : µ(Ei) ≥ 1

k

}
. Τότε κάθε

Ei ∈ F ανήκει σε κάποια Fk, για κάποια k ∈ N∗ και εποµένως έχουµε

F =

∞∪
k=1

Fk .
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Υποθέτουµε ότι η οικογένεια F είναι υπεραριθµήσιµη. Τότε για κάποιο
k0 ∈ N∗ η Fk0 ϑα είναι υπεραριθµήσιµη και κατά συνέπεια µπορούµε να
επιλέξουµε µια ακολουθία (En) ξένων ανά δύο στοιχείων της Fk0 . Επειδή∪∞

n=1En ∈ M και
∪∞

n=1En ⊆ X, είναι

µ

( ∞∪
n=1

En

)
≤ µ(X) <∞ .

΄Οµως ταEn είναι ξένα ανά δύο µετρήσιµα υποσύνολα της Fk0 και εποµένως

µ

( ∞∪
n=1

En

)
=

∞∑
n=1

µ(En) ≥
∞∑
n=1

1

k0
= ∞ .

Καταλήξαµε σε άτοπο. ΄Αρα η F είναι αριθµήσιµη οικογένεια.

7. (αʹ) ∆είξτε ότι υπάρχει έναGδ-σύνολοG τέτοιο ώστεG ⊃ Q καιm(G) = 0.
Υπόδειξη. Αν Q = {rk : k ∈ N∗} είναι το σύνολο των ϱητών αριθµών,
ϑεωρείστε τα ανοικτά διαστήµατα

Ik,n :=

(
rk −

1

2k+1

1

n
, rk +

1

2k+1

1

n

)
, k, n ∈ N∗

και τα ανοικτά σύνολα On =
∪∞

k=1 Ik,n.

(ϐʹ) ∆είξτε ότι το σύνολο P των άρρητων αριθµών στο R είναι ένα Gδ-
σύνολο.

Λύση.

(αʹ) Αν Q = {rk : k ∈ N∗} είναι το σύνολο των ϱητών αριθµών, ϑεωρούµε
τα ανοικτά διαστήµατα

Ik,n :=

(
rk −

1

2k+1

1

n
, rk +

1

2k+1

1

n

)
, k, n ∈ N∗

και τα ανοικτά σύνολα On =
∪∞

k=1 Ik,n. Τα ανοικτά σύνολα On πε-
ϱιέχουν το σύνολο των ϱητών Q και είναι

m(On) = m

( ∞∪
k=1

Ik,n

)
≤

∞∑
k=1

m(Ik,n) =
1

n

∞∑
k=1

1

2k
=

1

n
.
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΄ΕστωG :=
∩∞

n=1On. Τότε τοG είναι έναGδ-σύνολο το οποίο περιέχει
το Q και επιπλέον

m(G) = m

( ∞∩
n=1

On

)
≤ m(On) =

1

n
, για κάθε n ∈ N∗ .

Εποµένως m(G) = 0.

(ϐʹ) Επειδή τα τα µονοσύνολα είναι κλειστά σύνολα στο R, αν Fn := {rn}
το Q =

∪∞
n=1 Fn είναι ένα Fσ-σύνολο. Αν P είναι το σύνολο των

άρρητων αριθµών στο R, τότε

P = Qc =

( ∞∪
n=1

Fn

)c

=

∞∩
n=1

F c
n .

Επειδή τα F c
n είναι ανοικτά σύνολα στο R, το σύνολο P είναι ένα

Gδ-σύνολο.

8. ΄Εστω fn (n ∈ N∗) και g µετρήσιµες συναρτήσεις στο Lebesgue µετρήσιµο
σύνολο E ⊆ R µε |fn(x)| ≤ g(x) σ.π. για κάθε n. ∆είξτε ότι υπάρχει
Lebesgue µετρήσιµο σύνολο A ⊆ E µε m(A) = 0 και τέτοιο ώστε

|fn(x)|χE\A(x) ≤ g(x)χE\A(x) , για κάθε x ∈ E ,

όπου το A είναι ανεξάρτητο του n.

Λύση. ΄Εστω An = {x ∈ E : |fn(x)| > g(x)}, n ∈ N∗. Από την υπόθεση
είναι m(An) = 0, για κάθε n ∈ N∗. Ορίζουµε το σύνολο A :=

∪∞
n=1An ⊆

E. Επειδή

m(A) = m

( ∞∪
n=1

An

)
≤

∞∑
n=1

m(An) = 0 ,

το A ⊆ E είναι Lebesgue µετρήσιµο σύνολο µε m(A) = 0. ΄Αρα

|fn(x)|χE\A(x) ≤ g(x)χE\A(x) , για κάθε x ∈ E .
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9. ΄Εστω Q το σύνολο των ϱητών αριθµών στο R. ∆είξτε ότι για κάθε x ∈ R το
όριο limt→0χQ+t

(x) δεν υπάρχει και εποµένως

lim
t→0

χQ+t
(x) ̸= χQ(x) .

Λύση. ΄Εστω x0 ∈ R. Ορίζουµε τη συνάρτηση f : R → R µε

f(t) := χQ+t
(x0) , t ∈ R .

Επειδή {0, 1} είναι το πεδίο τιµών της f , αν το όριο limt→0 f(t) υπάρχει
ϑα είναι είτε limt→0 f(t) = 0 ή limt→0 f(t) = 1. Θα δείξουµε ότι το όριο
limt→0 f(t) δεν υπάρχει. Αν (ρn) είναι ακολουθία ϱητών αριθµών και (αn)

είναι ακολουθία άρρητων αριθµών µε limn→∞ ρn = limn→∞ αn = 0, τότε

lim
n→∞

f(ρn) = lim
n→∞

χQ+ρn
(x0) =

1 αν x0 ∈ Q

0 αν x0 ∈ R \Q

και

lim
n→∞

f(αn) = lim
n→∞

χQ+αn
(x0) =

0 αν x0 ∈ Q

1 αν x0 ∈ R \Q .

Εποµένως limn→∞ f(ρn) ̸= limn→∞ f(αn) και άρα από την αρχή µεταϕο-
ϱάς έπεται ότι το όριο limt→0 f(t) = limt→0χQ+t

(x0) δεν υπάρχει.

10. ΄Εστω ο χώρος Lebesgue (R,M,m), έστω B η Borel σ-άλγεβρα και έστω
f : R → R µια Lebesgue µετρήσιµη συνάρτηση. Ορίζουµε τη συνάρτηση
µ : B → [0,∞] µε µ(A) := m(f−1(A)). ∆είξτε ότι το µ είναι ένα σ-
αθροιστικό ϑετικό µέτρο στο µετρήσιµο χώρο (R,B).

Λύση. Επειδή η f είναι Lebesgue µετρήσιµη, για κάθεA ∈ B το f−1(A) ∈
M και εποµένως η συνάρτηση µ είναι καλά ορισµένη.
(i) Είναι µ(∅) = m(f−1(∅)) = m(∅) = 0.

(ii) ΄Εστω (An) ακολουθία ξένων ανά δύο Borel µετρήσιµων συνόλων. Ε-
πειδή για m ̸= n

f−1(Am) ∩ f−1(An) = f−1(Am ∩An) = f−1(∅) = ∅ ,
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τα σύνολα f−1(An) είναι ξένα ανά δύο και Lebesgue µετρήσιµα. Επειδή

f−1

( ∞∪
n=1

An

)
=

∞∪
n=1

f−1(An) ,

έχουµε

µ

( ∞∪
n=1

An

)
= m

(
f−1

( ∞∪
n=1

An

))

= m

( ∞∪
n=1

f−1(An)

)

=

∞∑
n=1

m(f−1(An)) =

∞∑
n=1

µ(An) .

΄Αρα το µ είναι ένα σ-αθροιστικό ϑετικό µέτρο στο µετρήσιµο χώρο (R,B).

11. ΄Εστω ο µετρήσιµος χώρος (R,B), όπου B η Borel σ-άλγεβρα.

(αʹ) Αν το E ⊂ R είναι αριθµήσιµο σύνολο, δείξτε ότι E ∈ B.

(ϐʹ) Αν το E ⊂ R είναι αριθµήσιµο σύνολο, δείξτε ότι κάθε συνάρτηση
f : E → R είναι Borel µετρήσιµη στο E.

Λύση.

(αʹ) ΄Εστω x ∈ R. Επειδη το µονοσύνολο {x} είναι κλειστό σύνολο στο
R, το {x} ∈ B. Αν το E ⊂ R είναι αριθµήσιµο σύνολο, το E είναι
αριθµήσιµη ένωση µονοσυνόλων και εποµένως το E ∈ B.

(ϐʹ) Για να δείξουµε ότι η συνάρτηση f : E → R είναι Borel µετρήσιµη
στο E, αρκεί να δείξουµε ότι

{x ∈ E : f(x) ≤ α} ∈ B , για κάθε α ∈ R .

Επειδή το E είναι αριθµήσιµο σύνολο, το υποσύνολο {x ∈ E : f(x) ≤
α} του E είναι αριθµήσιµο σύνολο. Τότε από το (α΄) έπεται ότι το
σύνολο {x ∈ E : f(x) ≤ α} ∈ B.
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12. ΄Εστω (fn), fn : X → R, αύξουσα ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων στο
Lebesgue µετρήσιµο σύνολο X ⊆ R και έστω limn→∞ fn = f στο X. Αν
λ ∈ R, έστω En = {X : fn > λ}, n ∈ N∗ και έστω E = {X : f > λ}. ∆είξτε
ότι limn→∞En = E και limn→∞m(En) = m(E).

Λύση. Επειδή η (fn) είναι αύξουσα ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων,
(En) είναι αύξουσα ακολουθία Lebesgue µετρήσιµων συνόλων και εποµέ-
νως limn→∞En =

∪∞
n=1En.

Θα δείξουµε ότι limn→∞En = E. Αν x ∈ limn→∞En =
∪∞

n=1En, τότε
x ∈ En για κάποιο n ∈ N∗ και κατά συνέπεια fn(x) > λ. Επειδή fn ↗ f ,
έπεται ότι f(x) > λ, δηλαδή x ∈ E και εποµένως limn→∞En ⊆ E.
Αντίστροϕα, έστω x ∈ E. Τότε f(x) > λ. Επειδή fn ↗ f , υπάρχει
n ∈ N∗ τέτοιο ώστε fn(x) > λ. Τότε x ∈ En ⊆

∪∞
n=1En = limn→∞En και

εποµένως E ⊆ limn→∞En. ΄Αρα limn→∞En = E. Επειδή η (En) είναι
αύξουσα ακολουθία Lebesgue µετρήσιµων συνόλων, από γνωστή ιδιότητα
limn→∞m(En) = m(E).
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4.2 Ακαδηµαϊκό έτος 2015–16

ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

1η Σειρά Ασκήσεων στη Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση

1. ΄Εστω (An) αριθµήσιµη οικογένεια υποσυνόλων του R τέτοια ώστε
∑∞

n=1m
∗(An) <

∞. Αν
E = {x ∈ R : x ∈ An για άπειρα το πλήθος n} ,

δείξτε ότι m∗(E) = 0.

Λύση. Επειδή
∑∞

n=1m
∗(An) < ∞, είναι limn→∞

∑∞
k=nm

∗(Ak) = 0. Το
σύνολο E ⊆

∪∞
k=nAk, για κάθε n ∈ N∗ και εποµένως

0 ≤ m∗(E) ≤ m∗

( ∞∪
k=n

Ak

)
≤

∞∑
k=n

m∗(Ak) −−−→
n→∞

0 .

΄Αρα, m∗(E) = 0.
Σηµείωση. Επειδή E = limAn, από το λήµµα Borel–Cantelli είναι γνωστό
ότι m(E) = 0, όπου m είναι το µέτρο Lebesgue.

2. ∆ώστε ένα παράδειγµα ανοικτού συνόλου U στο R µεm(U) ≤ 1 και τέτοιου
ώστε U ∩ [n, n+ 1] ̸= ∅, για κάθε n ∈ N∗.

Λύση. Το

U :=

∞∪
n=1

(
n, n+

1

2n

)
είναι ένα παράδειγµα τέτοιου συνόλου. Πράγµατι, το U είναι ανοικτό σύ-
νολο µε

m(U) ≤
∞∑
n=1

m

(
n, n+

1

2n

)
=

∞∑
n=1

1

2n
= 1 .

Επίσης, U ∩ [n, n+ 1] ̸= ∅, για κάθε n ∈ N∗.

3. Να ϐρεθεί ακολουθία διαστηµάτων (Jn), Jn ⊂ (0, 1), τέτοια ώστε το σύνολο
U =

∪∞
n=1 Jn να είναι πυκνό στο (0, 1) και το σύνολο K := (0, 1) \ U να
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έχει ϑετικό µέτρο.
Υπόδειξη. ΄Εστω 0 < ε < 1. Αν Q := Q ∩ (0, 1), από τον ορισµό του
εξωτερικού µέτρου Lebesgue υπάρχουν ανοικτά διαστήµατα (In) µε Q ⊆∪∞

n=1 In και
∑∞

n=1m(In) < ε. Θεωρείστε τα διαστήµατα Jn := In ∩ (0, 1).

Λύση. Επειδή το σύνολο Q είναι πυκνό πυκνό στο (0, 1) και

U =
∞∪
n=1

Jn =

( ∞∪
n=1

In

)
∩ (0, 1) ⊇ Q ,

το σύνολο U είναι πυκνό στο (0, 1). Κάθε Jn είναι διάστηµα(ή το κενό
σύνολο), µε U =

∪∞
n=1 Jn ⊂

∪∞
n=1 In και m(U) ≤

∑∞
n=1m(In) < ε.

Εποµένως,

m(K) = m((0, 1) \ U) = m((0, 1))−m(U) = 1−m(U) > 1− ε > 0 .

4. ΄Εστω X ⊆ R Lebesgue µετρήσιµο σύνολο µε X ̸= ∅ και µ(X) > 0.
Αν λ ∈ R, έστω Fn = {X : fn ≥ λ}, n ∈ N∗ και F = {X : f ≥
λ}. Κατασκευάστε αύξουσα ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων fn στο
X, τέτοια ώστε limn→∞ Fn ̸= F και limn→∞m(Fn) < m(F ).

Λύση. Θεωρούµε την ακολουθία fn(x) := λ − 1
n , n ∈ N∗. Η (fn) είναι

αύξουσα ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων στο Lebesgue µετρήσιµο σύ-
νολο X ⊆ R. Είναι Fn = {X : fn ≥ λ} = ∅. Επειδή limn→∞ fn = λ στο
X, το F = {X : f ≥ λ} = X. Εποµένως, limn→∞ Fn = ∅ ̸= X = F και
limn→∞m(Fn) = limn→∞m(∅) = 0 < µ(X) = m(F ).

5. ΄Εστω η συνάρτηση f : X → Y , όπου X,Y Lebesgue µετρήσιµα σύνολα.
Αν C είναι µια σ-άλγεβρα υποσυνόλων του Y , δείξτε ότι η A := {f−1(H) :

H ∈ C} είναι µια σ-άλγεβρα υποσυνόλων του X.

Λύση. Το X = f−1(Y ) ∈ A. Αν E ∈ A, τότε E = f−1(H) για κάποιο
H ∈ C. Επειδή X \ E = f−1(Y ) \ f−1(H) = f−1(Y \H), το X \ E ∈ A.
Τέλος, αν En ∈ A για κάθε n ∈ N∗, τότε En = f−1(Hn) για κάποια
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Hn ∈ C. Επειδή

∞∪
n=1

En =

∞∪
n=1

f−1(Hn) = f−1

( ∞∪
n=1

Hn

)
,

όπου
∪∞

n=1Hn ∈ C, έπεται ότι
∪∞

n=1En ∈ A. ΄Αρα, η A := {f−1(H) : H ∈
C} είναι µια σ-άλγεβρα υποσυνόλων του X.

2η Σειρά Ασκήσεων στη Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση

1. ΄Εστω (Ek)
N
k=1 πεπερασµένη οικογένεια µετρήσιµων υποσυνόλων του [0, 1].

Υποθέτουµε η οικογένεια έχει την ιδιότητα ότι κάθε x ∈ [0, 1] ανήκει σε
τουλάχιστον n από τα Ek, n ≤ N . ∆είξτε ότι m(Ek) ≥ n

N , για κάποια k,
1 ≤ k ≤ N .
Υπόδειξη. Από την υπόθεση είναι

∑N
k=1χEk

(x) ≥ n, για κάθε x ∈ [0, 1].

Λύση. Με την εις άτοπο απαγωγή. Υποθέτουµε ότι m(Ek) <
n
N , για κάθε

k, 1 ≤ k ≤ N . Τότε,

n = n ·m([0, 1]) =

∫
[0,1]

ndm

≤
∫
[0,1]

N∑
k=1

χEk
(x) dm

=
N∑
k=1

∫
[0,1]

χEk
(x) dm

=
N∑
k=1

m(Ek) <
N∑
k=1

n

N
= n . (άτοπο)

΄Αρα m(Ek) ≥ n
N , για κάποια k, 1 ≤ k ≤ N .

2. ∆είξτε ότι ∫ ∞

0
e−[x] dx =

e

e− 1
,

όπου [x] := max{n ∈ Z : n ≤ x} είναι το ακέραιο µέρος του x.
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Υπόδειξη. Αν n ∈ N, τότε
∑∞

n=0χ[n,n+1)(x) = 1, για κάθε x ≥ 0. Εποµέ-
νως, ∫ ∞

0
e−[x] dx =

∫ ∞

0

∞∑
n=0

e−[x]χ[n,n+1)(x) dx .

Λύση. Είναι ∫ ∞

0
e−[x] dx =

∫ ∞

0

∞∑
n=0

e−[x]χ[n,n+1)(x) dx

=
∞∑
n=0

∫ ∞

0
e−[x]χ[n,n+1)(x) dx

=

∞∑
n=0

∫ ∞

0
e−nχ[n,n+1)(x) dx

=

∞∑
n=0

e−n

∫ ∞

0
χ[n,n+1)(x) dx

=
∞∑
n=0

e−n =
1

1− 1/e
=

e

e− 1
.

3. ΄Εστω (fn), fn : X → R, X ∈ M, ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων µε
limn→∞ fn = f σ.π. Αν υπάρχει C τέτοιο ώστε∫

X
|fn| dm < C , για κάθε n ∈ N∗ ,

δείξτε ότι

lim
n→∞

∫
X
(|fn − f |+ |f | − |fn|) dm = 0 .

Λύση. Από το λήµµα Fatou∫
X
|f | dm =

∫
X
lim |fn| dm ≤ lim

n→∞

∫
X
|fn| dm ≤ C

και εποµένως η f είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη στο X. Αν

gn := |fn − f |+ |f | − |fn| ,
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τότε η (gn) είναι ακολουθία µη αρνητικών µετρήσιµων συναρτήσεων µε
limn→∞ gn = 0 σ.π. και

gn ≤ |fn|+ |f |+ |f | − |fn| = 2|f | .

Εποµένως, από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue

lim
n→∞

∫
X
(|fn − f |+ |f | − |fn|) dm = lim

n→∞

∫
X
gn dm = 0 .

4. ΄Εστω (fn) ακολουθία συναρτήσεων στο [0,∞) µε

fn(x) =

n αν 0 < x < 1
n

0 αν 1
n ≤ x <∞ .

∆είξτε ότι ∫
[0,∞)

lim
n→∞

fn dm < lim
n→∞

∫
[0,∞)

fn dm .

Γιατί δεν εϕαρµόζεται το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgu-
e;

Λύση. Επειδή

f(x) = lim
n→∞

fn(x) =

∞ αν x = 0

0 αν x > 0 ,

είναι limn→∞ fn = 0 σ.π. κατά σηµείο στο [0,∞). Εποµένως f = 0 σ.π.
και κατά συνέπεια ∫

[0,∞)
f dm =

∫
[0,∞)

0 dm = 0 .

Επειδή
∫
[0,∞) fn dm = 1 για κάθε n ∈ N∗, είναι∫

[0,∞)
lim
n→∞

fn dm = 0 < 1 = lim
n→∞

∫
[0,∞)

fn dm .

Το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue δεν εϕαρµόζεται ε-
πειδή προϕανώς δεν υπάρχει συνάρτηση g ∈ L1([0,∞)) τέτοια ώστε |fn(x)| ≤
g(x) σχεδόν παντού στο [0,∞).
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5. Αν f ∈ L1(R), υπολογίστε το όριο

lim
n→∞

∫
R
f(x) cosn(πx) dm(x) .

Λύση. Επειδή | cos(πx)| < 1 για κάθε x ∈ R\Z, είναι limn→∞ cosn(πx) =

0 σ.π. στο R(για κάθε x ∈ R \ Z). ΄Εστω fn(x) = f(x) cosn(πx). Ε-
πειδή |fn(x)| ≤ f(x) και η |f | ∈ L1(R) από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης
σύγκλισης του Lebesgue έχουµε

lim
n→∞

∫
R
f(x) cosn(πx) dm(x) = lim

n→∞

∫
R
fn(x) dm(x) =

∫
R

lim
n→∞

fn(x) dm(x) = 0 .

6. ΄Εστω η συνάρτηση fE(x) := m(E ∩ (−x, x)), x ≥ 0, όπου E ⊆ R Le-
besgue µετρήσιµο σύνολο. ∆είξτε ότι η συνάρτηση fE είναι οµοιόµορϕα
συνεχής και απεικονίζει το [0,∞) επί του [0,m(E)]. Επιπλέον, δείξτε ότι
limx→∞ fE(x) = m(E). Για την απόδειξη χρησιµοποιείστε το γεγονός ότι

fE(x) = m(E ∩ (−x, x)) =
∫
R
χE∩(−x,x) dm =

∫
R
χ

E
·χ(−x,x) dm .

΄Εστω x, y ≥ 0. Αν y ≥ x, δείξτε ότι

|fE(x)− fE(y)| ≤ 2(y − x) = 2|x− y| .

Λύση. ΄Εστω x, y ≥ 0. Αν y ≥ x, τότε

|fE(x)− fE(y)| =
∣∣∣∣∫

R
χ

E
·χ(−x,x)) dm−

∫
R
χ

E
·χ(−y,y)

∣∣∣∣
≤
∫
R
χ

E

∣∣∣χ(−x,x) −χ(−y,y)

∣∣∣ dm
=

∫
R
χ

E

[
χ(−y,−x) +χ(x,y))

]
dm

(χ(−y,y) −χ(−x,x) = χ(−y,y)\(−x,x) = χ(−y,−x)∪(x,y))

= m(E ∩ (−y,−x)) +m(E ∩ (x, y))

≤ 2(y − x) = 2|x− y| .
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Εποµένως η συνάρτηση fE είναι οµοιόµορϕα συνεχής. Επειδή fE(0) = 0,
το ϑεώρηµα ενδιάµεσης τιµής συνεπάγεται ότι η fE απεικονίζει το [0,∞)

επί του [0,m(E)].

Αν n ∈ N∗, ϑεωρούµε την αύξουσα ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων

fE(n) := χE∩(−n,n) = χ
E
·χ(−n,n) .

Από το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης έχουµε

lim
n→∞

fE(n) = lim
x→∞

∫
R
χE∩(−n,n) dm =

∫
R

lim
n→∞

χE∩(−n,n) dm

=

∫
R
χ

E
dm = m(E)

και άρα limx→∞ fE(x) = m(E).

7. ΄Εστω f ∈ L1(X), f(x) ̸= 0 για κάθε x ∈ X, όπου X ⊆ R Lebesgue
µετρήσιµο σύνολο. ∆είξτε ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει Lebesgue µετρήσιµο
σύνολο E ⊂ X µε m(E) <∞ και∫

X
|f | dm ≤

∫
E
|f | dm+ ε .

Υπόδειξη. Αν A = {x ∈ X : |f(x)| > 0} και An = {x ∈ X : |f(x)| > 1
n},

για κάθε n ∈ N∗, τότε

m(X \A) = m({x ∈ X : |f(x)| = ∞} = 0 και |f | ·χ
An

↗ |f | ·χ
A
.

Λύση.
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4.3 Ακαδηµαϊκό έτος 2014–15

ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

1η Σειρά Ασκήσεων στη Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση

1. ΄Εστω (X,M, µ) χώρος µέτρου. Αν το µετρήσιµο σύνολο E ⊆ X έχει σ-
πεπερασµένο µέτρο, δείξτε ότι το E είναι αριθµήσιµη ένωση ξένων ανά
δύο µετρήσιµων συνόλων που έχουν πεπερασµένο µέτρο. ∆ηλαδή E =∪∞

n=1 Fn, όπου τα Fn είναι ξένα ανά δύο µετρήσιµα σύνολα µε m(Fn) <∞
για κάθε n ∈ N∗.

Λύση. Επειδή το E ∈ M έχει σ-πεπερασµένο µέτρο, υπάρχει ακολουθία
(En) µετρήσιµων συνόλων µε E =

∪∞
n=1En και m(En) < ∞ για κάθε

n ∈ N∗. Ορίζουµε την ακολουθία συνόλων (Fn) ως εξής

F1 = E1, Fn = En \
n−1∪
k=1

Ek , n ≥ 2 .

Τότε τα σύνολα Fn είναι µετρήσιµα και ξένα ανά δύο µε E =
∪∞

n=1En =∪∞
n=1 Fn. Επειδή Fn ⊆ En, είναι m(Fn) ≤ m(En) < ∞ για κάθε n ∈ N∗.

2. ΄Εστω (X,M, µ) χώρος µέτρου µε µ(X) < ∞. Θεωρούµε την οικογένεια
F = {Ei ∈ M : i ∈ I}, όπου τα Ei είναι ξένα ανά δύο µετρήσιµα σύνολα
τέτοια ώστε µ(Ei) > 0 για κάθε i ∈ I. ∆είξτε ότι η οικογένεια F είναι το
πολύ αριθµήσιµη.
Υπόδειξη. Αν Fk =

{
Ei ∈ F : µ(Ei) ≥ 1

k

}
, k ∈ N∗, τότε F =

∪∞
k=1 Fk.

Λύση. Επειδή µ(Ei) > 0 για κάθε i ∈ I, υπάρχει k ∈ N∗ τέτοιο ώστε
µ(Ei) ≥ 1

k . Για κάθε k ∈ N∗ έστω Fk =
{
Ei ∈ F : µ(Ei) ≥ 1

k

}
. Τότε κάθε

Ei ∈ F ανήκει σε κάποια Fk, για κάποια k ∈ N∗ και εποµένως έχουµε

F =

∞∪
k=1

Fk .
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Υποθέτουµε ότι η οικογένεια F είναι υπεραριθµήσιµη. Τότε για κάποιο
k0 ∈ N∗ η Fk0 ϑα είναι υπεραριθµήσιµη και κατά συνέπεια µπορούµε να
επιλέξουµε µια ακολουθία (En) ξένων ανά δύο στοιχείων της Fk0 . Επειδή∪∞

n=1En ∈ M και
∪∞

n=1En ⊆ X, είναι

µ

( ∞∪
n=1

En

)
≤ µ(X) <∞ .

΄Οµως ταEn είναι ξένα ανά δύο µετρήσιµα υποσύνολα της Fk0 και εποµένως

µ

( ∞∪
n=1

En

)
=

∞∑
n=1

µ(En) ≥
∞∑
n=1

1

k0
= ∞ .

Καταλήξαµε σε άτοπο. ΄Αρα η F είναι αριθµήσιµη οικογένεια.

3. (αʹ) ∆είξτε ότι υπάρχει έναGδ-σύνολοG τέτοιο ώστεG ⊃ Q καιm(G) = 0.
Υπόδειξη. Αν Q = {rk : k ∈ N∗} είναι το σύνολο των ϱητών αριθµών,
ϑεωρείστε τα ανοικτά διαστήµατα

Ik,n :=

(
rk −

1

2k+1

1

n
, rk +

1

2k+1

1

n

)
, k, n ∈ N∗

και τα ανοικτά σύνολα On =
∪∞

k=1 Ik,n.

(ϐʹ) ∆είξτε ότι το σύνολο P των άρρητων αριθµών στο R είναι ένα Gδ-
σύνολο.

Λύση.

(αʹ) Αν Q = {rk : k ∈ N∗} είναι το σύνολο των ϱητών αριθµών, ϑεωρούµε
τα ανοικτά διαστήµατα

Ik,n :=

(
rk −

1

2k+1

1

n
, rk +

1

2k+1

1

n

)
, k, n ∈ N∗

και τα ανοικτά σύνολα On =
∪∞

k=1 Ik,n. Τα ανοικτά σύνολα On πε-
ϱιέχουν το σύνολο των ϱητών Q και είναι

m(On) = m

( ∞∪
k=1

Ik,n

)
≤

∞∑
k=1

m(Ik,n) =
1

n

∞∑
k=1

1

2k
=

1

n
.
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΄ΕστωG :=
∩∞

n=1On. Τότε τοG είναι έναGδ-σύνολο το οποίο περιέχει
το Q και επιπλέον

m(G) = m

( ∞∩
n=1

On

)
≤ m(On) =

1

n
, για κάθε n ∈ N∗ .

Εποµένως m(G) = 0.

(ϐʹ) Επειδή τα τα µονοσύνολα είναι κλειστά σύνολα στο R, αν Fn := {rn}
το Q =

∪∞
n=1 Fn είναι ένα Fσ-σύνολο. Αν P είναι το σύνολο των

άρρητων αριθµών στο R, τότε

P = Qc =

( ∞∪
n=1

Fn

)c

=
∞∩
n=1

F c
n .

Επειδή τα F c
n είναι ανοικτά σύνολα στο R, το σύνολο P είναι ένα

Gδ-σύνολο.

4. ΄Εστω fn (n ∈ N∗) και g µετρήσιµες συναρτήσεις στο Lebesgue µετρήσιµο
σύνολο E ⊆ R µε |fn(x)| ≤ g(x) σ.π. για κάθε n. ∆είξτε ότι υπάρχει
Lebesgue µετρήσιµο σύνολο A ⊆ E µε m(A) = 0 και τέτοιο ώστε

|fn(x)|χE\A(x) ≤ g(x)χE\A(x) , για κάθε x ∈ E (το A είναι ανεξάρτητο του n) .

Λύση. ΄Εστω An = {x ∈ E : |fn(x)| > g(x)}, n ∈ N∗. Από την υπόθεση
είναι m(An) = 0, για κάθε n ∈ N∗. Ορίζουµε το σύνολο A :=

∪∞
n=1An ⊆

E. Επειδή

m(A) = m

( ∞∪
n=1

An

)
≤

∞∑
n=1

m(An) = 0 ,

το A ⊆ E είναι Lebesgue µετρήσιµο σύνολο µε m(A) = 0. ΄Αρα

|fn(x)|χE\A(x) ≤ g(x)χE\A(x) , για κάθε x ∈ E .
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5. ΄Εστω Q το σύνολο των ϱητών αριθµών στο R. ∆είξτε ότι για κάθε x ∈ R το
όριο limt→0χQ+t

(x) δεν υπάρχει και εποµένως

lim
t→0

χQ+t
(x) ̸= χQ(x) .

Λύση. ΄Εστω x0 ∈ R. Ορίζουµε τη συνάρτηση f : R → R µε

f(t) := χQ+t
(x0) , t ∈ R .

Επειδή {0, 1} είναι το πεδίο τιµών της f , αν το όριο limt→0 f(t) υπάρχει
ϑα είναι είτε limt→0 f(t) = 0 ή limt→0 f(t) = 1. Θα δείξουµε ότι το όριο
limt→0 f(t) δεν υπάρχει. Αν (ρn) είναι ακολουθία ϱητών αριθµών και (αn)

είναι ακολουθία άρρητων αριθµών µε limn→∞ ρn = limn→∞ αn = 0, τότε

lim
n→∞

f(ρn) = lim
n→∞

χQ+ρn
(x0) =

1 αν x0 ∈ Q

0 αν x0 ∈ R \Q

και

lim
n→∞

f(αn) = lim
n→∞

χQ+αn
(x0) =

0 αν x0 ∈ Q

1 αν x0 ∈ R \Q .

Εποµένως limn→∞ f(ρn) ̸= limn→∞ f(αn) και άρα από την αρχή µεταϕο-
ϱάς έπεται ότι το όριο limt→0 f(t) = limt→0χQ+t

(x0) δεν υπάρχει.

6. ΄Εστω ο χώρος Lebesgue (R,M,m), έστω B η Borel σ-άλγεβρα και έστω
f : R → R µια Lebesgue µετρήσιµη συνάρτηση. Ορίζουµε τη συνάρτηση
µ : B → [0,∞] µε µ(A) := m(f−1(A)). ∆είξτε ότι το µ είναι ένα σ-
αθροιστικό ϑετικό µέτρο στο µετρήσιµο χώρο (R,B).

Λύση. Επειδή η f είναι Lebesgue µετρήσιµη, για κάθεA ∈ B το f−1(A) ∈
M και εποµένως η συνάρτηση µ είναι καλά ορισµένη.
(i) Είναι µ(∅) = m(f−1(∅)) = m(∅) = 0.

(ii) ΄Εστω (An) ακολουθία ξένων ανά δύο Borel µετρήσιµων συνόλων. Ε-
πειδή για m ̸= n

f−1(Am) ∩ f−1(An) = f−1(Am ∩An) = f−1(∅) = ∅ ,
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τα σύνολα f−1(An) είναι ξένα ανά δύο και Lebesgue µετρήσιµα. Επειδή

f−1

( ∞∪
n=1

An

)
=

∞∪
n=1

f−1(An) ,

έχουµε

µ

( ∞∪
n=1

An

)
= m

(
f−1

( ∞∪
n=1

An

))

= m

( ∞∪
n=1

f−1(An)

)
=

∞∑
n=1

m(f−1(An)) =

∞∑
n=1

µ(An) .

΄Αρα το µ είναι ένα σ-αθροιστικό ϑετικό µέτρο στο µετρήσιµο χώρο (R,B).

7. ΄Εστω ο µετρήσιµος χώρος (R,B), όπου B η Borel σ-άλγεβρα.

(αʹ) Αν το E ⊂ R είναι αριθµήσιµο σύνολο, δείξτε ότι E ∈ B.

(ϐʹ) Αν το E ⊂ R είναι αριθµήσιµο σύνολο, δείξτε ότι κάθε συνάρτηση
f : E → R είναι Borel µετρήσιµη στο E.

Λύση.

(αʹ) ΄Εστω x ∈ R. Επειδη το µονοσύνολο {x} είναι κλειστό σύνολο στο
R, το {x} ∈ B. Αν το E ⊂ R είναι αριθµήσιµο σύνολο, το E είναι
αριθµήσιµη ένωση µονοσυνόλων και εποµένως το E ∈ B.

(ϐʹ) Για να δείξουµε ότι η συνάρτηση f : E → R είναι Borel µετρήσιµη
στο E, αρκεί να δείξουµε ότι

{x ∈ E : f(x) ≤ α} ∈ B , για κάθε α ∈ R .

Επειδή το E είναι αριθµήσιµο σύνολο, το υποσύνολο {x ∈ E : f(x) ≤
α} του E είναι αριθµήσιµο σύνολο. Τότε από το (α΄) έπεται ότι το
σύνολο {x ∈ E : f(x) ≤ α} ∈ B.
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8. ΄Εστω (fn), fn : X → R, αύξουσα ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων στο
Lebesgue µετρήσιµο σύνολο X ⊆ R και έστω limn→∞ fn = f στο X. Αν
λ ∈ R, έστω En = {X : fn > λ}, n ∈ N∗ και έστω E = {X : f > λ}. ∆είξτε
ότι limn→∞En = E και limn→∞m(En) = m(E).

Λύση. Επειδή η (fn) είναι αύξουσα ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων,
(En) είναι αύξουσα ακολουθία Lebesgue µετρήσιµων συνόλων και εποµέ-
νως limn→∞En =

∪∞
n=1En.

Θα δείξουµε ότι limn→∞En = E. Αν x ∈ limn→∞En =
∪∞

n=1En, τότε
x ∈ En για κάποιο n ∈ N∗ και κατά συνέπεια fn(x) > λ. Επειδή fn ↗ f ,
έπεται ότι f(x) > λ, δηλαδή x ∈ E και εποµένως limn→∞En ⊆ E.
Αντίστροϕα, έστω x ∈ E. Τότε f(x) > λ. Επειδή fn ↗ f , υπάρχει
n ∈ N∗ τέτοιο ώστε fn(x) > λ. Τότε x ∈ En ⊆

∪∞
n=1En = limn→∞En και

εποµένως E ⊆ limn→∞En. ΄Αρα limn→∞En = E. Επειδή η (En) είναι
αύξουσα ακολουθία Lebesgue µετρήσιµων συνόλων, από γνωστή ιδιότητα
limn→∞m(En) = m(E).

2η Σειρά Ασκήσεων στη Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση

1. ΄Εστω f : E ⊆ R → R, E ∈ M, Lebesgue ολοκληρώσιµη συνάρτηση. Τότε
ως γνωστόν ισχύει η εξής πρόταση(απόλυτη συνέχεια του ολοκληρώµατος):
για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε µετρήσιµο σύνολο
A ⊆ E µε m(A) < δ είναι ∫

A
|f | dm < ε .

Αν An := {x ∈ E : |f(x)| ≥ n}, n ∈ N∗, χρησιµοποιώντας αυτή την πρό-
ταση δείξτε ότι

lim
n→∞

n ·m(An) = 0 .

Σηµείωση. Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του
Lebesgue, µια διαϕορετική απόδειξη του παραπάνω αποτελέσµατος δίνεται
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στη ῾῾2η Σειρά Ασκήσεων στη Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση᾿᾿, ακαδ. έτος
2010-11, άσκηση 3.(α΄).

Λύση. Επειδή

n ·m(An) ≤
∫
An

|f | dm ≤
∫
E
|f | dm =M <∞ , (ανισότητα Chebyshev)

έχουµε m(An) ≤ M/n και εποµένως limn→∞m(An) = 0. Τότε από την
απόλυτη συνέχεια του ολοκληρώµατος έπεται ότι

lim
n→∞

∫
An

|f | dm = 0 . (γιατί ;)

΄Οµως

0 ≤ n ·m(An) ≤
∫
An

|f | dm

και άρα limn→∞ n ·m(An) = 0.

2. ΄Εστω E ⊆ R Lebesgue µετρήσιµο σύνολο. ∆είξτε ότι υπάρχει συνάρτηση
f ∈ L1(E) τέτοια ώστε f(x) > 0 για κάθε x ∈ E.

Σηµείωση. Το µετρήσιµο σύνολο E ⊆ R έχει σ-πεπερασµένο µέτρο. Επο-
µένως το E είναι αριθµήσιµη ένωση ξένων ανά δύο µετρήσιµων συνόλων
που έχουν πεπερασµένο µέτρο. ∆ηλαδή E =

∪∞
n=1En, όπου τα En είναι

ξένα ανά δύο µετρήσιµα σύνολα µε m(En) <∞ για κάθε n ∈ N∗.

Λύση. (i) ΄Εστω m(E) = 0. Τότε η συνάρτηση f(x) = 1, για κάθε x ∈ E,
είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη µε

∫
E f dm = 0.

(ii) ΄Εστω m(E) > 0 και έστω

cn =

 rn

m(En)
αν m(En) > 0

1 αν m(En) = 0 ,

όπου 0 < r < 1. Θεωρούµε τη συνάρτηση

f :=
∞∑
n=1

cnχEn
.
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Επειδή E =
∪∞

n=1En, όπου τα En είναι ξένα ανά δύο µετρήσιµα σύνολα
µε m(En) < ∞ για κάθε n ∈ N∗, η f είναι καλά ορισµένη στο E. Επίσης
η f είναι µετρήσιµη µε f(x) > 0 για κάθε x ∈ E. Είναι∫

E
f dm =

∫
E

∞∑
n=1

cnχEn
dm

=
∞∑
n=1

cn

∫
E
χ

En
dm

=

∞∑
n=1

cnm(En)

≤
∞∑
n=1

rn =
r

1− r
<∞ .

΄Αρα, f ∈ L1(E)

3. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : R → R είναι από δεξιά παραγωγίσιµη στο
R. ΄Εστω a ∈ R.

(αʹ) ∆είξτε ότι υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε η fχ[a, a+δ] ∈ L1(R).

(ϐʹ) Αν n ∈ N∗, δείξτε ότι

lim
n→∞

n

∫
[a, a+ 1

n ]
f(x) dm(x) = f(a) .

Λύση.

(αʹ) Επειδή η f είναι από δεξιά παραγωγίσιµη στο a, η δεξιά παράγωγος
της f στο a ορίζεται ως εξής

f ′+(a) = lim
x→a+

f(x)− f(a)

x− a
.

΄Εστω ε > 0. Τότε υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε

για κάθε x ∈ [a, a+ δ] , |f(x)−f(a)−f ′+(a)(x−a)| < ε(x−a) (∗)
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και εποµένως

για κάθε x ∈ [a, a+ δ] , |f(x)| ≤ |f(a)|+ (x− a)(|f ′+(a)|+ ε)

≤ |f(a)|+ δ(|f ′+(a)|+ ε) .

Κατά συνέπεια∫
[a,a+δ]

|f(x)| dm(x) ≤
(
|f(a)|+ δ(|f ′+(a)|+ ε)

)
δ < +∞

και άρα η fχ[a, a+δ] ∈ L1(R).

(ϐʹ) Υπάρχει n0 ∈ N∗ τέτοιο ώστε για κάθε n ≥ n0 είναι 1
n < δ. Τότε για

n ≥ n0 από την (∗) έχουµε

για κάθε x ∈
[
a, a+

1

n

]
, |f(x)− f(a)| < 1

n
(|f ′+(a)|+ ε)

και εποµένως∣∣∣∣∣n
∫
[a, a+ 1

n ]
f(x) dm(x)− f(a)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣n
∫
[a, a+ 1

n ]
(f(x)− f(a)) dm(x)

∣∣∣∣∣
≤ n

∫
[a, a+ 1

n ]
|f(x)− f(a)| dm(x)

≤ 1

n
(|f ′+(a)|+ ε) ,

για κάθε n ≥ n0. ΄Αρα

lim
n→∞

n

∫
[a, a+ 1

n ]
f(x) dm(x) = f(a) .

4. ΄Εστω fn : [0, 1] → R µε fn := 2nχ
[0, 2−n]

, για κάθε n ∈ N∗. Να υπο-
λογιστεί το limn→∞ fn καθώς επίσης και το limn→

∫
[0,1] fn dm. Γιατί δεν

εϕαρµόζεται το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue;

Λύση. Είναι

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

2nχ
[0, 2−n]

(x) = 0 , για κάθε x ̸= 0
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και εποµένως limn→∞ fn = 0 σ.π. στο [0, 1]. Επίσης έχουµε∫
[0,1]

fn dm =

∫
[0,1]

2nχ
[0, 2−n]

dm =

∫
[0, 2−n]

2n dm = 1 , για κάθε n ∈ N∗

και άρα

lim
n→∞

∫
[0,1]

fn dm = 1 ̸= 0 =

∫
[0,1]

lim
n→∞

fn dm .

Το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue δεν εϕαρµόζεται ε-
πειδή δεν υπάρχει συνάρτηση g ∈ L1([0, 1]) τέτοια ώστε |fn(x)| ≤ g(x)

σχεδόν παντού στο [0, 1].

5. ΄Εστω fn, f , n ∈ N∗, ϑετικές µετρήσιµες συναρτήσεις στο X ∈ M. Υποθέ-
τουµε ότι limn→∞ fn = f κατά σηµείο στο X και ότι υπάρχει c > 0 τέτοιο
ώστε limn→∞

∫
X fn dm = c. ∆είξτε ότι∫

X
f dm ∈ [0, c] .

Ισχύει
∫
X f dm = c;

Λύση. Επειδή η f είναι ϑετική µετρήσιµη συνάρτηση στο X, είναι∫
X
f dm ≥ 0 .

΄Οµως από το λήµµα Fatou έχουµε∫
X
f dm =

∫
X

lim
n→∞

fn dm ≤ lim

∫
X
fn dm = c

και εποµένως ∫
X
f dm ∈ [0, c] .

Γενικά δεν είναι
∫
X f dm = c, δηλαδή γενικά δεν ισχύει η ισότητα στο

λήµµα Fatou. ΄Εστω για παράδειγµα η ακολουθία

fn := 2nχ
[0, 2−n]

+ 1 στο X = (0, 1] .



4.3 Ακαδηµαϊκό έτος 2014–15 63

Είναι limn→∞ fn = 1 στο (0, 1] και limn→∞
∫
(0,1] fn dm = 2, δηλαδή c = 2.

Εποµένως f = 1 στο (0, 1] και∫
(0,1]

1 dm = 1 < 2 .

6. ΄ΕστωX ⊂ R Lebesgue µετρήσιµο σύνολο µεm(X) <∞ και έστω f : X →
R µετρήσιµη συνάρτηση τέτοια ώστε f(x) > 0 για κάθε x ∈ X. Υποθέτουµε
ότι (En) είναι ακολουθία µετρήσιµων υποσυνόλων του X τέτοια ώστε

lim
n→∞

∫
En

f dm = 0 .

(αʹ) Αν

Ap :=

{
x ∈ X : f(x) >

1

p

}
, p ∈ N∗ ,

δείξτε ότι

lim
p→∞

∫
X
χX\Ap

dm = 0 .

(ϐʹ) ∆είξτε ότι limn→∞m(En) = 0.
Υπόδειξη. Είναι En = (En ∩Ap) ∪ (En \Ap).

(γʹ) Η (ϐ΄) γενικά δεν ισχύει αν m(X) = ∞. Αν X = [0,∞), ϑεωρείστε τη
συνάρτηση

f =
∞∑
n=1

1

n
χ

En
, όπου En = [n− 1, n) .

Λύση.

(αʹ) Επειδή η f είναι µετρήσιµη, η (Ap) είναι µια αύξουσα ακολουθία
µετρήσιµων υποσυνόλων του X µε

lim
p→∞

Ap =

∞∪
p=1

Ap = {x ∈ X : f(x) > 0} = X .
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Εποµένως η
(
χX\Ap

)
είναι µια φθίνουσα ακολουθία µετρήσιµων συ-

ναρτήσεων µε limp→∞χX\Ap
= χ∅ = 0. Επειδή

∣∣∣χX\Ap

∣∣∣ ≤ 1, για
κάθε p ∈ N∗ και m(X) <∞, από το ϑεώρηµα φραγµένης σύγκλισης

lim
p→∞

∫
X
χX\Ap

dm =

∫
X

lim
p→∞

χX\Ap
dm = 0 .

Σηµείωση. Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε και το ϑεώρηµα µονό-
τονης σύγκλισης για φθίνουσα ακολουθία µη αρνητικών µετρήσιµων
συναρτήσεων.

(ϐʹ) ΄Εστω ε > 0. Από το (α΄) υπάρχει P ∈ N∗ τέτοιο ώστε

για κάθε p ≥ P ⇒
∫
X
χX\Ap

dm <
ϵ

2
.

Επειδή limn→∞
∫
En
f dm = 0, υπάρχει N ∈ N∗ τέτοιο ώστε

για κάθε n ≥ N ⇒
∫
En

f dm <
ϵ

2P
.

Για κάθε n ≥ N έχουµε

m(En) = m ((En ∩AP ) ∪ (En \AP ))

= m(En ∩AP ) +m(En \AP )

≤
∫
En∩AP

dm+

∫
En\AP

dm

≤
∫
En∩AP

Pf dm+

∫
X\AP

dm (Pf > 1 στο AP )

≤ P

∫
En

f dm+

∫
X
χX\AP

dm

< P
ϵ

2P
+
ϵ

2
= ϵ

και άρα limn→∞m(En) = 0.

(γʹ) Είναι m([0,∞)) = ∞, f > 0 στο [0,∞) και∫
En

f dm =

∫
[n−1, n)

1

n
dm =

1

n
−−−→
n→∞

0 .

΄Οµως limn→∞m(En) = limn→∞ 1 = 1 ̸= 0.
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7. ΄Εστω a, an ∈ R, n ∈ N∗. ∆ώστε ένα παράδειγµα συναρτήσεων fn, f : R →
R µε fn, f ∈ L1(R), για κάθε n ∈ N∗, έτσι ώστε

• fn −→ f κατά σηµείο καθώς το n→ ∞,

•
∫
R fn dm = an , για κάθε n ∈ N∗,

•
∫
R f dm = a.

Υπόδειξη. Θεωρείστε την ακολουθία συναρτήσεων (fn) µε

fn = 3a

n∑
k=1

(−1)k+1

2k
χ[k,k+1) +

(
an − 3a

n∑
k=1

(−1)k+1

2k

)
χ[n,n+1)

Λύση. Ως γνωστόν η γεωµετρική σειρά

∞∑
k=1

(−1)k+1

2k
=

1

3
.

Αν

f = 3a

∞∑
k=1

(−1)k+1

2k
χ[k,k+1) ,

παρατηρούµε ότι fn, f ∈ L1(R), για κάθε n ∈ N∗. Επίσης έχουµε

• fn −→ f κατά σηµείο καθώς το n→ ∞,

•
∫
R fn dm = an , για κάθε n ∈ N∗,

•
∫
R f dm = a.

8. ΄Εστω η συνάρτηση f : R → R µε

f(x) =

 1√
x

αν x ∈ (0, 1)

0 αν x ∈ R \ (0, 1) .
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΄Εστω Q = {rn : n ∈ N∗} το σύνολο των ϱητών αριθµών. Ορίζουµε την
ακολουθία συναρτήσεων (gn) στο R µε

gn(x) := f(x− rn) , x ∈ R

και τη συνάρτηση g στο R µε

g(x) :=
∞∑
n=1

2−ngn(x) , x ∈ R .

(αʹ) ∆είξτε ότι η f είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη στο R και υπολογίστε το
ολοκλήρωµα

∫
R f dm.

(ϐʹ) ∆είξτε ότι η g είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη στο R και υπολογίστε το
ολοκλήρωµα

∫
R g dm.

Λύση.

(αʹ) Επειδή η συνάρτηση f είναι µη αρνητική και µετρήσιµη, το ολοκλή-
ϱωµα Lebesgue

∫
R f dm ισούται µε το γενικευµένο ολκλήρωµα

∫ ∞

−∞
f(x) dx =

∫ 1

0

1√
x
dx = lim

ϵ→0+

∫ 1

ϵ

1√
x
dx = 2− lim

ϵ→0+
2
√
ϵ = 2 .

Εποµένως
∫
R f dm=2.

(ϐʹ) Είναι

∫
R
gn(x) dm(x) =

∫
R
f(x− rn) dm(x)

=

∫
R−rn

f(x) dm(x) (γνωστό αποτέλεσµα)

=

∫
R
f(x) dm(x) = 2
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και εποµένως∫
R
g(x) dm(x) =

∫
R

{ ∞∑
n=1

2−ngn(x)

}
dm(x)

=
∞∑
n=1

2−n

∫
R
gn(x) dm(x) (γνωστό ϑεώρηµα)

= 2

∞∑
n=1

2−n = 2 .

΄Αρα, η g είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη στο R µε
∫
R g dm = 2.
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4.4 Ακαδηµαϊκό έτος 2013–14

ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

1η Σειρά Ασκήσεων στη Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση

1. Αν x ∈ R, δείξτε ότι

lim
n→∞

(
lim

m→∞
(cos(n!πx))m

)
= χQ(x) .

Λύση. ΄Εστω x ∈ Q. Τότε x = p
q µε p ∈ Z και q ∈ N∗. Για κάθε n ≥ 2q

υπάρχει k ∈ Z τέτοιο ώστε n!πx = 2kπ. Τότε cos(n!πx) = 1 και εποµένως

lim
n→∞

(
lim

m→∞
(cos(n!πx))m

)
= 1 .

Αν x /∈ Q, για κάθε n ∈ N∗ είναι n!πx ̸= kπ για οποιοδήποτε k ∈ Z. Τότε
| cos(n!πx)| < 1 και εποµένως

lim
n→∞

(
lim

m→∞
(cos(n!πx))m

)
= 0 .

2. ΄Εστω X ένα µη κενό σύνολο και P (X) το δυναµοσύνολο του X. Αν
x0 ∈ X, ορίζουµε το δx0 : P(X) → [0,∞] µε

δx0(E) =

1 αν το x0 ∈ E,

0 αν το x0 /∈ E .

∆ηλαδή δx0(E) = χ
E
(x0). ∆είξτε ότι το δx0 , γνωστό και σαν µέτρο Dirac

στο x0, είναι ένα µέτρο πιθανότητας. Ποια υποσύνολα του X έχουν µέτρο
Dirac µηδέν ;

Λύση. Είναι δx0(∅) = χ∅(x0) = 0. Αν (En) είναι αριθµήσιµη οικογένεια
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ξένων ανά δύο υποσυνόλων του X, τότε

δx0

( ∞∪
n=1

En

)
= χ∪∞

n=1 En
(x0)

=

∞∑
n=1

χ
En

(x0) (τα En είναι ξένα ανά δύο)

=
∞∑
n=1

δx0(En) .

Επίσης δx0(X) = χ
X
(x0) = 1. Εποµένως το δx0 είναι ένα µέτρο πιθανό-

τητας.

Αν E είναι υποσύνολο του X, τότε δx0(E) = χ
E
(x0) = 0 αν και µόνο αν

το x0 /∈ E. Εποµένως ένα υποσύνολο E του X έχει µέτρο Dirac µηδέν, αν
και µόνο αν το E δεν περιέχει το x0.

3. Αν ένα υποσύνολο του R έχει µέτρο µηδέν, τότε το εσωτερικό του συνόλου
είναι το κενό σύνολο. Ειδικά το µόνο ανοικτό σύνολο που έχει µέτρο µηδέν
είναι το κενό σύνολο. Το αντίστροϕο γενικά δεν ισχύει. ∆ώστε παραδείγ-
µατα υποσυνόλων του R που ενώ το εσωτερικό τους είναι το κενό σύνολο,
τα σύνολα έχουν ϑετικό µέτρο.

Λύση. (i) Το εσωτερικό του γενικευµένου συνόλου Cantor Ca, 0 < a < 1,
είναι το κενό σύνολο. ΄Οµως είναι γνωστό ότι m(Ca) = 1− a > 0.

(ii) ΄Εστω το σύνολο R\Q του οποίου το εσωτερικό είναι το κενό σύνολο (ως
γνωστόν το σύνολο των ϱητών Q είναι πυκνό στο R). ΄Οµως

+∞ = m(R) = m(R \Q) +m(Q) = m(R \Q) .

4. ΄Εστω A το σύνολο των πραγµατικών αριθµών στο [0, 1] τέτοιο ώστε x ∈ A αν
και µόνο αν στο δεκαδικό ανάπτυγµα του x = 0.a1a2a3 · · · a2k+1a2k+2 · · ·
δεν είναι a2k+1 = a2k+2 = 2 για κανένα k ∈ N. ∆είξτε ότι το A είναι σύνολο
Borel και υπολογίστε το µέτρο Lebesgue του A.
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Λύση. ∆ιαιρούµε το διάστηµα [0, 1] σε εκατό ίσα µέρη και αϕαιρούµε το
διάστηµα (0.22, 0.23). Ας σηµειωθεί ότι 0.22 = 0.2199 · · · . ΄Εστω A1 η
ένωση των υπόλοιπων 99 κλειστών διαστηµάτων µήκους 100−1 το καθένα.
Είναι m(A1) = 99/100.

Στη συνέχεια διαιρούµε καθένα από τα υπόλοιπα 99 κλειστά διαστήµατα
σε εκατό ίσα µέρη και αϕαιρούµε τα αντίστοιχα διαστήµατα της µορϕής
(0.a1a222, 0.a1a223). ΄Εστω A2 η ένωση των υπόλοιπων 992 κλειστών δια-
στηµάτων µήκους 100−2 το καθένα. Είναι m(A2) = (99/100)2.

Στο n-οστό ϐήµα διαιρούµε καθένα από από τα 99n−1 κλειστά διαστήµατα
σε εκατό ίσα µέρη και αϕαιρούµε τα αντίστοιχα διαστήµατα της µορϕής
(0.a1a2 · · · an22, 0.a1a2 · · · an23). ΄Εστω An η ένωση των υπόλοιπων 99n

κλειστών διαστηµάτων µήκους 100−n το καθένα. Είναι

m(An) =

(
99

100

)n

.

ΕπειδήA =
∩∞

n=1An, όπου (An) είναι φθίνουσα ακολουθία συνόλων Borel
µε m(An) < 1 για κάθε n ∈ N∗, το A είναι σύνολο Borel µε

m(A) = lim
n→∞

m(An) = lim
n→∞

(
99

100

)n

= 0.

5. ΄Εστω A ⊂ R Lebesgue µετρήσιµο σύνολο και έστω α > 0. Υποθέτουµε ότι
για κάθε ανοικτό διάστηµα I

m(A ∩ I) ≥ αℓ(I) .

∆είξτε ότι m(Ac) = 0.
Εϕαρµογή. ΄Εστω A ⊂ (0, 1) Lebesgue µετρήσιµο σύνολο και έστω α > 0.
Υποθέτουµε ότι για κάθε a, b ∈ [0, 1] µε 0 ≤ a < b ≤ 1 είναιm(A∩(a, b)) ≥
α(b− a). Τότε m(A) = 1.

Απόδειξη. Από την υπόθεση έχουµε

αℓ(I) ≤ m(A ∩ I) ≤ m(I) = ℓ(I)



4.4 Ακαδηµαϊκό έτος 2013–14 71

και εποµένως 0 < α ≤ 1.

(i) ΄Εστω m(Ac) <∞. Η απόδειξη ϑα γίνει µε την εις άτοπο απαγωγή.
Υποθέτουµε ότι m(Ac) > 0. ΄Εστω 0 < ε < 1. Τότε υπάρχει αριθµήσιµη
οικογένεια ανοικτών και φραγµένων διαστηµάτων (In) τέτοια ώστε Ac ⊆∪∞

n=1 In και
∞∑
n=1

ℓ(In) < m(Ac) +
1− ε

ε
m(Ac) .

Ισοδύναµα,

ε

∞∑
n=1

ℓ(In) < m(Ac) .

Επειδή

m(Ac) = m

(
Ac ∩

∞∪
n=1

In

)
= m

( ∞∪
n=1

Ac ∩ In

)
≤

∞∑
n=1

m(Ac ∩ In) ,

έχουµε ότι

ε

∞∑
n=1

ℓ(In) < m(Ac) ≤
∞∑
n=1

m(Ac ∩ In) .

Επειδή αυτές οι σειρές έχουν πεπερασµένα αθροίσµατα, υπάρχει τουλάχι-
στον ένα n0 ∈ N∗ τέτοιο ώστε

εℓ(In0) < m(Ac ∩ In0) .

Πράγµατι, αν

εℓ(In) ≥ m(Ac ∩ In) , για κάθε n ∈ N∗,

τότε ϑα είχαµε

ε

∞∑
n=1

ℓ(In) ≥
∞∑
n=1

m(Ac ∩ In)

που είναι άτοπο.

Εποµένως, επειδή από την υπόθεση m(A ∩ In0) ≥ αℓ(In0), έχουµε ότι

ℓ(In0) = m(A ∩ In0) +m(Ac ∩ In0) > (α+ ε)ℓ(In0) . (4.2)
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Επειδή 0 < α ≤ 1, επιλέγουµε το ε ∈ (0, 1) έτσι ώστε α + ε > 1 και
κατά συνέπεια η (4.2) δεν µπορεί να ισχύει. Καταλήξαµε σε άτοπο επειδή
υποθέσαµε ότι m(Ac) > 0. ΄Αρα m(Ac) = 0.

(ii) Γενική περίπτωση. Αν n ∈ N∗, τότε

m(Ac ∩ (−n, n)) = m((A ∪ (−n, n)c)c) <∞ .

Επειδή

m ((A ∪ (−n, n)c) ∩ I) ≥ m(A ∩ I) ≥ αℓ(I) ,

για κάθε ανοικτό διάστηµα I του R, από την προηγούµενη περίπτωση
έχουµε m(Ac ∩ (−n, n)) = 0 για κάθε n ∈ N∗. Τότε

m(Ac) = m

( ∞∪
n=1

Ac ∩ (−n, n)

)
≤

∞∑
n=1

m(Ac ∩ (−n, n)) = 0

και άρα m(Ac) = 0. �

6. ΄Εστω E ⊂ R µε m∗(E) < +∞. ∆είξτε ότι το E είναι Lebesgue µετρήσι-
µο, αν και µόνο αν υπάρχει αριθµήσιµη οικογένεια (Kn) ξένων ανά δύο
συµπαγών συνόλων και σύνολο Z µέτρου µηδέν µε

E =

∞∪
n=1

Kn ∪ Z . (4.3)

Λύση. ΄Εστω ότι ισχύει η (4.3). Επειδή τα συµπαγή σύνολα Kn καθώς
επίσης και το Z είναι Lebesgue µετρήσιµα σύνολα, το σύνολο E είναι
Lebesgue µετρήσιµο.

Αντίστροϕα, έστωE ⊂ R Lebesgue µετρήσιµο µεm(E) < +∞. Ως γνωστόν

m(E) = sup {m(K) : K ⊆ E και το K είναι συµπαγές} .

Εποµένως για ε = 1 υπάρχει συµπαγές σύνολο K1 ⊆ E µε

m(E) < m(K1) + 1και ισοδύναµα m(E \K1) < 1 .
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Υποθέτουµε ότι έχουν οριστεί ξένα ανά δύο συµπαγή σύνολα Ki, i =

1, 2, . . . , n− 1 µε Ki ⊆ E και

m

(
E \

n−1∪
i=1

Ki

)
<

1

n− 1
, για n ≥ 2 .

Τότε υπάρχει συµπαγές σύνολο Kn ⊆ E \
∪n−1

i=1 Ki τέτοιο ώστε

m

(
E \

n∪
i=1

Ki

)
= m

((
E \

n−1∪
i=1

Ki

)
\Kn

)
<

1

n
.

Επαγωγικά ορίζουµε µ᾿ αυτό τον τρόπο µια αριθµήσιµη οικογένεια (Kn)

ξένων ανά δύο υποσυνόλων του E µε

m

(
E \

n∪
i=1

Ki

)
<

1

n
,

για κάθε n ∈ N∗. Αν ορίσουµε Z := E \
∪∞

i=1Ki, τότε E =
∪∞

i=1Ki∪Z µε

m(Z) = m

(
E \

∞∪
i=1

Ki

)
≤ m

(
E \

n∪
i=1

Ki

)
<

1

n
,

για κάθε n ∈ N∗. ΄Αρα m(Z) = 0.

7. (Συνάρτηση κατανοµής) ΄Ενα ϑετικό µέτρο µ στη Borel σ-άλγεβρα B λέ-
γεται µέτρο Borel. Υποθέτουµε ότι το µέτρο µ είναι πεπερασµένο, δηλαδή
µ(R) < ∞. Η συνάρτηση κατανοµής του µέτρου µ, συµβολίζεται µε F ,
ορίζεται στο R µε

F (x) = µ((−∞, x]) , x ∈ R .

∆είξτε ότι

(αʹ) Η F είναι αύξουσα.

(ϐʹ) Η F είναι από δεξιά συνεχής, δηλαδή F (x+) = limt→x+ F (t) = F (x)

για κάθε x ∈ R.

(γʹ) Η F είναι φραγµένη.
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(δʹ) Είναι limx→−∞ F (x) = 0 και limx→+∞ F (x) = µ(R).

Λύση.

(αʹ) Αν x ≤ y, τότε (−∞, x] ⊆ (−∞, y] και εποµένως

F (x) = µ((−∞, x]) ≤ µ((−∞, y]) = F (y) .

΄Αρα η F είναι αύξουσα συνάρτηση.

(ϐʹ) ΄Εστω x ∈ R. Επειδή η F είναι αύξουσα, το όριο limt→x+ F (t) = F (x+)

υπάρχει. Είναι

(−∞, x+ 1] ⊃
(
−∞, x+

1

2

]
⊃ · · · και

∞∩
n=1

(
−∞, x+

1

n

]
= (−∞, x] .

Εποµένως, επειδή το µέτρο µ είναι πεπερασµένο, από γνωστή ιδιότητα
του µέτρου

F (x) = µ((−∞, x]) = lim
n→∞

µ

((
−∞, x+

1

n

])
= lim

n→∞
F

(
x+

1

n

)
= F (x+) .

΄Αρα F (x+) = F (x), δηλαδή η F είναι από δεξιά συνεχής στο x και
αυτό ισχύει για κάθε x ∈ R.

(γʹ) Επειδή το µέτρο µ είναι πεπερασµένο, έχουµε F (x) = µ((−∞, x]) ≤
µ(R) <∞, για κάθε x ∈ R. ΄Αρα η F είναι φραγµένη.

(δʹ) Επειδή η συνάρτηση F είναι µονότονη, τα όρια limx→−∞ F (x) και
limx→+∞ F (x) υπάρχουν. Επίσης έχουµε

(−∞,−1] ⊃ (−∞,−2] ⊃ · · · και
∞∩
n=1

(−∞,−n] = ∅ .

Εποµένως, επειδή το µέτρο µ είναι πεπερασµένο, από γνωστή ιδιότητα
του µέτρου

0 = µ(∅) = lim
n→∞

µ((−∞,−n]) = lim
n→∞

F (−n) = lim
x→−∞

F (x) .
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Η τελευταία ισότητα ισχύει επειδή το όριο limx→−∞ F (x) υπάρχει.

Παρόµοια έχουµε

(−∞, 1] ⊂ (−∞, 2] ⊂ · · · και
∞∪
n=1

(−∞, n] = R .

Εποµένως, από γνωστή ιδιότητα του µέτρου

0 = µ(R) = lim
n→∞

µ((−∞, n]) = lim
n→∞

F (n) = lim
x→+∞

F (x) .

Η τελευταία ισότητα ισχύει επειδή το όριο limx→+∞ F (x) υπάρχει.

2η Σειρά Ασκήσεων στη Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση

1. ΄Εστω (fn) ακολουθία συναρτήσεων ορισµένων στο R µε

fn =


χ
[0, 1

4 ]
αν n άρτιος

χ
[ 14 , 1]

αν n περιττός .

∆είξτε ότι lim fn = χ[0,1], lim fn = χ{ 1
4}

και∫
R
lim fn dm < lim

∫
R
fn dm < lim

∫
R
fn dm <

∫
R
lim fn dm .

Λύση. (i) Αν x ∈ [−∞, 0)∪
{
1
4

}
∪ (1,+∞), παρατηρούµε ότι η ακολουθία

(fn(x)) είναι σταθερή και είναι

lim fn(x) = lim fn(x) =

0 αν x ∈ [−∞, 0) ∪ (1,+∞)

1 αν x = 1
4 .

Αν x ∈
[
0, 14
)
∪
(
1
4 , 1
]
, οι όροι της ακολουθίας (fn(x)) είναι εναλλάξ 0 και

1 και εποµένως για n σταθερό

sup
k≥n

fk(x) = 1 και inf
k≥n

fk(x) = 0 .
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Κατά συνέπεια,

lim fn(x) = inf
n∈N

(
sup
k≥n

fk(x)

)
= 1

και

lim fn(x) = sup
n∈N

(
inf
k≥n

fk(x)

)
= 0 .

΄Αρα,

lim fn = χ[0,1] και lim fn = χ{ 1
4}
.

(ii) Επειδή

∫
R
fn dm =


∫
Rχ[0, 1

4 ]
dm = 1

4 αν n άρτιος∫
Rχ[ 14 , 1]

dm = 3
4 αν n περιττός ,

είναι ∫
R
lim fn dm = 0 <

1

4
= lim

∫
R
fn dm

<
3

4
= lim

∫
R
fn dm < 1 =

∫
R
lim fn dm .

2. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : R → R είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη,
παραγωγίσιµη στο 0 και τέτοια ώστε f(0) = 0. ΄Εστω

g(x) =


f(x)
x αν x ̸= 0

0 αν x = 0 .

∆είξτε ότι η g ∈ L1(R).

Λύση. Επειδή

lim
x→0

g(x) = lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= f ′(0) ,

για ε = 1 υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x ∈ (−δ, δ), x ̸= 0, είναι
|g(x)− f ′(0)| < 1. Εποµένως για κάθε x ∈ (−δ, δ) είναι |g(x)| < M , όπου
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M := 1 + |f ′(0)| > 0. Αν I := (−δ, δ), τότε∫
R
|g| dm =

∫
I
|g| dm+

∫
Ic
|g| dm

≤
∫
I
M dm+

∫
Ic

∣∣∣∣f(x)x
∣∣∣∣ dm(x)

≤Mm(I) +

∫
Ic

|f(x)|
δ

dm(x)

≤ 2Mδ +
1

δ

∫
R
|f | dm .

Επειδή η f ∈ L1(R), συµπεραίνουµε ότι και η g ∈ L1(R).

3. ΄Εστω f : R → R συνεχής συνάρτηση µε f(x) ≥ 0 αν x ∈ [0, 1], f(x) = 0

αν x ∈ R\[0, 1] και
∫
[0,1] f dm > 0. Θεωρούµε την ακολουθία συναρτήσεων

(fn) µε

fn(x) :=
f(x+ n)

n
, x ∈ R .

∆είξτε ότι

lim
n→∞

∫
R
fn dm =

∫
R

lim
n→∞

fn dm = 0 .

Αν g(x) := supn∈N∗ fn(x), δείξτε ότι∫
R
g dm = ∞ .

Λύση. Από τον ορισµό της ακολουθίας συναρτήσεων (fn) είναι προϕανές
ότι limn→∞ fn(x) = 0. Επίσης, µε αλλαγή µεταβλητής εύκολα φαίνεται ότι
οι fn είναι Riemann ολοκληρώσιµες και ότι∫

R
fn dm =

1

n

∫ 1

0
f(x) dx .

Εποµένως,

lim
n→∞

∫
R
fn dm =

∫
R

lim
n→∞

fn dm = 0 .

Η µικρότερη δυνατή συνάρτηση που κυριαρχεί τις (fn) είναι η g(x) :=

supn∈N∗ fn(x). Επειδή∫
R
g dm =

∞∑
n=1

1

n

∫ 1

0
f(x) dx = ∞ ,
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οι (fn) δεν κυριαρχούνται από καµία ολοκληρώσιµη συνάρτηση g.

4. ΄Εστω (fn) ακολουθία συναρτήσεων στο [0, 1] µε

fn(x) =
n3/2x

1 + n2x2
.

(i) ∆είξτε ότι η (fn) συγκλίνει σηµειακά στη µηδενική συνάρτηση στο
[0, 1]. Συγκλίνει η (fn) οµοιόµορϕα στη µηδενική συνάρτηση στο
[0, 1];

(ii) ∆είξτε ότι οι υποθέσεις του ϑεωρήµατος κυριαρχηµένης σύγκλισης
ικανοποιούνται και εποµένως

lim
n→+∞

∫ 1

0
fn(x) dx =

∫ 1

0
lim

n→+∞
fn(x) dx = 0 .

(iii) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα
∫ 1
0 fn(x) dx και να επαληθεύσετε ότι

lim
n→+∞

∫ 1

0
fn(x) dx = 0 .

Λύση.

(i) Η (fn) είναι ακολουθία συνεχών συναρτήσεων στο [0, 1] η οποία συ-
γκλίνει κατά σηµείο στο 0. Επειδή για κάθε n ∈ N∗

fn

(
1

n

)
=

√
n

2
−−−−−→
n→+∞

+∞ ,

η (fn) δεν συγκλίνει οµοιόµορϕα στο [0, 1].

(ii) ΄Εστω x ∈ (0, 1], x σταθερό. Θεωρούµε τη συνάρτηση

h(t) :=
t3/2x

1 + t2x2
, t ∈ [1,+∞) .

Η h είναι παραγωγίσιµη µε

h′(t) =
1

2

x
√
t(3− t2x2)

(1 + t2x2)2
,
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Η h παίρνει τη µέγιστη τιµή της για t =
√
3
x και είναι

h

(√
3

x

)
=

33/4

4
√
x
.

Εποµένως, αν g(x) := 33/4

4
√
x
, x ∈ (0, 1], τότε για κάθε n ∈ N∗

fn(x) =
n3/2x

1 + n2x2
≤ g(x) , σχεδόν για κάθε x ∈ [0, 1] .

Επειδή το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ 1

0
g(x) dx =

33/4

4

∫ 1

0

1√
x
dx =

33/4

2

συγκλίνει, από γνωστό ϑεώρηµα η g ∈ L1 ([0, 1]). ΄Αρα, από το ϑεώ-
ϱηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue

lim
n→+∞

∫ 1

0
fn(x) dx =

∫ 1

0
lim

n→+∞
fn(x) dx = 0 .

(iii) Για κάθε n ∈ N∗∫ 1

0
fn(x) dx =

1

2
√
n

∫ 1

0

2n2x

1 + n2x2
dx

=
1

2
√
n
ln(1 + n2x2)

∣∣x=1

x=0
=

1

2
√
n
ln(1 + n2) .

Επειδή

lim
t→+∞

ln(1 + t2)

2
√
t

= lim
t→+∞

2t3/2

1 + t2
= 0 , (κανόνας L’Hôpital)

είναι

lim
n→+∞

∫ 1

0
fn(x) dx = lim

n→+∞

1

2
√
n
ln(1 + n2) = 0 .

5. ΄Εστω f ∈ L1(E), E ∈ M και έστω a > 0. ∆είξτε ότι

lim
a→∞

am({|f | > a}) = 0 .
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Λύση. Αν (an) είναι ακολουθία ϑετικών πραγµατικών αριθµών µε limn→∞ an =

∞, ϑεωρούµε την ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων (gn) µε

gn := |f |χ{|f |>an} .

Επειδή η f ∈ L1(E), είναι |f | <∞ σ.π. στο E. Εποµένως,

lim
n→∞

gn = 0 σ.π. στο E και |gn| ≤ |f | σ.π. στο E , για κάθε n ∈ N∗ .

Τότε, από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue έχουµε

lim
n→+∞

∫
E
gn dm = 0 .

΄Οµως

anm({|f | > an}) =
∫
E
anχ{|f |>an} dm ≤

∫
E
|f |χ{|f |>an} dm =

∫
E
gn dm ,

και κατά συνέπεια limn→∞ anm({|f | > an}) = 0. ΄Αρα,

lim
a→∞

am({|f | > a}) = 0 .

6. ΄Εστω (fn) ακολουθία συναρτήσεων στο [0, 1] µε fn(x) = xn − 2x2n+1,
n ∈ N.

(i) ∆είξτε ότι
∞∑
n=0

(∫
[0,1]

fn dm

)
̸=
∫
[0,1]

( ∞∑
n=0

fn

)
dm .

(ii) ∆είξτε ότι
∞∑
n=0

(∫
[0,1]

|fn| dm

)
= ∞ .

Λύση.
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(i) Επειδή ∫ 1

0
xn dx =

∫ 1

0
2x2n+1 dx =

1

n+ 1
,

η fn, n ∈ N, είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη στο [0, 1] µε
∫
[0,1] fn dm =

0. Εποµένως,
∞∑
n=0

(∫
[0,1]

fn dm

)
= 0 .

Είναι
∑∞

n=0 fn(1) = −∞. Αν x ∈ [0, 1), χρησιµοποιώντας τη γεωµε-
τρική σειρά έχουµε

∞∑
n=0

fn(x) =

∞∑
n=0

(xn − 2x2n+1)

=
∞∑
n=0

xn − 2x
∞∑
n=0

x2n

=
1

1− x
− 2x

1

1− x2
=

1

1 + x

και κατά συνέπεια∫
[0,1]

( ∞∑
n=0

fn(x)

)
dm(x) =

∫
[0,1]

1

1 + x
dm(x) =

∫ 1

0

1

1 + x
dx = ln 2 .

΄Αρα,

∞∑
n=0

(∫
[0,1]

fn dm

)
= 0 ̸= ln 2 =

∫
[0,1]

( ∞∑
n=0

fn

)
dm .

(ii) Επειδή
∑∞

n=0

(∫
[0,1] fn dm

)
̸=
∫
[0,1] (

∑∞
n=0 fn) dm, από το ϑεώρηµα

Beppo Levi έπεται ότι

∞∑
n=0

(∫
[0,1]

|fn| dm

)
= ∞ .

Αυτό όµως αποδεικνύεται και χωρίς να χρησιµοποιήσουµε το ϑεώρηµα
Beppo Levi. Πράγµατι, επειδή fn(x) ≥ 0 για x ≤ 2−1/(n+1) και
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fn(x) ≤ 0 για x ≥ 2−1/(n+1), είναι

∫ 1

0
|fn(x)| dx =

∫ 2−1/(n+1)

0
(xn − 2x2n+1) dx

+

∫ 1

2−1/(n+1)

(2x2n+1 − xn) dx

=
1

4(n+ 1)
+

1

4(n+ 1)
=

1

2(n+ 1)
.

΄Αρα,
∞∑
n=0

(∫
[0,1]

|fn| dm

)
=

1

2

∞∑
n=0

1

n+ 1
= ∞ .

7. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση g : [0,∞) → R είναι συνεχής και περιοδική
µε περίοδο T > 0. ∆είξτε ότι η συνάρτηση f(t) := g(t)e−t είναι Lebesgue
ολοκληρώσιµη στο [0,∞) και ότι

∫ ∞

0
g(t)e−t dt =

1

1− e−T

∫ T

0
g(t)e−t dt .

Εϕαρµογή. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα
∫∞
0 e−x| sinx| dx.

Λύση. Επειδή g είναι συνεχής και περιοδική, η g ϑα είναι φραγµένη και
κατά συνέπεια υπάρχει M τέτοιο ώστε

0 ≤ g(t) ≤M , για κάθε t ∈ [0,∞) .

Εποµένως, ∫ ∞

0
g(t)e−t dt ≤M

∫ ∞

0
e−t dt =M

∆ηλαδή το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
0 f(t) dt συγκλίνει απόλυτα και από

γνωστό ϑεώρηµα η f είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη στο [0,∞).
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Για κάθε N ∈ N∗ είναι∫ NT

0
g(t)e−t dt =

N−1∑
n=0

∫ (n+1)T

nT
g(t)e−t dt

=

N−1∑
n=0

∫ T

0
g(x+ nT )e−(x+nT ) dx

(αντικατάσταση t = x+ nT )

=
N−1∑
n=0

e−nT

∫ T

0
g(x+ nT )e−x dx

=
1− e−NT

1− e−T

∫ T

0
g(x)e−x dx .

και άρα ∫ ∞

0
g(t)e−t dt =

1

1− e−T

∫ T

0
g(t)e−t dt .

Εϕαρµογή. Επειδή η y = | sinx| είναι συνεχής και π-περιοδική, από τον
παραπάνω τύπο έχουµε∫ ∞

0
e−x| sinx| dx =

1

1− e−π

∫ π

0
e−x sinx dx .

Το ολοκλήρωµα
∫ π
0 e

−x sinx dx υπολογίζεται εύκολα µε παραγοντική ολο-
κλήρωση και είναι ∫ π

0
e−x sinx dx =

1− e−π

2
.

΄Αρα, ∫ ∞

0
e−x| sinx| dx =

1

2
.
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4.5 Ακαδηµαϊκό έτος 2012–13

ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

1η Σειρά Ασκήσεων στη Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση

1. ΄Εστω (an) πραγµατική ακολουθία και έστω An := (−∞, an).

(αʹ) Να αποδειχθεί ότι

(i) (−∞, lim an) ⊆ limAn ⊆ (−∞, lim an]

και
(ii) (−∞, lim an) ⊆ limAn ⊆ (−∞, lim an] .

(ϐʹ) Αν limAn = limAn = limn→∞An, να αποδειχθεί ότι το όριο limn→∞ an

υπάρχει(µπορεί να ισούται και µε ±∞). Να αποδειχθεί ότι γενικά το
αντίστροϕο δεν ισχύει.

Λύση.

(αʹ) Αν x ∈ (−∞, lim an), δηλαδή x < lim an, τότε υπάρχει n0 ∈ N∗

τέτοιο ώστε x < an για κάθε n ≥ n0. Εποµένως x ∈
∩∞

k=n0
Ak και

κατά συνέπεια x ∈ limAn. ∆ηλαδή (−∞, lim an) ⊆ limAn.

Αν x ∈ limAn, τότε υπάρχει n1 ∈ N∗ τέτοιο ώστε x ∈
∩∞

k=n1
Ak.

∆ηλαδή x ∈ Ak για κάθε k ≥ n1. Εποµένως x < ak για κάθε k ≥ n1

και αυτό συνεπάγεται ότι x ≤ lim an. ∆ηλαδή limAn ⊆ (−∞, lim an].

Ανάλογη είναι η απόδειξη της (ii).

(ϐʹ) Αν limAn = limAn = limn→∞An, από τις (i) και (ii) έπεται ότι

(−∞, lim an) ⊆ (−∞, lim an]

οπότε lim an < lim an. Επειδή lim an ≤ lim an, συµπεραίνουµε ότι
lim an = lim an και εποµένως το όριο limn→∞ an υπάρχει(µπορεί
να ισούται και µε ±∞). Το αντίστροϕο δεν ισχύει. Πράγµατι, αν
an = (−1)n

n , τότε limn→∞ an = 0 και

limAn = (−∞, 0) ⊂ (−∞, 0] = limAn .
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2. ΄Εστω (X,A) µετρήσιµος χώρος και έστω µ : A → [0,+∞] συνάρτηση µε
µ(A) < +∞ για κάποιο A ∈ A. Να αποδειχθεί ότι οι παρακάτω προτάσεις
είναι ισοδύναµες :

(i) ∀A,B ∈ A µε A ∩B = ∅ ⇒ µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B) . ∆ηλαδή το µ
είναι ένα πεπερασµένα αθροιστικό ϑετικό µέτρο.

(ii) µ(∅) = 0 και ∀A,B ∈ A: µ(A ∪B) + µ(A ∩B) = µ(A) + µ(B) .

(iii) ∀A,B ∈ A : µ(A△B) + µ(A ∩B) = µ(A ∪B) .

Αν το µ είναι ένα πεπερασµένα αθροιστικό ϑετικό µέτρο, τότε για κάθε
αριθµήσιµη οικογένεια (An) ξένων ανά δύο µετρήσιµων συνόλων είναι

µ

( ∞∪
n=1

An

)
≥

∞∑
n=1

µ(An) .

Λύση. (i) ⇒ (ii): Αν A ∈ A µε µ(A) < +∞, τότε A∩∅ = ∅ και από τη (i)

έχουµε
µ(A) = µ(A ∪ ∅) = µ(A) + µ(∅) ⇒ µ(∅) = 0 .

Αν A,B ∈ A, χρησιµοποποιώντας τη (i) έχουµε

µ(A ∪B) + µ(A ∩B) = µ(A) + µ(B \A) + µ(A ∩B)

(A ∩ (B \A) = ∅)

= µ(A) + µ(B) ((B \A) ∩ (A ∩B) = ∅)

(ii) ⇒ (iii): Εϕαρµόζουµε τη (ii) για τα µετρήσιµα σύνολα A △ B και
A ∩B. Τότε,

µ(A△B) + µ(A ∩B) = µ ((A△B) ∪ (A ∩B)) + µ ((A△B) ∩ (A ∩B))

= µ(A ∪B) + µ(∅) = µ(A ∪B) .

(iii) ⇒ (i): ΄Εστω A,B ∈ A µε A ∩B = ∅. Από την (iii) για το Ϲεύγος των
µετρήσιµων συνόλων (A ∪B, B) έχουµε

µ ((A ∪B)△B) + µ ((A ∪B) ∩B) = µ ((A ∪B) ∪B) ,
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οπότε

µ(A) + µ(B) = µ(A ∪B) .

Υποθέτουµε ότι το µ ένα πεπερασµένα αθροιστικό ϑετικό µέτρο. ΄Εστω
A,B ∈ A µε A ⊆ B. Επειδή τα σύνολα A και B \A είναι ξένα, από τη (i)

έχουµε

µ(B) = µ (A ∪ (B \A) = µ(A) +m(B \A)

και εποµένως µ(A) ≤ µ(B).

΄Εστω (An) αριθµήσιµη οικογένεια ξένων ανά δύο µετρήσιµων συνόλων.
Επαγωγικά από τη (i) έχουµε

µ

(
N∪

n=1

An

)
=

N∑
n=1

µ(An) , για κάθε N ∈ N∗ .

Εποµένως

µ

( ∞∪
n=1

An

)
≥ µ

(
N∪

n=1

An

)
=

N∑
n=1

µ(An) , για κάθε N ∈ N∗ .

΄Αρα,

µ

( ∞∪
n=1

An

)
≥

∞∑
n=1

µ(An) .

3. ΄Εστω ο µετρήσιµος χώρος (N,P(N)) και έστω ν : P(N) → [0,+∞] µε

ν(A) =


0 αν A = ∅∑
n∈A

1
n2 αν το A είναι πεπερασµένο σύνολο και δεν περιέχει το 0

+∞ αν το A είναι απειροσύνολο ή το A περιέχει το 0 .

Να αποδειχθεί ότι το ν είναι ένα πεπερασµένα αθροιστικό ϑετικό µέτρο.
Είναι το ν σ-αθροιστικό ϑετικό µέτρο ;

Λύση.
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(αʹ) Θα δείξουµε ότι το ν είναι ένα πεπερασµένα αθροιστικό ϑετικό µέτρο.
΄Εστω A και B ξένα µεταξύ τους υποσύνολα του N

1η περίπτωση : Το 0 ανήκει στο A ∪ B. Από τον ορισµό του ν είναι
ν(A ∪ B) = ∞. Επειδή 0 ∈ A ή 0 ∈ B, είναι ν(A) + ν(B) = ∞ και
εποµένως

ν(A ∪B) = ν(A) + ν(B) .

2η περίπτωση : Το 0 δεν ανήκει στοA∪B. ΤοA∪B είναι πεπερασµένο
σύνολο ή απειροσύνολο.

− Αν το A∪B είναι πεπερασµένο, τα A, B είναι πεπερασµένα σύνολα
και εποµένως

ν(A ∪B) =
∑

n∈A∪B

1

n2
=
∑
n∈A

1

n2
+
∑
n∈B

1

n2
= ν(A) + ν(B) .

− Αν το A ∪B είναι απειροσύνολο, τότε είτε το A είναι απειροσύνολο
ή το B είναι απειροσύνολο και εποµένως

ν(A ∪B) = ∞ = ν(A) + ν(B) .

΄Αρα το ν είναι ένα πεπερασµένα αθροιστικό ϑετικό µέτρο.

(ϐʹ) Αν An = {n}, τότε

ν

( ∪
n∈N∗

{n}

)
= ν(N∗) = ∞

ενώ ∑
n∈N∗

ν({n}) =
∞∑
n=1

1

n2
<∞ .

∆ηλαδή

ν

( ∪
n∈N∗

{n}

)
̸=
∑
n∈N∗

ν({n})

και εποµένως το ν δεν είναι σ-αθροιστικό ϑετικό µέτρο.
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4. ΄Εστω Q = {rn : n ∈ N∗} το σύνολο των ϱητών αριθµών και έστω

Ik,n :=

(
rn − 1

k2n+1
, rn +

1

k2n+1

)
, Ak :=

∞∪
n=1

Ik,n , για κάθε k ∈ N∗ .

Αν A =
∩∞

k=1Ak, ποιο είναι το µέτρο Lebesgue του A; Είναι A = Q ;

Σηµείωση. Είναι γνωστό ότι το σύνολο των άρρητων αριθµών R \ Q δεν
είναι ένωση αριθµήσιµου το πλήθος κλειστών υποσυνόλων του R(προκύπτει
εύκολα από το ϑεώρηµα κατηγορίας του Baire).

Λύση. Επειδή για κάθε n ∈ N∗ είναι Ik+1,n ⊂ Ik,n, η (Ak) είναι φθίνουσα
ακολουθία ανοικτών συνόλων µε µέτρο Lebesgue

m(Ak) = m

( ∞∪
n=1

Ik,n

)
≤

∞∑
n=1

m(Ik,n) =
∞∑
n=1

1

k2n
=

1

k

∞∑
n=1

1

2n
=

1

k
.

Εποµένως limk→∞m(Ak) = 0.
Το A =

∩∞
k=1Ak είναι ένα σύνολο Borel. Επειδή η (Ak) είναι φθίνουσα

ακολουθία ανοικτών συνόλων µε m(Ak) <∞ για κάθε k ∈ N∗, έχουµε

m(A) = m

( ∞∩
k=1

Ak

)
= lim

k→∞
m(Ak) = 0 .

Είναι A ̸= Q. Αν υποθέσουµε ότι A = Q, τότε

R \Q = R \

( ∞∩
k=1

Ak

)
=

∞∪
k=1

(R \Ak)

δηλαδή το σύνολο των άρρητων αριθµών R \ Q είναι ένωση αριθµήσιµου
το πλήθος κλειστών υποσυνόλων του R. ΄Ατοπο, επειδή από το ϑεώρηµα
κατηγορίας του Baire το R \ Q δεν είναι ένωση αριθµήσιµου το πλήθος
κλειστών υποσυνόλων του R.

5. Για a ∈ R \ {0}, a σταθερό, ορίζουµε την οικογένεια

Ta := {A ∈ P(R) : A+ a ∈ B} ,

όπου A+ a = {x+ a : x ∈ A} και B η Borel σ-άλγεβρα.
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(αʹ) Να αποδειχθεί ότι η Ta είναι µία σ-άλγεβρα στο R.

(ϐʹ) Να αποδειχθεί ότι B = Ta (δηλαδή η Borel σ-άλγεβρα είναι αναλλοί-
ωτη ως προς τη µεταϕορά).

(γʹ) Για κάθε A ∈ B ϑέτουµε µ(A) := m(A + a), όπου m είναι το µέτρο
Lebesgue. Να αποδειχθεί ότι το µ είναι ένα σ-αθροιστικό ϑετικό µέτρο
στο µετρήσιµο χώρο (R,B) και να συµπεράνετε ότι m(A+a) = m(A)

για κάθε A ∈ B.

Λύση.

(αʹ) Θα δείξουµε ότι η Ta είναι µία σ-άλγεβρα στο R.
− Επειδή R+ a = R ∈ B, το R ∈ Ta.

− ΄Εστω A ∈ Ta. Τότε

A ∈ Ta ⇔ A+ a ∈ B (ορισµός της Ta)

⇔ (A+ a)c ∈ B (B είναι σ-άλγεβρα)

⇔ Ac + a ∈ B ((A+ a)c = Ac + a)

⇔ Ac ∈ Ta . (ορισµός της Ta)

− ΄Εστω (An) αριθµήσιµη οικογένεια στοιχείων της Ta. Επειδή An +

a ∈ B για κάθε n ∈ N∗ και η B είναι σ-άλγεβρα,
∪∞

n=1(An+a) ∈ B.
Τότε ( ∞∪

n=1

An

)
+ a =

∞∪
n=1

(An + a) ∈ B

και εποµένως
∪∞

n=1An ∈ Ta. Αποδείξαµε λοιπόν ότι η Ta είναι µια
σ-άλγεβρα στο R.
Σηµείωση. Εύκολα αποδεικνύεται ότι

(A+ a)c = Ac + a και
∞∪
n=1

(An + a) =

( ∞∪
n=1

An

)
+ a .

(ϐʹ) Θα αποδείξουµε ότι B = Ta.

− Θα δείξουµε πρώτα ότι B ⊆ Ta. Επειδή (x, y)+a = (x+a, y+a) ∈
B, το ανοικτό και φραγµένο διάστηµα (x, y) ∈ Ta. ΄Οµως η Borel
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σ-άλγεβρα B παράγεται από τα ανοικτά και φραγµένα διαστήµατα.
Εποµένως B ⊆ Ta.

− Θα δείξουµε τώρα ότι Ta ⊆ B. ΄Εστω A ∈ Ta. Τότε A + a ∈ B.
Αν αντικαταστήσουµε το a µε το −a, αποδείξαµε προηγουµένως ότι
B ⊆ T−a. ΕποµένωςA+a ∈ B ⊆ T−a και κατά συνέπεια (A+a)−a =

A ∈ B. ΄Αρα Ta ⊆ B.

(γʹ) − Επειδή ∅+ a = ∅, είναι µ(∅) = m(∅) = 0.

− ΄Εστω (An) αριθµήσιµη οικογένεια ξένων ανά δύο συνόλων Borel.
Τότε ( ∞∪

n=1

An

)
+ a =

∞∪
n=1

(An + a) ,

όπου (An + a) είναι ξένα ανά δύο σύνολα Borel. Εποµένως

µ

( ∞∪
n=1

An

)
= m

(( ∞∪
n=1

An

)
+ a

)
(ορισµός του µ)

= m

( ∞∪
n=1

(An + a)

)

=
∞∑
n=1

m(An + a) =
∞∑
n=1

m(An)

και άρα το µ είναι σ-αθροιστικό ϑετικό µέτρο στο µετρήσιµο χώρο
(R,B).

Επειδή για κάθε ανοικτό και φραγµένο διάστηµα (x, y) είναι

µ((x, y)) = m((x, y) + a) = m((x+ a, y + a)) = m((x, y)) ,

από γνωστό ϑεώρηµα έπεται ότι µ = m. Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι
ισχύει m(A+ a) = m(A) για κάθε A ∈ B (αυτό φυσικά είναι γνωστό
αποτέλεσµα του µέτρου Lebesgue).

6. ΄Εστω f : E → R φραγµένη και µετρήσιµη συνάρτηση στο µετρήσιµο σύνο-
λο E. Τότε υπάρχουν ακολουθίες απλών συναρτήσεων (sn) και (tn) στο E,
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τέτοιες ώστε η (sn) είναι αύξουσα, η (tn) είναι φθίνουσα και limn→∞ sn =

limn→∞ tn = f οµοιόµορϕα στο E.

Λύση. Επειδή η συνάρτηση f είναι φραγµένη, υπάρχει N ∈ N∗ τέτοιο
ώστε −N < f < N στο E. Για κάθε n ≥ N ϑεωρούµε τη διαµέριση
Pn =

{
y0, y1, . . . , ym(n)

}
του [−N,N ] µε

∥Pn∥ = max {yk − yk−1 : 1 ≤ k ≤ m(n)} < 1

n
.

Αν Ik = [yk − yk−1) και

Ek = f−1(Ik) = {x ∈ E : yk−1 ≤ f(x) < yk} , 1 ≤ k ≤ m(n) ,

τα Ek είναι µετρήσιµα υποσύνολα του E. Ορίζουµε τις απλές συναρτήσεις
φn και ψn µε

φn :=

m(n)∑
k=1

yk−1χEk
και ψn :=

m(n)∑
k=1

ykχEk
.

Για x ∈ E υπάρχει µοναδικό k, 1 ≤ k ≤ m(n), τέτοιο ώστε yk−1 ≤ f(x) <

yk και εποµένως

φn(x) = yk−1 ≤ f(x) < yk = ψn(x) .

Επειδή yk − yk−1 < 1/n, παρατηρούµε ότι

0 ≤ f − φn ≤ ψn − φn <
1

n
στο E

και
0 ≤ ψn − f ≤ ψn − φn <

1

n
στο E .

∆ηλαδή

0 ≤ f(x)− φn(x) <
1

n
και 0 ≤ ψn(x)− f(x) <

1

n
,

για κάθε x ∈ E και για κάθε n ≥ N . ΄Αρα limn→∞ φn = limn→∞ ψn = f

οµοιόµορϕα στο E.

΄Εστω sn := max{φ1, . . . , φn} και tn := min{ψ1, . . . , ψn}. Τότε η (sn)

είναι αύξουσα και η (tn) είναι φθίνουσα ακολουθία απλών συναρτήσεων µε
limn→∞ sn = limn→∞ tn = f οµοιόµορϕα στο E.
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2η Σειρά Ασκήσεων στη Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση

1. ΄Εστω (an) ακολουθία µη αρνητικών πραγµατικών αριθµών. Ορίζουµε τη
συνάρτηση f στο [1,∞) µε f(x) = an αν n ≤ x < n + 1. Να αποδειχθεί
ότι η f είναι µετρήσιµη µε∫

[1,∞)
f dm =

∞∑
n=1

an .

Λύση. Η συνάρτηση

f =

∞∑
n=1

anχ[n,n+1)

είναι µετρήσιµη και ισχύει∫
[1,∞)

f dm =

∞∑
n=1

an

∫
[1,∞)

χ[n,n+1) dm =

∞∑
n=1

an .

2. ΄Εστω (fn) ακολουθία µη αρνητικών µετρήσιµων συναρτήσεων στο E ∈ M.

(αʹ) ΄Εστω M ≥ 0 τέτοιο ώστε
∫
E fn dm ≤M για κάθε n ∈ N∗. ∆είξτε ότι∫

E
(lim fn) dm ≤M .

(ϐʹ) Να αποδειχθεί ότι η ιδιότητα (α΄) είναι ισοδύναµη µε το λήµµα Fatou,
δηλαδή ∫

E
(lim fn) dm ≤ lim

∫
E
fn dm .

Λύση.

(αʹ) Από το λήµµα Fatou έχουµε∫
E
(lim fn) dm ≤ lim

∫
E
fn dm ≤M .
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(ϐʹ) Υποθέτουµε ότι αν
∫
E fn dm ≤ M για κάθε n ∈ N∗, τότε έχουµε∫

E (lim fn) dm ≤M . Αρκεί να αποδείξουµε ότι

lim

∫
E
fn dm ≤M .

Πράγµατι, για κάθε n ∈ N∗ από την υπόθεση έχουµε

inf
k≥n

∫
E
fk dm ≤

∫
E
fn dm ≤M

και εποµένως

lim

∫
E
fn dm = sup

n∈N

(
inf
k≥n

∫
E
fk dm

)
≤M .

3. ΄Εστω (fn) ακολουθία συναρτήσεων στο χώρο L1(E), E ∈ M. Αν fn → f

ως προς τη νόρµα ∥ · ∥1, δηλαδή

lim
n→∞

∫
E
|fn − f | dm = 0

και limn→∞ fn = g σ.π. στο E, να αποδειχθεί ότι f = g σ.π. στο E.

Λύση. Από το λήµµα Fatou έχουµε∫
E
lim |fn − f | dm ≤ lim

∫
E
|fn − f | dm .

Επειδή από την υπόθεση limn→∞
∫
E |fn − f | dm = 0 και η ακολουθία

(|fn − f |) συγκλίνει στη |g − f | σ.π. στο E, έπεται ότι∫
E
|g − f | dm = 0 .

΄Αρα, f = g σ.π. στο E.

4. Να υπολογιστεί, αν υπάρχει, το όριο

lim
n→∞

n2
∫ 1

0
(1− x)n sin(πx) dx .
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Λύση. Χρησιµοποιώντας την αντικατάσταση x = t/n, t ∈ [0, n], έχουµε

n2
∫ 1

0
(1− x)n sin(πx) dx =

∫ n

0
n

(
1− t

n

)n

sin

(
πt

n

)
dt

=

∫ ∞

0
fn(t) dt ,

όπου

fn(t) := n

(
1− t

n

)n

sin

(
πt

n

)
χ(0,n)(t) , t ∈ (0,∞) , n ∈ N∗ .

Η (fn) είναι ακολουθία συνεχών και µη αρνητικών συναρτήσεων στο (0,∞).
Επειδή για t ∈ (0,∞) είναι

lim
n→∞

n sin

(
πt

n

)
= πt lim

n→∞

sin(πt/n)

πt/n
= π lim

u→∞

sinu

u
= πt ,

η (fn) συγκλίνει κατά σηµείο στη g(t) := e−tπt, t ∈ (0,∞). Επίσης

fn(t) = n

(
1− t

n

)n

sin

(
πt

n

)
χ(0,n)(t) ≤ ne−t · πt

n
= g(t) , t ∈ (0,∞)

και το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ ∞

0
g(t) dt = π

∫ ∞

0
te−t dt

= −π lim
t→∞

te−t + π

∫ ∞

0
e−t dt (παραγοντική ολοκλήρωση)

= π

συγκλίνει. Εποµένως η g είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη στο (0,∞) µε∫
(0,∞)

g(t) dm(t) =

∫ ∞

0
g(t) dt = π .

΄Αρα, από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue

lim
n→∞

n2
∫ 1

0
(1− x)n sin(πx) dx = lim

n→∞

∫
(0,∞)

fn(t) dm(t)

=

∫
(0,∞)

g(t) dm(t) = π .
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5. ΄Εστω f Lebesgue ολοκληρώσιµη συνάρτηση στο R και έστω α > 0. Να
αποδειχθεί ότι

lim
n→∞

(
n−αf(nx)

)
= 0 σχεδόν για κάθε x ∈ R .

Λύση. Χρησιµοποιώντας την αντικατάσταση t = nx, έχουµε∫
R
|n−αf(nx)| dm(x) =

1

n

∫
R
|n−αf(t)| dm(t) =

1

nα+1

∫
R
|f(t)| dm(t) .

Επειδή η σειρά
∑∞

n=1

(
1/nα+1

)
συγκλίνει (είναι α + 1 > 1) και η f ∈

L1(R), η σειρά

∞∑
n=1

∫
R
|n−αf(nx)| dm(x) =

∞∑
n=1

1

nα+1

∫
R
|f(t)| dm(t) <∞

συγκλίνει. Εποµένως, από το ϑεώρηµα Beppo Levi η σειρά
∑∞

n=1 (n
−αf(nx))

συγκλίνει σχεδόν για κάθε x ∈ R και κατά συνέπεια limn→∞ (n−αf(nx)) =

0 σχεδόν για κάθε x ∈ R.

6. ΄Εστω f ∈ L1(E) και έστω (An) αριθµήσιµη οικογένεια µετρήσιµων υπο-
συνόλων του E ∈ M. Υποθέτουµε ότι

lim
n→∞

∫
E

∣∣∣χAn
− f

∣∣∣ dm = 0 .

(αʹ) Να αποδειχθεί ότι {|f | > 2} ⊂
{∣∣∣f −χ

An

∣∣∣ > 1
}

και στη συνέχεια
χρησιµοποιώντας την ανισότητα Chebyshev να συµπεράνετε ότι

|f | ≤ 2 σ.π. στο E .

(ϐʹ) Να αποδειχθεί ότι

lim
n→∞

∫
E

∣∣∣χAn
− f2

∣∣∣ dm = 0 .

(γʹ) Να αποδειχθεί ότι υπάρχει µετρήσιµο σύνολο A, A ⊂ E, τέτοιο ώστε
f = χ

A
σ.π. στο E.
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(δʹ) Αν
∑∞

n=1m(An △ A) < ∞, να αποδειχθεί ότι χ
An

−→ χ
A
σ.π. στο

E.

Λύση.

(αʹ) Είναι

m({x ∈ E : |f(x)| > 2}) ≤ m
({
x ∈ E :

∣∣∣f(x)−χ
An

(x)
∣∣∣ > 1

})
≤
∫
E

∣∣∣f −χ
An

∣∣∣ dm −−−→
n→∞

0 .

(ανισότητα Chebyshev)

Εποµένως m({x ∈ E : |f(x)| > 2}) = 0 και αυτό συνεπάγεται ότι
|f | ≤ 2 σ.π. στο E.

(ϐʹ) Επειδή ∫
E

∣∣∣χAn
− f2

∣∣∣ dm =

∫
E

∣∣∣χ2
An

− f2
∣∣∣ dm (χ2

An
= χ

An
)

=

∫
E

∣∣∣χAn
− f

∣∣∣ ∣∣∣χAn
+ f

∣∣∣ dm
≤
∫
E

∣∣∣χAn
− f

∣∣∣ (χAn
+ |f |

)
dm

≤ 3

∫
E

∣∣∣χAn
− f

∣∣∣ dm ,

έπεται ότι
lim
n→∞

∫
E

∣∣∣χAn
− f2

∣∣∣ dm = 0 .

(γʹ) Επειδή∫
E
|f − f2| dm =

∫
E

∣∣∣(f −χ
An

)
+
(
χ

An
− f2

)∣∣∣ dm
≤
∫
E

∣∣∣χAn
− f

∣∣∣ dm+

∫
E

∣∣∣χAn
− f2

∣∣∣ dm
και

lim
n→∞

∫
E

∣∣∣χAn
− f

∣∣∣ dm = lim
n→∞

∫
E

∣∣∣χAn
− f2

∣∣∣ dm = 0 ,
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έχουµε ότι
∫
E |f−f2| dm = 0. Εποµένως f2 = f σ.π. στο E και αυτό

συνεπάγεται ότι f = χ
A
σ.π. στο E, όπου A µετρήσιµο υποσύνολο

του E.

(δʹ) Επειδή

∞∑
n=1

∫
E

∣∣∣χAn
−χ

A

∣∣∣ dm =
∞∑
n=1

∫
E
χAn△A dm =

∞∑
n=1

m(An△A) <∞ ,

από το ϑεώρηµα Beppo Levi η σειρά
∑∞

n=1

(
χ

An
−χ

A

)
συγκλίνει

σ.π. στο E και κατά συνέπεια χ
An

−→ χ
A
σ.π. στο E.

7. ΄Εστω η συνάρτηση f : R → R µε

f(x) =
sinx

1 + x2
χR\Q(x) .

Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση f είναι µετρήσιµη, Lebesgue ολοκληρώσι-
µη στο R και να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα∫

R
f dm .

Λύση. Επειδήm(Q) = 0, αν g(x) = sinx
1+x2 , είναι f = g σ.π. στο R. ΄Οµως η

g είναι συνεχής και κατά συνέπεια µετρήσιµη. Εποµένως και η f ϑα είναι
µετρήσιµη. Αν αποδείξουµε ότι η g είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη στο R,
τότε και η f ϑα είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη.

Για να αποδείξουµε ότι η g είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη στο R, αρκεί να
δείξουµε ότι το γενικευµένο ολοκλήρωµα

∫∞
−∞ g(x) dx συγκλίνει απόλυτα.

Αυτό όµως ισχύει επειδή

|g(x)| =
∣∣∣∣ sinx

1 + x2

∣∣∣∣ ≤ 1

1 + x2

και το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ ∞

−∞

1

1 + x2
dx = π



98 Κεϕάλαιο 4. Λυµένες Ασκήσεις

συγκλίνει. Επειδή f = g σ.π. στο R, έχουµε∫
R
f dm =

∫
R
g dm

=

∫ ∞

−∞

sinx

1 + x2
dx

=

∫ 0

−∞

sinx

1 + x2
dx+

∫ ∞

0

sinx

1 + x2
dx = 0 .

(η g είναι περιττή συνάρτηση)
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4.6 Ακαδηµαϊκό έτος 2011–12

ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

1η Σειρά Ασκήσεων στη Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση

1. ΄Εστω (X,F, µ) χώρος µέτρου και έστω F′ οικογένεια υποσυνόλων του X η
οποία ορίζεται ως εξής

F′ = {E ⊆ X : υπάρχουν A,B ∈ F, τέτοια ώστε A ⊆ E ⊆ B

µε µ (B \A) = 0} .

∆είξτε ότι η F′ είναι µια σ-άλγεβρα στο X.

Λύση. Είναι προϕανές ότι το X ∈ F′.

΄Εστω E ∈ F′. Τότε υπάρχουν A,B ∈ F τέτοια ώστε A ⊆ E ⊆ B µε
µ (B \A) = 0. Τα Ac, Bc ∈ F µε Bc ⊆ Ec ⊆ Ac και Ac \ Bc = B \ A.
Εποµένως,

µ (Ac \Bc) = µ (B \A) = 0

και κατά συνέπεια το Ec ∈ F′.

Αν En ∈ F′, n ∈ N∗, τότε υπάρχουν An, Bn ∈ F µε An ⊆ En ⊆ Bn και
µ (Bn \An) = 0 για κάθε n ∈ N∗. Είναι

∪∞
n=1An ⊆

∪∞
n=1En ⊆

∪∞
n=1Bn

µε
∪∞

n=1An,
∪∞

n=1Bn ∈ F και( ∞∪
n=1

Bn

)
\

( ∞∪
n=1

An

)
⊆

∞∪
n=1

(Bn \An) .

Εποµένως,

µ

(( ∞∪
n=1

Bn

)
\

( ∞∪
n=1

An

))
≤ µ

( ∞∪
n=1

(Bn \An)

)
≤

∞∑
n=1

µ (Bn \An) = 0

και κατά συνέπεια
∪∞

n=1En ∈ F′. ΄Αρα η F′ είναι µία σ-άλγεβρα στο X.

2. ΄Εστω (Ω,A, P ) χώρος πιθανότητας και έστω (An) µια αριθµήσιµη οικογέ-
νεια ενδεχόµενων.
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(αʹ) Αν η (An) είναι αριθµήσιµη οικογένεια ανεξάρτητων ενδεχόµενων µε∑∞
n=1 P (An) = ∞, δείξτε ότι

P
(
limAn

)
= P

( ∞∩
n=1

∞∪
k=n

Ak

)
= 1 .

(ϐʹ) Να ϐρεθεί αριθµήσιµη οικογένεια (An) µη ανεξάρτητων ενδεχόµενων,
τέτοια ώστε

∑∞
n=1 P (An) = ∞ και P

(
limAn

)
̸= 1.

Υπόδειξη. (α΄) Χρησιµοποιώντας την ανισότητα e−x ≥ 1 − x, x ≥ 0, να
αποδειχθεί ότι P (Ec

n) = 0, όπου En :=
∪∞

k=nAk.

Λύση.

(αʹ) Αν En :=
∪∞

k=nAk, είναι

Ec
n :=

∞∩
k=n

Ac
k µε

N∩
k=n

Ac
k ↘

∞∩
k=n

Ac
k .

Εποµένως,

P (Ec
n) = P

( ∞∩
k=n

Ac
k

)

= lim
N→∞

P

(
N∩

k=n

Ac
k

)

= lim
N→∞

N∏
k=n

P (Ac
k) (τα Ac

k είναι ανεξάρτητα)

= lim
N→∞

N∏
k=n

(1− P (Ak))

≤ lim
N→∞

N∏
k=n

e−P (Ak)

= lim
N→∞

exp

(
−

N∑
k=n

P (Ak)

)
= 0 . (limN→∞

∑N
k=n P (Ak) = ∞)



4.6 Ακαδηµαϊκό έτος 2011–12 101

΄Αρα P (En) = 1 για κάθε n ∈ N∗. Επειδή

En ↘
∞∩
n=1

En =

∞∩
n=1

∞∪
k=n

Ak ,

τελικά έχουµε

P
(
limAn

)
= P

( ∞∩
n=1

∞∪
k=n

Ak

)
= lim

n→∞
P (En) = 1 .

(ϐʹ) Ρίχνουµε ένα Ϲάρι και ορίζουµε An, n ∈ N∗, να είναι το ενδεχόµενο
να έλθει έξι(6). Είναι

A1 = A2 = A3 = · · · .

Τα µη ανεξάρτητα ενδεχόµενα An είναι τέτοια ώστε

∞∑
n=1

P (An) =
∞∑
n=1

1

6
= ∞

και

P
(
limAn

)
= P

( ∞∩
n=1

∞∪
k=n

Ak

)
= P (A1) =

1

6
̸= 1 .

3. (αʹ) ΄Εστω (En) ακολουθία ξένων ανά δύο µετρήσιµων συνόλων και έστω
A ⊆ R. Να αποδειχθεί ότι

m∗

(
A ∩

( ∞∪
n=1

En

))
=

∞∑
n=1

m∗ (A ∩ En) .

(ϐʹ) ΄Εστω (An) ακολουθία υποσυνόλων του R. Υποθέτουµε ότι υπάρχει
ακολουθία ξένων ανά δύο Lebesgue µετρήσιµων συνόλων (Bn) µε
An ⊆ Bn για κάθε n ∈ N. Χρησιµοποιώντας το (α΄) να αποδειχθεί ότι

m∗

( ∞∪
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

m∗ (An) .

Λύση.
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(αʹ) Επειδή το εξωτερικό µέτρο m∗ είναι υποαθροιστικό, έχουµε

m∗

(
A ∩

( ∞∪
n=1

En

))
= m∗

( ∞∪
n=1

A ∩ En

)
≤

∞∑
n=1

m∗ (A ∩ En) .

΄Οµως, για κάθε N ∈ N∗ είναι

N∑
n=1

m∗ (A ∩ En) = m∗

(
A ∩

(
N∪

n=1

En

))
(γνωστό λήµµα)

≤ m∗

(
A ∩

( ∞∪
n=1

En

))
και εποµένως

∞∑
n=1

m∗ (A ∩ En) ≤ m∗

(
A ∩

( ∞∪
n=1

En

))
.

΄Αρα,

m∗

( ∞∪
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

m∗ (An) .

(ϐʹ) Αν A =
∪∞

n=1An, τότε A ∩Bn = An για κάθε n ∈ N∗. Εποµένως,

m∗

( ∞∪
n=1

An

)
= m∗

(
A ∩

( ∞∪
n=1

Bn

))

= m∗

( ∞∪
n=1

A ∩Bn

)
(από το (α΄))

=
∞∑
n=1

m∗ (An) .

4. ΄Εστω E υποσύνολο του R. Να αποδειχθεί ότι το E είναι Lebesgue µετρή-
σιµο αν και µόνο αν για κάθε ε > 0 υπάρχει Lebesgue µετρήσιµο σύνολο
Aε ⊆ E τέτοιο ώστε m∗ (E \Aε) < ε.

Λύση. Αν το E είναι Lebesgue µετρήσιµο, τότε για A = E έχουµε
m∗ (E \A) = 0 < ε.
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Αντίστροϕα, αν η συνθήκη ικανοποιείται, τότε για κάθε n ∈ N∗ υπάρχει
Lebesgue µετρήσιµο σύνολο An µε An ⊆ E και m∗ (E \An) < 1/n. Θέ-
τουµε A :=

∪∞
n=1An. Το A είναι Lebesgue µετρήσιµο σύνολο µε A ⊆ E

και E \A ⊆ E \An. Εποµένως

m∗ (E \A) ≤ m∗ (E \An) <
1

n
, για κάθε n ∈ N∗ .

΄Αρα m∗ (E \A) = 0 και κατά συνέπεια το σύνολο E \ A είναι Lebesgue
µετρήσιµο. Επειδή E = A ∪ (E \A), τότε και το E ϑα είναι Lebesgue
µετρήσιµο σύνολο.

5. ΄Εστω A1 ⊆ A2 ⊆ A3 ⊆ · · · αύξουσα ακολουθία υποσυνόλων του R και
έστω A =

∪∞
n=1An.

(αʹ) ∆είξτε ότι υπάρχουν Lebesgue µετρήσιµα σύνολα G,Gn ∈ M τέτοια
ώστε

A ⊆ G , An ⊆ Gn ⊆ G

µε

m∗(A) = m(G) και m∗(An) = m(Gn) , για κάθε n ∈ N∗ .

(ϐʹ) ∆είξτε ότι

m∗(A) = m∗

( ∞∪
n=1

An

)
= lim

n→∞
m∗(An) .

Λύση.

(αʹ) Ως γνωστόν υπάρχουν Gδ σύνολα G,Cn, τέτοια ώστε A ⊆ G, An ⊆ Cn

µε m∗(A) = m(G) και m∗(An) = m(Cn) για κάθε n ∈ N∗. Επειδή
An ⊆ Cn ∩G ⊆ Cn, έχουµε

m(Cn) = m∗(An) ≤ m (Cn ∩G) ≤ m(Cn)

και εποµένως m(Cn) = m (Cn ∩G) για κάθε n ∈ N∗. Τα σύνολα
Gn := Cn ∩G, n ∈ N∗, είναι τα Ϲητούµενα.
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(ϐʹ) Θα χρησιµοποιήσουµε το γεγονός ότι το µέτρο Lebesgue είναι σ-
αθροιστικό και γι᾿ αυτό ϑέτουµε

Dn :=

∞∩
k=n

Gk , για κάθε n ∈ N∗ .

Επειδή

An ⊆ Ak ⊆ Gk , ∀k ≥ n ,

έχουµε An ⊆ Dn ⊆ Gn για κάθε n ∈ N∗. Εποµένως

m∗(An) ≤ m∗(Dn) = m(Dn) ≤ m(Gn)

και κατά συνέπεια m∗(An) = m(Dn) για κάθε n ∈ N∗. Η (Dn) είναι
αύξουσα αριθµήσιµη οικογένεια Lebesgue µετρήσιµων συνόλων και
κατά συνέπεια

lim
n→∞

m∗(An) = lim
n→∞

m(Dn) = m

( ∞∪
n=1

Dn

)
.

Επειδή

A =
∞∪
n=1

An ⊆
∞∪
n=1

Dn ⊆
∞∪
n=1

Gn ⊆ G

και m∗(A) = m(G), έχουµε m (
∪∞

n=1Dn) = m∗(A). ΄Αρα,

lim
n→∞

m∗(An) = m

( ∞∪
n=1

Dn

)
= m∗(A) = m∗

( ∞∪
n=1

An

)
.

6. (Κατασκευή γενικευµένου συνόλου Cantor)

∆ίνεται πραγµατικός αριθµός k ≥ 3 και ϑέτουµεE1 = I1,1 =
(
1
2 − 1

2k ,
1
2 − 1

2k

)
.

Το σύνολο [0, 1] \E1 = J1,1 ∪ J1,2 είναι η ένωση δύο κλειστών διαστηµάτων
J1,1 και J1,2 µήκους 1

2

(
1− 1

k

)
> 1

k2
το καθένα.

΄Εστω I2,1 και I2,2 τα ανοικτά διαστήµατα µήκους 1
k2

το καθένα µε κέντρα τα
κέντρα των διαστηµάτων J1,1 και J1,2 αντίστοιχα. Θέτουµε E2 = I2,1 ∪ I2,2.
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Αποδείξτε ότι επαγωγικά µπορούµε να ορίσουµε την αριθµήσιµη οικογέ-
νεια (In,i)1≤i≤2n−1 , n ≥ 1, ανοικτών και ξένων ανά δύο διαστηµάτων µή-
κους 1

kn το καθένα. Θέτουµε

En =

2n−1∪
i=1

In,i και C(k) = [0, 1] \
∞∪
n=1

En .

Να αποδειχθεί ότι το σύνολο C(k) είναι συµπαγές, δεν περιέχει ανοικτά
διαστήµατα και το µέτρο Lebesgue

m (C(k)) =
k − 3

k − 2
.

Σηµείωση. Το C(3) είναι το τριαδικό σύνολο Cantor.

Λύση.

Πρώτο ϐήµα. Αϕαιρώντας από το µέσο 1/2 του [0, 1] ανοικτό διάστηµα
µήκους 1/k, δηλαδή το διάστηµα

E1 = I1,1 =

(
1

2
− 1

2k
,
1

2
+

1

2k

)
,

παίρνουµε το σύνολο C1(k) = J1,1 ∪ J1,2, όπου

J1,1 =

[
0 ,

1

2
− 1

2k

]
και J1,2 =

[
1

2
+

1

2k
, 1

]
.

Είναι
ℓ (J1,1) = ℓ (J1,2) =

1

2

(
1− 1

k

)
>

1

k2
.

∆εύτερο ϐήµα. Στη συνέχεια αϕαιρούµε από τα µέσα των J1,1 και J1,2 τα
ανοικτά διαστήµατα I2,1 και I2,2 αντίστοιχα µήκους 1/k2 το καθένα. Αν
E2 = I2,1 ∪ I2,2, τότε προκύπτει το σύνολο C2(k) = [0, 1] \ (E1 ∪ E2) =∪22

i=1 J2,i µε

ℓ (J2,i) =
1

22

[
1− 1

k

(
1 +

2

k

)]
.

n-οστό ϐήµα. Υποθέτουµε ότι έχουµε κατασκευάσει το σύνολο

Cn−1(k) = [0, 1] \

(
n−1∪
i=1

Ei

)
=

2n−1∪
i=1

Jn−1,i ,
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όπου τα κλειστά διαστήµατα Jn−1,i, i = 1, . . . , 2n−1, είναι ξένα ανά δύο µε
µήκος

ℓ (Jn−1,i) =
1

2n−1

1− 1

k

n−1∑
p=1

(
2

k

)p−1
 .

Για να αποδείξουµε ότι το µήκος ℓ (Jn−1,i) > 1/kn, αρκεί να δείξουµε ότι

1

k

n∑
p=1

(
2

k

)p−1

< 1 .

Πράγµατι, είναι

1

k

n∑
p=1

(
2

k

)p−1

<
1

k

∞∑
p=1

(
2

k

)p−1

=
1

k − 2
≤ 1 .

Εποµένως, από το µέσο κάθε διαστήµατος Jn−1,i µπορούµε να αϕαιρέσου-
µε ανοικτό διάστηµα In,i µήκους 1/kn. ΑνEn =

∪2n−1

i=1 In,i, τότε προκύπτει
το σύνολο Cn(k) = [0, 1] \ (

∪n
i=1Ei) =

∪2n

i=1 Jn,i, όπου τα κλειστά διαστή-
µατα Jn,i, i = 1, . . . , 2n, είναι ξένα ανά δύο µε µήκος

ℓ (Jn,i) =
1

2n

1− 1

k

n−1∑
p=1

(
2

k

)p−1
− 1

2kn
=

1

2n

1− 1

k

n∑
p=1

(
2

k

)p−1
 .

΄Εχουµε λοιπόν κατασκευάσει αριθµήσιµη οικογένεια (Cn(k)) κλειστών και
φραγµένων συνόλων, τέτοια ώστε Cn+1(k) ⊂ Cn(k).

Το γενικευµένο σύνολο Cantor είναι το

C(k) :=

∞∩
n=1

Cn(k) .

Το C(k) είναι ένα συµπαγές σύνολο που δεν περιέχει ανοικτά διαστήµατα.
Επειδή Cn(k) ↘ C(k) µε

m (Cn(k)) =

2n∑
i=1

ℓ(Jn,i) = 1− 1

k

n∑
p=1

(
2

k

)p−1

,



4.6 Ακαδηµαϊκό έτος 2011–12 107

το µέτρο Lebesgue του C(k) ισούται µε

m (C(k)) = lim
n→∞

m (Cn(k)) = 1− 1

k

∞∑
p=1

(
2

k

)p−1

= 1− 1

k − 2
=
k − 3

k − 2
.

7. ΄Εστω (fn), fn : [0, 1] → R, ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων τέτοια
ώστε |fn(x)| < ∞ σχεδόν για κάθε x ∈ [0, 1]. Ζητείται να αποδειχθεί ότι
υπάρχει ακολουθία (an) ϑετικών αριθµών, τέτοια ώστε

lim
n→∞

fn(x)

an
= 0 , σχεδόν για κάθε x ∈ [0, 1] .

(i) Αποδείξτε πρώτα ότι lim
k→∞

m({x ∈ [0, 1] : |fn(x)| > k}) = 0 .

(ii) Αποδείξτε στη συνέχεια ότι υπάρχει ακολουθία (an) ϑετικών αριθµών,
τέτοια ώστε

m

({
x ∈ [0, 1] :

∣∣∣∣fn(x)an

∣∣∣∣ > 1

n

})
<

1

2n

και εϕαρµόστε το λήµµα Borel- Cantelli.

Λύση.

(i) Αν Ak := {x ∈ [0, 1] : |fn(x)| > k} και A := {x ∈ [0, 1] : |fn(x)| =
∞}, από την υπόθεση είναι m(A) = 0. Η (Ak) είναι φθίνουσα ακο-
λουθία µετρήσιµων συνόλων µε

∩∞
k=1Ak = E και εποµένως

lim
k→∞

m ({x ∈ [0, 1] : |fn(x)| > k}) = m(A) = 0 .

(ii) Το (i) συνεπάγεται ότι για κάθε n ∈ N∗ υπάρχει an > 0 τέτοιο ώστε

m(En) <
1

2n
, όπου En :=

{
x ∈ [0, 1] :

∣∣∣∣fn(x)an

∣∣∣∣ > 1

n

}
.

Τότε
∑∞

n=1m(En) <∞ και από το λήµµα Borel– Cantelli σχεδόν όλα
τα x ∈ [0, 1] ανήκουν σε πεπερασµένα το πολύ En. Εποµένως υπάρχει
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N ∈ N∗, τέτοιο ώστε για κάθε n ≥ N σχεδόν κάθε x ∈ [0, 1] δεν ανήκει
στο En. Ισοδύναµα,

για κάθε n ≥ N :
∣∣∣∣fn(x)an

∣∣∣∣ ≤ 1

n
, σχεδόν για κάθε x ∈ [0, 1] .

΄Αρα,

lim
n→∞

fn(x)

an
= 0 , σχεδόν για κάθε x ∈ [0, 1] .

2η Σειρά Ασκήσεων στη Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση

1. ΄Εστω (fn), fn : E → [0,∞], E ∈ M, ακολουθία µη αρνητικών µετρήσιµων
συναρτήσεων µε f1 ∈ L1(E). Αν limn→∞ fn = 0 σ.π. στο E, να αποδειχθεί
ότι

lim
n→∞

∫
E

(
min

1≤k≤n
fk

)
dm = 0 .

Λύση. Αν
gn := min

1≤k≤n
fk ,

η (gn) είναι φθίνουσα ακολουθία µη αρνητικών µετρήσιµων συναρτήσεων
µε g1 = f1 ∈ L1(E) και gn ≤ fn για κάθε n ∈ N∗. Εποµένως limn→∞ gn =

0 σ.π. στο E και από το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης για φθίνουσα
ακολουθία µη αρνητικών µετρήσιµων συναρτήσεων έχουµε

lim
n→∞

∫
E
gn dm = 0 ⇔ lim

n→∞

∫
E

(
min

1≤k≤n
fk

)
dm = 0 .

2. ΄Εστω f : E ⊆ R → [0,∞], E ∈ M, µετρήσιµη συνάρτηση. Αν

m
(
f−1((0,∞])

)
= m ({x ∈ E : f(x) > 0}) > 0

να αποδειχθεί ότι ∫
E
f dm > 0 .
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Λύση. ΄Εστω A = f−1 ((0,∞]) και

An = f−1

(
[
1

n
,∞]

)
=

{
x ∈ E : f(x) ≥ 1

n

}
, n ∈ N∗ .

Η (An) είναι αύξουσα ακολουθία Lebesgue µετρήσιµων υποσυνόλων του
E µε

∪∞
n=1An = A. Επειδή από γνωστή ιδιότητα του µέτρου

lim
n→∞

m(An) = m(A) > 0 ,

υπάρχει n0 ∈ N∗ τέτοιο ώστε m (An0) > 0. Τότε,∫
E
f dm ≥

∫
An0

f dm ≥
∫
An0

1

n0
dm =

1

n0
m (An0) > 0 .

3. ΄Εστω η ακολουθία συναρτήσεων (fn) µε

fn(x) = χ[−n,n](x) sin
(πx
n

)
, x ∈ R .

(αʹ) Να ϐρεθεί η f(x) = limn→∞ fn(x). ∆είξτε ότι η ακολουθία (fn) συ-
γκλίνει οµοιόµορϕα σε συµπαγή υποσύνολα του R. Συγκλίνει η (fn)

οµοιόµορϕα στο R;

(ϐʹ) ∆είξτε ότι limn→∞
∫
R fn dm =

∫
R f dm.

(γʹ) Ισχύουν οι υποθέσεις το ϑεωρήµατος κυριαρχηµένης σύγκλισης του
Lebesgue;

Λύση.

(αʹ) ΄Εστω x ∈ R. Τότε

|fn(x)| =
∣∣∣χ[−n,n](x) sin

(πx
n

)∣∣∣ ≤ π|x|
n

−−−→
n→∞

0

και εποµένως fn −→ 0 σηµειακά στο R. Αν K ⊂ R είναι ένα συµπα-
γές σύνολο, το K είναι κλειστό και φραγµένο και εποµένως υπάρχει
M > 0 τέτοιο ώστε |x| ≤M για κάθε x ∈ K. Τότε,

∥fn − 0∥∞ = sup {|fn(x)| : x ∈ K} ≤M · π
n
−−−→
n→∞

0
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και εποµένως fn −→ 0 οµοιόµορϕα στο K. ΄Οµως η (fn) δεν συγκλί-
νει στο 0 οµοιόµορϕα στο R. Πράγµατι,

∥fn∥∞ ≥ fn

(n
2

)
= 1

και άρα ∥fn∥∞ 9 0.

(ϐʹ) Επειδή f = 0 και∫
R
fn(x) dm(x) =

∫ n

−n
sin
(πx
n

)
dx = 0 ,

είναι limn→∞
∫
R fn dm = 0 =

∫
R f dm.

(γʹ) Υποθέτουµε ότι υπάρχει g ∈ L1(R), τέτοια ώστε |fn(x)| ≤ g(x) σχεδόν
παντού στο R. Τότε∫

R
g(x) dm(x) ≥

∫
R
|fn(x)| dm(x)

=

∫ n

−n

∣∣∣sin(πx
n

)∣∣∣ dx
= 2

∫ n

0
sin
(πx
n

)
dx

=
4n

π
, για κάθε n ∈ N∗ . (άτοπο)

΄Αρα δεν ισχύει η υπόθεση το ϑεωρήµατος κυριαρχηµένης σύγκλισης
του Lebesgue.

4. ΄Εστω f ∈ L1 (R). ∆είξτε ότι

lim
T→∞

∫ ∞

T
|f(x)| dx = 0 .

Λύση. Αν (tn) είναι πραγµατική ακολουθία µε limn→∞ tn = ∞, αρκεί να
αποδειχθεί ότι

lim
n→∞

∫ ∞

tn

|f(x)| dx = 0 .
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Είναι ∫ ∞

tn

|f(x)| dx =

∫
R
|f(x)|χ[tn,∞)(x) dm(x) .

΄Εστω fn(x) := |f(x)|χ[tn,∞)(x). Αν An := [tn,∞), είναι

limAn = lim inf An = lim supAn = ∅

και κατά συνέπεια
lim
n→∞

χ[tn,∞) = χ∅ = 0 .

Επειδή η f ∈ L1 (R), είναι |f | <∞ σχεδόν παντού στο R. Εποµένως

lim
n→∞

fn(x) = 0 σχεδόν για κάθε x ∈ R και |fn(x)| ≤ |f(x)| ∈ L1 (R) .

΄Αρα, από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue

lim
n→∞

∫ ∞

tn

|f(x)| dx = lim
n→∞

∫
R
|f(x)|χ[tn,∞)(x) dm(x) = 0 .

5. Υποθέτουµε ότι η µετρήσιµη συνάρτηση F : R → R αυξάνει το πολύ
γραµµικά, δηλαδή |F (x)| ≤ c|x| για κάθε x ∈ R, όπου c > 0. Αν η F είναι
παραγωγίσιµη στο 0 µε F ′(0) = a, να αποδειχθεί ότι

lim
n→∞

∫ ∞

−∞

nF (x)

x(1 + n2x2)
dx = πa .

Λύση. Από την υπόθεση είναι F (0) = 0, F ′(0) = a και εποµένως

lim
x→0

nF (x)

x(1 + n2x2)
= lim

x→0

F (x)− F (0)

x− 0

n

1 + n2x2
= na .

΄Εστω Fn(x) =
nF (x)

x(1+n2x2)
, αν x ̸= 0 και Fn(0) = na. Τότε,∫ ∞

−∞
|Fn(x)| =

∫ ∞

−∞

∣∣∣∣ nF (x)

x(1 + n2x2)

∣∣∣∣ dx
≤ c

∫ ∞

−∞

n

1 + n2x2
dx (|F (x)| ≤ c|x|)

= c

(
lim
x→∞

arctannx− lim
x→−∞

arctannx

)
= cπ
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και εποµένως Fn ∈ L1(R). Χρησιµοποιώντας την αντικατάσταση t = nx

έχουµε ∫ ∞

−∞

nF (x)

x(1 + n2x2)
dx =

∫ ∞

−∞

nF (t/n)

t(1 + t2)
dt .

Παρατηρούµε ότι

lim
t→0

nF (t/n)

t(1 + t2)
= lim

t→0

F (t/n)− F (0)

t/n− 0

1

1 + n2t2
= a .

΄Εστω Gn(t) =
nF (t/n)
t(1+t2)

, αν t ̸= 0 και Gn(0) = a. Τότε,

lim
n→∞

Gn(t) = lim
n→∞

F (t/n)− F (0)

t/n− 0

1

1 + t2
=

a

1 + t2

και για κάθε t ̸= 0

|Gn(t)| ≤
1

1 + t2
∈ L1(R) . (|F (t/n)| ≤ |t|/n)

΄Αρα, από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue

lim
n→∞

∫ ∞

−∞

nF (x)

x(1 + n2x2)
dx = a

∫ ∞

−∞

1

1 + t2
dt = πa .

6. Αποδείξτε ότι η συνάρτηση f : (0,∞) → R µε f(x) =
sinx

ex − 1
είναι Lebe-

sgue ολοκληρώσιµη στο (0,∞). Στη συνέχεια αποδείξτε τη σχέση∫
(0,∞)

sinx

ex − 1
dm(x) =

∞∑
n=1

1

n2 + 1
.

Σηµείωση. Είναι η άσκηση 7 της ῾῾2ης Σειράς Ασκήσεων-ακαδ. έτος 2007-
8᾿᾿, για a = 1.

Λύση. Για κάθε x > 0 είναι 0 < e−x < 1 και εποµένως

1

ex − 1
=

e−x

1− e−x
= e−x

∞∑
n=0

(
e−x
)n

=

∞∑
n=1

e−nx .

΄Αρα,

f(x) =
sinx

ex − 1
=

∞∑
n=1

e−nx sinx , x > 0 .
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Επειδή ∫ ∞

0
xe−nx dx = − lim

x→∞

x

n
e−nx +

1

n

∫ ∞

0
e−nx dx =

1

n2
,

είναι

∞∑
n=1

∫ ∞

0

∣∣e−nx sinx
∣∣ dx ≤

∞∑
n=1

∫ ∞

0
xe−nx dx =

∞∑
n=1

1

n2
<∞ .

Εποµένως, από το ϑεώρηµα Beppo Levi η f είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη
στο (0,∞) και∫

(0,∞)

sinx

ex − 1
dm(x) =

∞∑
n=1

∫ ∞

0
e−nx sinx dx .

Χρησιµοποιώντας παραγοντική ολοκλήρωση το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ ∞

0
e−nx sinx dx =

1

n2 + 1
.

΄Αρα, ∫
(0,∞)

sinx

ex − 1
dm(x) =

∞∑
n=1

1

n2 + 1
.

7. ∆ίνεται ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων (fn) µε fn ∈ L1(X) για κά-
ϑε n ∈ N∗, όπου X ⊂ R Lebesgue µετρήσιµο σύνολο µε m(X) < ∞.
Υποθέτουµε ότι η ακολουθία (fn) ικανοποιεί την εξής συνθήκη:

∀ε > 0 υπάρχει M > 0 τέτοιο ώστε
∫
X
|fn|χA

dm < ε , για κάθε n ∈ N∗ ,

όπουA = {x ∈ X : |fn(x)| > M}. Επιπλέον υποθέτουµε ότι limn→∞ fn =

f σχεδόν παντού στο X. ∆είξτε ότι η f ∈ L1(X) και ότι η σηµειακή
σύγκλιση της (fn) συνεπάγεται την ισχυρή σύγκλιση, δηλαδή

lim
n→∞

∥fn − f∥1 = 0 .
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Απόδειξη. Είναι∫
A
|f | dm =

∫
A

(
lim
n→∞

|fn|
)
dm

≤ lim inf
n→∞

∫
A
|fn| dm (λήµµα Fatou)

≤ ε .

ΕπειδήX \A = {x ∈ X : |fn(x)| ≤M}, από την υπόθεση έχουµε |f | ≤M

σχεδόν παντού στο X \A και εποµένως∫
X
|f | dm =

∫
X\A

|f | dm+

∫
A
|f | dm ≤Mm(X \A) + ε .

΄Οµως m(X \A) ≤ m(X) <∞ οπότε η f ∈ L1 (X). Επειδή

lim
n→∞

fn = f σχεδόν παντού στο X \A και |fn| ≤M στο X \A ,

για κάθε n ∈ N∗, από το ϑεώρηµα φραγµένης σύγκλισης έχουµε

lim
n→∞

∫
X\A

|fn − f | dm = 0 .

Τότε, για κάθε n ∈ N∗ είναι∫
X
|fn − f | dm =

∫
A
|fn − f | dm+

∫
X\A

|fn − f | dm

≤
∫
A
|fn| dm+

∫
A
|f | dm+

∫
X\A

|fn − f | dm

< 2ε+

∫
X\A

|fn − f | dm

και κατά συνέπεια

lim sup
n→∞

∫
X
|fn − f | dm ≤ 2ε , για κάθε ε > 0 .

΄Αρα,

lim
n→∞

∫
X
|fn − f | dm = lim sup

n→∞

∫
X
|fn − f | dm = 0 .

∆ηλαδή
lim
n→∞

∥fn − f∥1 = 0 .

�
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4.7 Ακαδηµαϊκό έτος 2010–11

ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

1η Σειρά Ασκήσεων στη Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση

1. ΄Εστω ο χώρος µέτρου (N∗,P (N∗) , µ), όπου µ είναι το αριθµητικό µέτρο.
∆ηλαδή

µ(A) =

|A| αν το A είναι πεπερασµένο σύνολο

∞ αν το A είναι απειροσύνολο ,

όπου |A| είναι ο πληθάριθµος του A. ΄Εστω ν : P (N∗) → [0,∞] µε

ν(A) = lim sup
n→∞

1

n
µ (A ∩ {1, . . . , n})

και έστω A η οικογένεια όλων των υποσυνόλων A του N∗ για τα οποία το
όριο

lim
n→∞

1

n
µ (A ∩ {1, . . . , n}) υπάρχει.

(αʹ) Αν το A είναι πεπερασµένο σύνολο να αποδειχθεί ότι ν(A) = 0.

(ϐʹ) Να αποδειχθεί ότι το ν είναι πεπερασµένα αθροιστικό στην οικογένεια
A. Είναι το ν σ-αθροιστικό στην οικογένεια A;

Λύση.

(αʹ) Για κάθε A,B ⊂ N∗ είναι |A ∩B| ≤ inf {|A|, |B|}. Εποµένως,

µ (A ∩ {1, . . . , n}) ≤ µ(A)

και κατά συνέπεια

ν(A) ≤ lim
n→∞

µ(A)

n
= 0 .

΄Αρα, ν(A) = 0.
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(ϐʹ) ΄Εστω τα σύνολα A1, . . . , Ak ∈ A είναι ξένα ανά δύο . Αν A =
∪k

i=1Ai,
τότε

A ∩ {1, . . . , n} =

k∪
i=1

Ai ∩ {1, . . . , n}

και τα σύνολα Ai ∩{1, . . . , n}, 1 ≤ i ≤ k, είναι ανά δύο ξένα. Εποµέ-
νως,

|A ∩ {1, . . . , n}| =
k∑

i=1

|Ai ∩ {1, . . . , n}| .

΄Αρα,

ν(A) = lim
n→∞

1

n
µ (A ∩ {1, . . . , n})

= lim
n→∞

1

n
|A ∩ {1, . . . , n}|

= lim
n→∞

1

n

k∑
i=1

|Ai ∩ {1, . . . , n}|

=

k∑
i=1

(
lim
n→∞

1

n
|Ai ∩ {1, . . . , n}|

)

=

k∑
i=1

(
lim
n→∞

1

n
µ (Ai ∩ {1, . . . , n})

)
=

k∑
i=1

ν(Ai) .

Το ν δεν είναι σ-αθροιστικό στην οικογένεια A. Πράγµατι, έστω
An = {n}, n ∈ N∗. Τα (An)

∞
n=1 είναι ξένα ανά δύο υποσύνολα

της οικογένειας A µε N∗ =
∪∞

n=1An. Τότε,

ν(An) = lim
n→∞

1

n
µ (An ∩ {1, . . . , n}) = lim

n→∞

1

n
= 0

και
ν(N) = lim

n→∞

1

n
µ (N ∩ {1, . . . , n}) = lim

n→∞

n

n
= 1 .

΄Αρα, ν(N∗) = 1 ̸= 0 =
∑∞

n=1 ν(An).

2. ΄Εστω (µn) ακολουθία ϑετικών µέτρων στη σ-άλγεβρα M του συνόλου X

και έστω (pn) ακολουθία ϑετικών αριθµών.
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(αʹ) Αν µ(A) :=
∑∞

n=1 pnµn(A), για κάθε A ∈ M, να αποδειχθεί ότι το
µ =

∑∞
n=1 pnµn είναι ένα ϑετικό µέτρο στη σ-άλγεβρα M.

(ϐʹ) Αν τα (µn) είναι µέτρα πιθανότητας (δηλαδή µn(X) = 1, για κάθε
n ∈ N∗) και

∑∞
n=1 pn = 1, να αποδειχθεί ότι το µ =

∑∞
n=1 pnµn είναι

ένα µέτρο πιθανότητας στη σ-άλγεβρα M.

(γʹ) Εϕαρµογή. ΄Εστω τα ϑετικά µέτρα

µ1 =
∞∑
k=1

δk , µ2 =

∞∑
k=1

kδk και µ3 = m,

όπου δk το µέτρο Dirac στο k και m το µέτρο Lebesgue. Θεωρούµε
τα Lebesgue µετρήσιµα σύνολα

An =

[
n, n+ 1 +

1

n2

]
, n ∈ N∗, Bn =

n∪
k=1

Ak και B =

∞∪
k=1

Ak.

Να υπολογιστούν τα µέτρα µi (An), µi (Bn) και µi (B), i = 1, 2, 3.

Λύση.

(αʹ) Επειδή µn (∅) = 0, για κάθε n ∈ N, από τον ορισµό του µ συνεπάγεται
ότι και µ (∅) = 0. ΄Εστω (Ak) ακολουθία ξένων ανά δύο στοιχείων της
σ-άλγεβρας M. Τότε,

µ

( ∞∪
n=1

Ak

)
=

∞∑
n=1

pnµn

( ∞∪
k=1

Ak

)

=

∞∑
n=1

pn

( ∞∑
k=1

µn(Ak)

)
(τα µn είναι ϑετικά µέτρα)

=
∞∑
k=1

( ∞∑
n=1

pnµn(Ak)

)

=
∞∑
k=1

µ(Ak) .

Εποµένως το µ =
∑∞

n=1 pnµn είναι ένα ϑετικό µέτρο στη σ-άλγεβρα
M.
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Σηµείωση. Χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι αν an,k ≥ 0 για κάθε
(n, k) ∈ N∗ × N∗, τότε

∞∑
n=1

( ∞∑
k=1

an,k

)
=

∞∑
k=1

( ∞∑
n=1

an,k

)
.

(ϐʹ) Αν µn(X) = 1, για κάθε n ∈ N∗ και
∑∞

n=1 pn = 1, τότε

µ(X) =

∞∑
n=1

pnµn(X) =

∞∑
n=1

pn = 1 .

Εποµένως, το µ =
∑∞

n=1 pnµn είναι ένα µέτρο πιθανότητας στη σ-
άλγεβρα M.

(γʹ) Εϕαρµογή.

(i) Είναι

µ1(A1) = δ1 ([1, 3]) + δ2 ([1, 3]) + δ3 ([1, 3]) = 1 + 1 + 1 = 3

και για κάθε n ≥ 2

µ1(An) = δn(An)+δn+1(An) = χ
An

(n)+χ
An

(n+1) = 1+1 = 2 .

Παρόµοια,

µ2(A1) = δ1 ([1, 3]) + 2δ2 ([1, 3]) + 3δ3 ([1, 3]) = 1 + 2 + 3 = 6

και για κάθε n ≥ 2

µ2(An) = nδn(An) + (n+ 1)δn+1(An)

= χ
An

(n) + (n+ 1)χ
An

(n+ 1)

= n+ (n+ 1) = 2n+ 1 .

Επίσης µ3(An) = m
(
[n, n+ 1 + 1/n2]

)
= 1 + 1/n2 , για κάθε

n ∈ N∗.
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(ii) Είναι

Bn =

n∪
k=1

[
k, k + 1 +

1

k2

]
=

[
1, n+ 1 +

1

n2

]
και

B =

∞∪
k=1

[
k, k + 1 +

1

k2

]
= [1,∞) .

Εποµένως,
µ1(B1) = 3 , µ2(B1) = 6 .

Αν n ≥ 2, τότε

µ1(Bn) =
n+1∑
k=1

δk

([
1, n+ 1 +

1

n2

])
= 1 + 1 + · · ·+ 1 = n+ 1 ,

µ2(Bn) =
n+1∑
k=1

kδk

([
1, n+ 1 +

1

n2

])
= 1 + 2 + · · ·+ (n+ 1) =

(n+ 1)(n+ 2)

2

και µ3(Bn) = m
(
[1, n+ 1 + 1/n2]

)
= n+ 1/n2.

Τέλος,

µ1(B) =
∞∑
k=1

δk ([1,∞)) = ∞ , µ2(B) =
∞∑
k=1

kδk ([1,∞)) = ∞

και µ3(B) = m ([1,∞)) = ∞.
Ας σηµειωθεί ότι limn→∞ µi(Bn) = µi(B), i = 1, 2, 3.

3. ΄Εστω (Ω,A, P ) είναι ένας χώρος πιθανότητας, δηλαδή ένας χώρος µέτρου
µε P (Ω) = 1. Αν A1, . . . , An ∈ A µε

∑n
i=1 P (Ai) > n− 1, να αποδειχθεί

ότι P (
∩n

i=1Ai) > 0.

Λύση. Για κάθε i, 1 ≤ i ≤ 1, είναι

P (Ai) + P (Ac
i ) = P (Ω) = 1 ⇔ P (Ac

i ) = 1− P (Ai) .
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Τότε,
n∑

i=1

P (Ac
i ) = n−

n∑
i=1

P (Ai) < n− (n− 1) = 1

και εποµένως

P

(
n∪

i=1

Ac
i

)
≤

n∑
i=1

P (Ac
i ) < 1 .

΄Αρα,

P

(
n∩

i=1

Ai

)
= 1− P

((
n∩

i=1

Ai

)c)
= 1− P

(
n∪

i=1

Ac
i

)
> 1− 1 = 0 .

4. (Κατασκευή εξωτερικών µέτρων) Αν P (X) είναι το δυναµοσύνολο ενός
συνόλου X, X ̸= ∅, το µ : P (X) → [0,∞] λέγεται εξωτερικό µέτρο αν
ικανοποιεί τις παρακάτω ιδιότητες:

(αʹ) µ (∅) = 0.

(ϐʹ) A ⊆ B ⇒ µ (A) ≤ µ (B).

(γʹ) µ (
∪∞

n=1En) ≤
∑∞

n=1 µ (En), για κάθε ακολουθία (En) υποσυνόλων
του X.

΄Εστω F µία µη κενή οικογένεια υποσυνόλων του X και έστω f : P (X) →
[0,∞] µία συνάρτηση. Ορίζουµε το µ : P (X) → [0,∞] µε µ (∅) = 0 και
για κάθε A ̸= ∅

µ (A) = inf

{ ∞∑
n=1

f (An) : An ∈ F και A ⊆
∞∪
n=1

An

}
,

µε inf ∅ = ∞. Να αποδειχθεί ότι το µ είναι ένα εξωτερικό µέτρο.

Λύση.

(αʹ) Από τον ορισµό είναι µ (∅) = 0.
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(ϐʹ) ΄Εστω A ⊆ B και έστω (An) ακολουθία στοιχείων του F µε B ⊆∪∞
n=1An. Τότε, A ⊆

∪∞
n=1An και µ (A) ≤

∑∞
n=1 f (An). Εποµένως,

µ(A) ≤ inf

{ ∞∑
n=1

f(An) : An ∈ F και B ⊆
∞∪
n=1

An

}
= µ(B) .

(Αν δεν υπάρχει ακολουθία (An) στοιχείων του F µε B ⊆
∪∞

n=1An,
τότε µ(B) = inf ∅ = ∞ και κατά συνέπεια µ(A) ≤ µ(B).)

(γʹ) ΄Εστω (En) ακολουθία υποσυνόλων του X.
Αν
∑∞

n=1 µ (En) = ∞, τότε προϕανώς µ (
∪∞

n=1En) ≤
∑∞

n=1 µ(En).
΄Εστω

∑∞
n=1 µ(En) <∞ και έστω ε > 0. Για κάθε n ∈ N∗ επιλέγουµε

ακολουθία (An,i) στοιχείων του F τέτοια ώστε

En ⊆
∞∪
i=1

An,i και
∞∑
i=1

f (An,i) < µ (En) +
ε

2n
.

Τότε
∪∞

n=1En ⊆
∪∞

n=1

∪∞
i=1An,i και εποµένως

µ

( ∞∪
n=1

En

)
≤

∞∑
n=1

∞∑
i=1

f (An,i) <

∞∑
n=1

[
µ (En) +

ε

2n

]
=

∞∑
n=1

µ (En)+ε .

΄Αρα,

µ

( ∞∪
n=1

En

)
≤

∞∑
n=1

µ (En) .

5. ΄Εστω (X,M, µ) χώρος µέτρου, έστω E ∈ M µε µ(E) <∞ και έστω A µια
οικογένεια ξένων ανά δύο µετρήσιµων συνόλων. Για κάθε n ∈ N∗ ορίζουµε

Cn =

{
A ∈ A : µ (A ∩ E) ≥ µ(E)

n

}
.

Αποδείξτε ότι το Cn είναι πεπερασµένο σύνολο. Αν

C = {A ∈ A : µ (A ∩ E) ̸= 0} ,

αποδείξτε ότι το C είναι το πολύ αριθµήσιµο απειροσύνολο.
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Λύση. Θα αποδείξουµε ότι κάθε Cn έχει το πολύ n στοιχεία. Πράγµατι,
έστω A1, . . . , Ak ∈ Cn µε k > n. Τότε τα σύνολα A1 ∩ E, . . . , Ak ∩ E είναι
µετρήσιµα και ξένα ανά δύο οπότε

kµ(E)

n
≤

k∑
i=1

µ(Ai∩E) = µ

(
k∪

i=1

(Ai ∩ E)

)
= µ

((
k∪

i=1

Ai

)
∩ E

)
≤ µ(E) ,

δηλαδή k ≤ n που είναι άτοπο. Εποµένως κάθε Cn είναι πεπερασµένο
σύνολο.
Είναι C =

∪∞
n=1 Cn. Πράγµατι, επειδή προϕανώς

∪∞
n=1 Cn ⊆ C, αρκεί να

αποδειχθεί ότι C ⊆
∪∞

n=1 Cn. Αν A ∈ C και υποθέσουµε ότι A /∈ Cn για
κάθε n ∈ N∗, τότε

µ(A ∩ E) <
µ(E)

n
, ∀n ∈ N∗

και αυτό συνεπάγεται ότι µ(A∩E) = 0 που είναι άτοπο. ΕποµένωςA ∈ Cn,
για κάποιο n ∈ N∗ και κατά συνέπεια A ∈

∪∞
n=1 Cn. ΄Αρα, το C =

∪∞
n=1 Cn

είναι το πολύ αριθµήσιµο απειροσύνολο.

6. ΄Εστω A το σύνολο των πραγµατικών αριθµών στο [0, 1) τέτοιο ώστε x ∈ A

αν και µόνο αν στο δυαδικό ανάπτυγµα του x εµϕανίζεται το ψηϕίο 0 στις
άρτιες ϑέσεις, δηλαδή

x =
d1
2

+
d3
23

+ · · ·+ d2n+1

22n+1
+ · · · , µε d2k+1 = 0 ή 1, k ∈ N.

Να αποδειχθεί ότι το A είναι Borel µετρήσιµο και να υπολογιστεί το µέτρο
Lebesgue του A.

Λύση. Αϕαιρούµε από το διάστηµα [0, 1) τα ανοικτά υποδιαστήµατα (1/4, 1/2),
(3/4, 1) και συµβολίζουµε µε A1 την ένωση των δύο κλειστών και ξένων µε-
ταξύ τους διαστηµάτων που αποµένουν, δηλαδή

A1 = [0, 1/4] ∪ [2/4, 3/4] .

Το σύνολο A1 αποτελείται από όλα εκείνα τα x ∈ [0, 1) που στο δυαδικό
τους ανάπτυγµα το δεύτερο ψηϕίο είναι 0. Ας σηµειωθεί ότι

1

4
=
2
0.0011 · · · , 2

4
=

1

2
=
2
0.1000 · · · και

3

4
=
2
0.1011 · · · .
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Είναι m (A1) = 2× 2−2 = 2−1.
Στο δεύτερο ϐήµα διαιρούµε το διάστηµα [0, 1/4] σε τέσσερα ίσα υποδιαστή-
µατα και αϕαιρούµε τα ανοικτά διαστήµατα:

(
1/42, 2/42

)
και

(
3/42, 4/42

)
.

Παρόµοια, διαιρούµε το διάστηµα [2/4, 3/4] σε τέσσερα ίσα υποδιαστήµατα
και αϕαιρούµε τα ανοικτά διαστήµατα:

(
9/42, 10/42

)
και

(
11/42, 12/42

)
.

Συµβολίζουµε µε A2 την ένωση των 4 κλειστών και ξένων ανά δύο διαστη-
µάτων που αποµένουν, δηλαδή

A2 =
[
0, 1/42

]
∪
[
2/42, 3/42

]
∪
[
8/42, 9/42

]
∪
[
10/42, 11/42

]
.

Το σύνολο A2 αποτελείται από όλους εκείνα τα x ∈ [0, 1) που στο δυαδικό
τους ανάπτυγµα το δεύτερο και το τέταρτο ψηϕίο είναι 0. Είναι m (A2) =

4× 4−2 = 2−2.
Συνεχίζοντας τη διαδικασία, στο n-οστό ϐήµα παίρνουµε το σύνολο An

που αποτελείται από 2n ξένα ανά δύο κλειστά διαστήµατα µήκους 4−n το
καθένα. Είναι m (An) = 2n × 4−n = 2−n. Είναι προϕανές ότι

A1 ⊃ A2 ⊃ · · · ⊃ An ⊃ · · ·

και

A =

∞∩
n=1

An

΄Αρα, το σύνολο A είναι Borel µετρήσιµο και

m (A) = lim
n→∞

m (An) = lim
n→∞

2−n = 0 .

7. Είναι γνωστό ότι υπάρχει A ∈ M\B, δηλαδή σύνολο A που είναι Lebesgue
και όχι Borel µετρήσιµο, µε m (A) = 0. Επίσης είναι γνωστό ότι υπάρχει
Gδ σύνολο G µε G ⊃ A και m (G) = m (A). ΄Εστω οι συναρτήσεις f = χR
και

g (x) =


1 αν x ∈ R \G,

1/2 αν x ∈ G \A,

0 αν x ∈ A .
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Να αποδειχθεί ότι οι συναρτήσεις f , g είναι Lebesgue µετρήσιµες και ότι
f = g σ.π. στο χώρο Borel (R,B,m). Η f είναι Borel µετρήσιµη συνάρτη-
ση. Είναι η συνάρτηση g Borel µετρήσιµη ;

Λύση. Είναι f = χR και g = χR\G + (1/2)χG\A. Τα σύνολα R, R \ G
και G \ A είναι Lebesgue µετρήσιµα και εποµένως οι f , g είναι Lebesgue
µετρήσιµες συναρτήσεις. Επειδή f = g στο R και f ̸= g στο σύνολο Borel
G µε m (G) = 0, είναι f = g σ.π. στο χώρο Borel (R,B,m). Επίσης,
επειδή g−1 ({0}) = A /∈ B, η συνάρτηση g δεν είναι Borel µετρήσιµη.
Παρατήρηση. Είναι γνωστό ότι αν η f : E ⊆ R → R είναι Lebesgue
µετρήσιµη, E ∈ M και η g : E ⊆ R → R είναι τέτοια ώστε f = g σ.π., τότε
και η g είναι Lebesgue µετρήσιµη. Η άσκηση αυτή δείχνει ότι το ανάλογο
αποτελεσµα γενικά δεν ισχύει στην περίπτωση που είναι f = g σ.π. στο
χώρο Borel (R,B,m).

2η Σειρά Ασκήσεων στη Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση

1. Αν η συνάρτηση f : [0, 1] → R είναι συνεχής, να αποδειχθεί ότι

lim
n→∞

n

∫ 1

0
xnf(x) dx = f(1) .

Λύση. 1ος τρόπος. Είναι

n

∫ 1

0
xnf(x) dx =

∫ 1

0
t1/nf(t1/n) dt . (αντικατάσταση t = xn)

Οι συναρτήσεις fn(t) = t1/nf(t1/n) είναι συνεχείς στο διάστηµα [0, 1]. Ε-
πειδή η συνεχής συνάρτηση f είναι φραγµένη στο διάστηµα [0, 1], έστω
|f(x)| ≤M για κάθε x ∈ [0, 1], τότε

|fn(t)| ≤M , για κάθε t ∈ [0, 1]

και
lim
n→∞

fn(t) = lim
n→∞

t1/nf(t1/n) = f(1) ,
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για κάθε t ∈ (0, 1] (δηλαδή σ.π. στο [0, 1]). ΄Αρα, από το ϑεώρηµα φραγµέ-
νης σύγκλισης

lim
n→∞

n

∫ 1

0
xnf(x) dx = lim

n→∞

∫ 1

0
t1/nf(t1/n) dt

=

∫ 1

0

(
lim
n→∞

t1/nf(t1/n)
)
dt = f(1) .

2ος τρόπος. Ο υπολογισµός του ορίου γίνεται και χωρίς τη χρήση του
ϑεωρήµατος κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue. Παρατηρούµε ότι

n

∫ 1

0
xnf(x) dx =

n

n+ 1
f(1) + n

∫ 1

0
xn(f(x)− f(1)) dx .

Εποµένως,∣∣∣∣n ∫ 1

0
xnf(x) dx− n

n+ 1
f(1)

∣∣∣∣ = n

∣∣∣∣∫ 1

0
xn(f(x)− f(1)) dx

∣∣∣∣
≤ n

∫ 1

0
xn|f(x)− f(1)| dx .

΄Εστω ε > 0. Επειδή η συνάρτηση f είναι συνεχής στο 1, υπάρχει δ > 0,
0 < δ < 1, τέτοιο ώστε για κάθε x ∈ [1 − δ, 1] είναι |f(x) − f(1)| < ε/2.
Τότε,

n

∫ 1

0
xn|f(x)− f(1)| dx = n

∫ 1−δ

0
xn|f(x)− f(1)| dx

+ n

∫ 1

1−δ
xn|f(x)− f(1)| dx

≤ n

∫ 1−δ

0
xn|f(x)− f(1)| dx+ n

ε

2

∫ 1

1−δ
xn dx

= n

∫ 1−δ

0
xn|f(x)− f(1)| dx

+
n

n+ 1

ε

2

[
1− (1− δ)n+1

]
< n

∫ 1−δ

0
xn|f(x)− f(1)| dx+

ε

2
.
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΄Εστω M = max {|f(x)− f(1)| : x ∈ [0, 1]}. Τότε,

n

∫ 1−δ

0
xn|f(x)− f(1)| dx ≤ nM

∫ 1−δ

0
xn dx =

n

n+ 1
M(1− δ)n+1 .

Επειδή limn→∞
n

n+1M(1 − δ)n+1 = 0, υπάρχει n0 ∈ N∗ τέτοιο ώστε για
κάθε n ≥ n0 είναι

n

∫ 1−δ

0
xn|f(x)− f(1)| dx ≤ n

n+ 1
M(1− δ)n+1 <

ε

2
.

Εποµένως, για κάθε n ≥ n0 είναι∣∣∣∣n ∫ 1

0
xnf(x) dx− n

n+ 1
f(1)

∣∣∣∣ < ε .

΄Αρα,

lim
n→∞

n

∫ 1

0
xnf(x) dx = lim

n→∞

n

n+ 1
f(1) = f(1) .

2. (αʹ) ΄Εστω (fn), fn : E → [0,∞], E ∈ M, ακολουθία µετρήσιµων συναρ-
τήσεων µε limn→∞ fn = f σ.π. Αν f, fn ∈ L1 (E) µε limn→∞

∫
E fn dm =∫

E f dm, να αποδειχθεί ότι limn→∞ ||fn − f ||1 = 0. ∆ηλαδή ότι

lim
n→∞

∫
E
|fn − f | dm = 0 .

Υπόδειξη. Θεωρείστε την ακολουθία συναρτήσεων gn := inf {f, fn}.

(ϐʹ) Αν
fn = −nχ

(− 1
n
, 0)

+ nχ
(0, 1

n
)
,

να αποδειχθεί ότι limn→∞ fn = 0 σ.π. και limn→∞
∫
R fn dm = 0.

Είναι limn→∞
∫
R |fn| dm = 0;

Λύση.

(αʹ) Αν

gn := inf {f, fn} =
f + fn − |f − fn|

2
,
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η (gn) είναι ακολουθία µη αρνητικών µετρήσιµων συναρτήσεων µε
gn ≤ f και limn→∞ gn = f σ.π. Εποµένως, από το ϑεώρηµα κυριαρ-
χηµένης σύγκλισης του Lebesgue

lim
n→∞

∫
E
gn dm =

∫
E
f dm .

Επειδή |f − fn| = f + fn − 2gn, είναι∫
E
|fn − f | dm =

∫
E
f dm+

∫
E
fn dm− 2

∫
E
gn dm .

΄Αρα,

lim
n→∞

∫
E
|fn−f | dm =

∫
E
f dm+ lim

n→∞

∫
E
fn dm−2 lim

n→∞

∫
E
gn dm = 0 .

(ϐʹ) Από τον ορισµό της fn είναι fn(0) = 0, για κάθε n ∈ N∗. Αν το
x ∈ R \ {0}, τότε υπάρχει n0 ∈ N∗ τέτοιο ώστε για κάθε n ≥ n0 είναι
|x| > 1/n και κατά συνέπεια fn(x) = 0. Εποµένως, limn→∞ fn(x) =

0 για κάθε x ∈ R. Επειδή για κάθε n ∈ N∗

∫
R
fn dm = −

∫
R
nχ

(− 1
n
,0)
dm+

∫
R
nχ

(0, 1
n
)
dm = −1 + 1 = 0 ,

είναι limn→∞
∫
R fn dm = 0. Επίσης για κάθε n ∈ N∗ έχουµε∫

R
|fn| dm =

∫
R
nχ

(− 1
n
,0)
dm+

∫
R
nχ

(0, 1
n
)
dm = 1 + 1 = 2 ,

οπότε limn→∞
∫
R |fn| dm ̸= 0.

3. (αʹ) ΄Εστω η συνάρτηση f : E → R, E ∈ M, είναι µετρήσιµη. Αν∫
E |f |p dm <∞, p > 0, να αποδειχθεί ότι

lim
n→∞

npm ({x ∈ E : |f(x)| ≥ n}) = 0 .
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(ϐʹ) Αν

f =
∞∑
k=2

k

ln k
χ

[ 1
k
, 1
k−1

)
,

είναι η f Lebesgue ολοκληρώσιµη στο (0, 1);

Είναι limn→∞ nm ({x ∈ (0, 1) : |f(x)| ≥ n}) = 0;
Υπόδειξη. Αποδείξτε ότι για n ≥ 2 είναι

{x ∈ (0, 1) : |f(x)| ≥ n} ⊆
(
0,

1

n lnn− 1

)
.

Λύση.

(αʹ) Επειδή
∫
E |f |p dm < ∞, p > 0, είναι |f | < ∞ σ.π. στο E. ΄Εστω

An := {x ∈ E : |f(x)| ≥ n}, n ∈ N. Είναι

npχ
An

≤ |f |pχ
An

≤ |f |p .

Αν fn = |f |pχ
An

, η (fn) είναι ακολουθία µη αρνητικών µετρήσιµων
συναρτήσεων. Παρατηρούµε ότι αν |f | <∞ στο E, τότε limn→∞ fn =

0. Εποµένως,

lim
n→∞

fn = 0 σ.π. στο E και fn ≤ |f |p, όπου |f |p ∈ L1(E).

Από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue έχουµε
limn→∞

∫
E fn dm = 0. ΄Οµως

∫
E n

pχ
An
dm ≤

∫
E fn dm και κατά

συνέπεια

lim
n→∞

∫
E
npχ

An
dm = 0 ⇔ lim

n→∞
npm ({x ∈ E : |f(x)| ≥ n}) = 0 .

(ϐʹ) Επειδή∫
(0,1)

|f | dm =

∫
(0,1)

( ∞∑
k=2

k

ln k
χ

[ 1
k
, 1
k−1

)

)
dm

=
∞∑
k=2

k

ln k

∫
(0,1)

χ
[ 1
k
, 1
k−1

)
dm

=
∞∑
k=2

k

ln k

(
1

k − 1
− 1

k

)
=

∞∑
k=2

1

(k − 1) ln k
= +∞ ,
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η f δεν είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη στο (0, 1).
΄Εστω x ∈ (0, 1) µε |f(x)| ≥ n ≥ 2. Επειδή

(0, 1) =

∞∪
k=2

[
1

k
,

1

k − 1

)
,

τότε υπάρχει µοναδικό k ≥ 2 µε x ∈
[
1
k ,

1
k−1

)
και k

ln k ≥ n. ΄Οµως για

να είναι k
ln k ≥ n, µε k, n ≥ 2, ϑα πρέπει να είναι k ≥ n. Πράγµατι,

αν n = 2 τότε για κάθε k ≥ 2 είναι k
ln k > 2. Αν n ≥ 3, τότε 2

ln 2 < n

και

n ≤ k

ln k
< k . (για κάθε k ≥ 3)

Κατά συνέπεια είναι k ≥ n lnn και το

x ∈
[
1

k
,

1

k − 1

)
⊂
(
0,

1

k − 1

)
⊆
(
0,

1

n lnn− 1

)
.

Εποµένως, για n ≥ 2 είναι

{x ∈ (0, 1) : |f(x)| ≥ n} ⊆
(
0,

1

n lnn− 1

)
.

΄Αρα,

nm ({x ∈ (0, 1) : |f(x)| ≥ n}) ≤ n

n lnn− 1
−−−→
n→∞

0 .

4. ΄Εστω η µετρήσιµη συνάρτηση f : E → C είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη
στο E ∈ M. Να αποδειχθεί ότι∣∣∣∣∫

E
f dm

∣∣∣∣ ≤ ∫
E
|f | dm (4.4)

και η ισότητα ισχύει στην (4.4) αν και µόνο αν υπάρχει θ ∈ R, τέτοιο ώστε
f = |f |eiθ σ.π.
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Λύση. Επειδή
∫
E f dm ∈ C,

∫
E f dm =

∣∣∫
E f dm

∣∣ eiθ, για κάποιο θ ∈ R.
Εποµένως, ∣∣∣∣∫

E
f dm

∣∣∣∣ = e−iθ

∫
E
f dm

=

∫
E
fe−iθ dm

=

∫
E
ℜ
(
fe−iθ

)
dm

≤
∫
E

∣∣∣fe−iθ
∣∣∣ dm =

∫
E
|f | dm .

Η ισότητα ισχύει στην (4.4) αν και µόνο αν∫
E
ℜ
(
fe−iθ

)
dm =

∫
E

∣∣∣fe−iθ
∣∣∣ dm⇔

∫
E

(∣∣∣fe−iθ
∣∣∣−ℜ

(
fe−iθ

))
dm = 0

⇔
∣∣∣fe−iθ

∣∣∣ = ℜ
(
fe−iθ

)
σ.π.

Τότε, ℑ
(
fe−iθ

)
= 0 σ.π. και εποµένως |f | = fe−iθ σ.π.

5. ΄Εστω η µετρήσιµη συνάρτηση f : E → C είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη
στο E ∈ M.

(αʹ) Να αποδειχθεί ότι

lim
h→0
h∈R

∫
E

|1 + hf | − 1

h
dm =

∫
E
ℜf dm

και
lim
h→0
h∈R

∫
E

|1− hif | − 1

h
dm =

∫
E
ℑf dm .

(ϐʹ) Υποθέτουµε ότι m(E) = 1. Αν
∫
E |1 + zf | dm ≥ 1 για κάθε z ∈ C,

τότε ∫
E
f dm = 0 .

Υπόδειξη. Αν z ∈ C, τότε

lim
h→0
h∈R

|1 + hz| − 1

h
= ℜz .

Λύση.
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(αʹ) ΄Εστω (hn), hn ̸= 0, πραγµατική ακολουθία µε limn→∞ hn = 0. Τότε

lim
n→∞

|1 + hnf | − 1

hn
= ℜf .

Επίσης εύκολα διαπιστώνεται ότι∣∣∣∣ |1 + hnf | − 1

hn

∣∣∣∣ ≤ |f | , για κάθε n ∈ N∗.

Επειδή
∫
E |f | dm < ∞, από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης

του Lebesgue

lim
h→0
h∈R

∫
E

|1 + hf | − 1

h
dm = lim

n→∞

∫
E

|1 + hnf | − 1

hn
dm =

∫
E
ℜf dm .

Αν τώρα στη ϑέση της συνάρτησης f ϑεωρήσουµε την −if , έχουµε

lim
h→0
h∈R

∫
E

|1− ihf | − 1

h
dm =

∫
E
ℜ(−if) dm =

∫
E
ℑf dm .

(ϐʹ) Από την υπόθεση έχουµε
∫
E |1+hf | dm ≥ 1 για κάθε h ∈ R. Επειδή

m(E) = 1, είναι∫
E
(|1 + hf | − 1) dm =

∫
E
|1 + hf | dm− 1 ≥ 0 .

Τότε το (α΄) συνεπάγεται ότι

lim
h→0+

∫
E

|1 + hf | − 1

h
dm =

∫
E
ℜf dm ≥ 0

και
lim

h→0−

∫
E

|1 + hf | − 1

h
dm =

∫
E
ℜf dm ≤ 0 .

Εποµένως
∫
E ℜf dm = 0.

Παρόµοια, από την υπόθεση έχουµε
∫
E |1 − hif | dm ≥ 1 για κάθε

h ∈ R. Επειδή m(E) = 1, είναι∫
E
(|1− hif | − 1) dm =

∫
E
|1− hif | dm− 1 ≥ 0 .
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Τότε το (α΄) συνεπάγεται ότι

lim
h→0+

∫
E

|1− hif | − 1

h
dm =

∫
E
ℑf dm ≥ 0

και

lim
h→0−

∫
E

|1− hif | − 1

h
dm =

∫
E
ℑf dm ≤ 0 .

Εποµένως
∫
E ℑf dm = 0. ΄Αρα,∫

E
f dm =

∫
E
ℜf dm+ i

∫
E
ℑf dm = 0 .

6. Να αποδειχθεί ότι

lim
n→∞

∫ ∞

1

nxα arctannx

1 + nx2
dx =

∞ αν α ≥ 1 ,
π

2(1−α) αν α < 1 .

Λύση. ΄Εστω

fn(x) :=
nxα arctannx

(1 + nx2)
, x ∈ [1,∞) , n ∈ N∗ και α ∈ R .

Επειδή για κάθε x ∈ [1,∞) και για κάθε n ∈ N∗

nxα arctannx

1 + nx2
<
nxα arctan(n+ 1)x

1 + nx2
<

(n+ 1)xα arctan(n+ 1)x

1 + (n+ 1)x2
,

η (fn) είναι γνήσια αύξουσα ακολουθία συνεχών συναρτήσεων µε

lim
n→∞

nxα arctannx

1 + nx2
= lim

t→∞

txα arctan tx

1 + tx2

=
xα

x2
lim
t→∞

(
arctan tx+

tx

1 + t2x2

)
(κανόνας L’Hôpital)

=
π

2x2−α
.
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Εποµένως,

lim
n→∞

∫ ∞

1

nxα arctannx

1 + nx2
dx =

π

2

∫ ∞

1

1

x2−α
dx

(ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης)

=

∞ αν α ≥ 1 ,
π

2(1−α) αν α < 1 .

Σηµείωση. Για τον υπολογισµό του ορίου µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε
και το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue.

7. Αν 0 < a < b, ϑεωρούµε την ακολουθία συναρτήσεων (fn) µε

fn(x) = ae−nax − be−nbx , x ∈ [0,∞) .

Να υπολογιστεί το άθροισµα της σειράς
∑∞

n=1 fn. Να αποδειχθεί ότι
∞∑
n=1

∫
[0,∞)

fn(x) dm(x) ̸=
∫
[0,∞)

( ∞∑
n=1

fn(x)

)
dm(x)

και
∑∞

n=1

∫
[0,∞) |fn(x)| dm(x) = ∞.

Λύση. Επειδή ∫ ∞

0
ae−nax dx =

∫ ∞

0
be−nbx dx =

1

n
,

η fn, n ∈ N∗, είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη στο [0,∞) µε∫
[0,∞)

fn(x) dm(x) =

∫
[0,∞)

ae−nax dm(x)−
∫
[0,∞)

be−nbx dm(x) = 0 .

Εποµένως,
∞∑
n=1

∫
[0,∞)

fn(x) dm(x) = 0 .

Είναι
∑∞

n=1 fn(0) =
∑∞

n=1(a− b) = −∞. Αν x > 0, τότε
∞∑
n=1

fn(x) =
∞∑
n=1

(ae−nax − be−nbx)

= a

∞∑
n=1

(e−ax)n − b

∞∑
n=1

(e−bx)n = a
e−ax

1− e−ax
− b

e−bx

1− e−bx



134 Κεϕάλαιο 4. Λυµένες Ασκήσεις

και ∫ ∞

0

( ∞∑
n=1

fn(x)

)
dx =

∫ ∞

0

(
a

e−ax

1− e−ax
− b

e−bx

1− e−bx

)
dx

= ln

(
1− e−ax

1− e−bx

)∣∣∣∣∞
0

= ln b− ln a .

Χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι

lim
x→0+

1− e−ax

1− e−bx
= lim

x→0+

ae−ax

be−bx
=
a

b
⇒ lim

x→0+
ln

(
1− e−ax

1− e−bx

)
= ln a− ln b .

΄Αρα,
∞∑
n=1

∫
[0,∞)

fn(x) dm(x) = 0 ̸= ln b− ln a =

∫
[0,∞)

( ∞∑
n=1

fn(x)

)
dm(x) .

Επειδή
∑∞

n=1

∫
[0,∞) fn(x) dm(x) ̸=

∫
[0,∞) (

∑∞
n=1 fn(x)) dm(x), από το ϑε-

ώρηµα Beppo Levi έπεται ότι
∞∑
n=1

∫
[0,∞)

|fn(x)| dm(x) = ∞ .

Αυτό όµως αποδεικνύεται και χωρίς να χρησιµοποιήσουµε το ϑεώρηµα
Beppo Levi. Πράγµατι, επειδή fn(x) ≤ 0 για x ≤ x0 και fn(x) ≥ 0 για
x ≥ x0, όπου x0 = ln b−ln a

n(b−a) , είναι∫ ∞

0
|fn(x)| dx =

∫ x0

0
(be−nbx − ae−nax) dx+

∫ ∞

x0

(ae−nax − be−nbx)

=
e−nax0 − e−nbx0

n
− e−nbx0 − e−nax0

n

= 2
e−ac − e−bc

n
. (c = ln b−ln a

b−a )

΄Αρα,
∞∑
n=1

∫
[0,∞)

|fn(x)| dm(x) =
∞∑
n=1

∫ ∞

0
|fn(x)| dx = 2(e−ac−e−bc)

∞∑
n=1

1

n
= ∞ .
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4.8 Ακαδηµαϊκό έτος 2009–10

ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

1η Σειρά Ασκήσεων στη Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση

1. ΄Εστω ο χώρος µέτρου (X,M, µ) µε την ιδιότητα

∀A ∈ M µε µ(A) = ∞, υπάρχει B ∈ M τέτοιο ώστε B ⊂ A

και 0 < µ(B) <∞ .

Να αποδειχθεί ότι κάθε A ∈ M, τέτοιο ώστε µ(A) = ∞, περιέχει ένα
σύνολο B ∈ M µε µ(B) = ∞ που έχει σ-πεπερασµένο µέτρο. ∆ηλαδή
B =

∪∞
n=1Bn µε Bn ∈ M και µ(Bn) <∞.

Υπόδειξη. Αν A ∈ M µε µ(A) = ∞, έστω

α = sup {µ(B) : B ∈ M, B ⊂ A, µ(B) <∞} .

Λύση. ΄Εστω αύξουσα ακολουθία (αn), 0 < αn < α, µε limn→∞ αn = α

(µπορεί να είναι α = ∞). Για κάθε n ∈ N∗ υπάρχει σύνολο Bn ∈ M, τέτοιο
ώστε Bn ⊂ A, µ(Bn) <∞ και

αn ≤ µ(Bn) < α .

΄Εστω B =
∪∞

n=1Bn και Cn =
∪n

k=1Bk. Τότε Cn ⊂ A, µ(Cn) <∞ και

µ(Cn) ≤ α .

Επειδή Cn ↗ B, είναι limn→∞ µ(Cn) = µ(B) και εποµένως

α = sup
n∈N

αn ≤ sup
n∈N

µ(Bn) ≤ sup
n∈N

µ(Cn) = lim
n→∞

µ(Cn) = µ(B) ≤ α .

΄Αρα µ(B) = α και το B έχει σ-πεπερασµένο µέτρο. Αρκεί να αποδείξουµε
ότι µ(B) = α = ∞.
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Υποθέτουµε ότι µ(B) = α < ∞. Τότε για κάθε C ∈ M τέτοιο ώστε
C ⊂ A \B και µ(C) <∞ έχουµε

α+ µ(C) = µ(B) + µ(C)

= µ(B ∪ C) + µ(B ∩ C) (γνωστή ιδιότητα του µέτρου)

= µ(B ∪ C) (B ∩ C = ∅)

≤ α , (B ∪ C ⊂ A και µ(B ∪ C) <∞)

οπότε µ(C) = 0. Εποµένως ϑα πρέπει να είναι µ(A \ B) < ∞ (αν ήταν
µ(A \ B) = ∞, από την υπόθεση της άσκησης ϑα έπρεπε να υπάρχει
C ⊂ A \B µε 0 < µ(C) <∞). Τότε

µ(A) = µ(A \B) + µ(B) <∞

που είναι άτοπο. ΄Αρα, µ(B) = α = ∞.

2. Αν E ⊆ R, να αποδειχθεί ότι

m∗(E) = inf

{ ∞∑
n=1

(bn − an) : E ⊆
∞∪
n=1

[an, bn]

}
,

όπου το infimum το παίρνουµε πάνω σε όλα τα καλύµµατα του E από
αριθµήσιµες ενώσεις κλειστών και φραγµένων διαστηµάτων [an, bn], µε τα
αντίστοιχα ανοικτά διαστήµατα (an, bn) ξένα ανά δύο.

Λύση. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι m∗(E) <∞. Ως γνωστόν

m∗(E) = inf {m(G) : G ⊇ E, G είναι ανοικτό σύνολο} .

΄Εστω ε > 0. Τότε υπάρχει ανοικτό σύνολο Gε ⊇ E µε

m(Gε) < m∗(E) + ε .

΄Οµως κάθε ανοικτό υποσύνολο του R είναι ένωση αριθµήσιµου το πλήθος
κλειστών και φραγµένων διαστηµάτων µε τα αντίστοιχα ανοικτά διαστή-
µατα ξένα ανά δύο. ΄Εστω Gε =

∪∞
n=1[cn, dn] µε τα ανοικτά διαστήµατα

(cn, dn)n∈N∗ ξένα ανά δύο. Τότε

m(Gε) = m

( ∞∪
n=1

[cn, dn]

)
=

∞∑
n=1

m([cn, dn]) =
∞∑
n=1

(dn − cn) .
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Εποµένως E ⊆
∪∞

n=1[cn, dn] µε

∞∑
n=1

(dn − cn) < m∗(E) + ε

και αυτό αποδεικνύει την άσκηση.

3. ΄Εστω A ⊂ R µε 0 < m∗ (A) < ∞ και έστω 0 < α < 1. ∆είξτε ότι υπάρχει
ανοικτό διάστηµα I = (a, b), τέτοιο ώστε

m∗(A ∩ I) > αℓ(I) = α(b− a) .

Υπόδειξη. Να αποδειχθεί ότι υπάρχει αριθµήσιµη οικογένεια (In) ξένων
ανά δύο ανοικτών και φραγµένων διαστηµάτων, τέτοια ώστε

α
∞∑
n=1

ℓ(In) < m∗(A) ≤
∞∑
n=1

m∗(A ∩ In) .

Λύση. Για κάθε ε > 0 υπάρχει ανοικτό σύνολο G ⊇ A τέτοιο ώστε

m(G) < m∗(A) + ε .

Επειδή G =
∪∞

n=1 In, όπου (In) αριθµήσιµη οικογένεια ξένων ανά δύο
ανοικτών και φραγµένων διαστηµάτων, είναι

m∗(A) ≤ m(G) =
∞∑
n=1

ℓ(In) < m∗(A) + ε .

Για ε = 1−α
α m∗(A) έχουµε

∞∑
n=1

ℓ(In) < m∗(A) +
1− α

α
m∗(A)

και ισοδύναµα

α
∞∑
n=1

ℓ(In) < m∗(A) .

Επειδή

m∗(A) = m∗(A ∩G) = m∗

( ∞∪
n=1

A ∩ In

)
≤

∞∑
n=1

m∗(A ∩ In) ,
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τελικά εχουµε

α

∞∑
n=1

ℓ(In) < m∗(A) ≤
∞∑
n=1

m∗(A ∩ In) .

Επειδή αυτές οι σειρές έχουν πεπερασµένα αθροίσµατα, υπάρχει τουλάχι-
στον ένα n0 ∈ N∗ τέτοιο ώστε

αℓ(In0) < m∗(A ∩ In0)

και αυτό αποδεικνύει το Ϲητούµενο. Πράγµατι, αν

αℓ(In) ≥ m∗(A ∩ In) , για κάθε n ∈ N∗ ,

τότε ϑα είχαµε

α

∞∑
n=1

ℓ(In) ≥
∞∑
n=1

m∗(A ∩ In)

που είναι άτοπο.

4. ΄Εστω A και B υποσύνολα του R µε m∗(A) <∞ και m∗(B) <∞. Τότε,

m∗(A ∪B) = m∗(A) +m∗(B) (4.5)

αν και µόνο αν υπάρχουν µετρήσιµα σύνολαG1 καιG2 τέτοια ώστεA ⊆ G1,
B ⊆ G2 και m(G1 ∩G2) = 0.
Υπόδειξη. Υπάρχουν Gδ σύνολα G1 και G2 τέτοια ώστε A ⊆ G1, B ⊆ G2

και m(G1) = m∗(A), m(G2) = m∗(B).

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι υπάρχουν µετρήσιµα σύνολα G1 και G2 τέτοια
ώστε A ⊆ G1, B ⊆ G2 και m(G1 ∩ G2) = 0. Για κάθε ε > 0 υπάρχει
ανοικτό σύνολο G ⊇ A ∪B τέτοιο ώστε

m(G) < m∗(A ∪B) + ε .



4.8 Ακαδηµαϊκό έτος 2009–10 139

Επειδή A ⊆ G ∩G1 και B ⊆ G ∩G2, έχουµε

m∗(A) +m∗(B) ≤ m(G ∩G1) +m(G ∩G2)

= m ((G ∩G1) ∪ (G ∩G2)) +m ((G ∩G1) ∩ (G ∩G2))

(γνωστή ιδιότητα του µέτρου)

= m (G ∩ (G1 ∪G2)) +m(G ∩G1 ∩G2)

= m (G ∩ (G1 ∪G2)) (m(G ∩G1 ∩G2) = 0)

≤ m(G) < m∗(A ∪B) + ε ,

για κάθε ε > 0 και κατά συνέπεια m∗(A) +m∗(B) ≤ m∗(A ∪ B). ΄Οµως
από γνωστή ιδιότητα του εξωτερικού µέτρου Lebesgue είναι m∗(A ∪ B) ≤
m∗(A) +m∗(B) οπότε η (4.5) ισχύει.
Αντίστροϕα, υποθέτουµε ότι η (4.5) ισχύει. Ως γνωστόν υπάρχουν Gδ σύ-
νολα G1 και G2 τέτοια ώστε A ⊆ G1, B ⊆ G2 και m(G1) = m∗(A),
m(G2) = m∗(B). Θα αποδείξουµε ότι m(G1 ∩ G2) = 0. Πράγµατι, αν
υποθέσουµε ότι m(G1 ∩G2) > 0, τότε

m∗(A ∪B) = m∗(A) +m∗(B)

= m(G1) +m(G2)

= m(G1 ∪G2) +m(G1 ∩G2) (γνωστή ιδιότητα του µέτρου)

> m(G1 ∪G2) ≥ m∗(A ∪B) ,

πού είναι άτοπο. �

5. ΄Εστω E ⊆ R. Να αποδειχθεί ότι το E είναι Lebesgue µετρήσιµο αν και
µόνο αν

για κάθε P ⊆ E και για κάθε Q ⊆ Ec, m∗(P ∪Q) = m∗(P ) +m∗(Q).

(4.6)

Απόδειξη. Αν το E είναι Lebesgue µετρήσιµο, τότε για κάθε P ⊆ E και για
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κάθε Q ⊆ Ec είναι

m∗(P ∪Q) = m∗ ((P ∪Q) ∩ E) +m∗ ((P ∪Q) ∩ Ec)

= m∗ ((P ∩ E) ∪ (Q ∩ E)) +m∗ ((P ∩ Ec) ∪ (Q ∩ Ec))

= m∗(P ) +m∗(Q) .

Αντίστροϕα, υποθέτουµε ότι η (4.6) ισχύει. Αν A ⊆ R, τότε A ∩ E ⊆ E,
A ∩ Ec ⊆ Ec και εποµένως

m∗(A) = m∗ ((A ∩ E) ∪ (A ∩ Ec))

= m∗(A ∩ E) +m∗(A ∩ Ec) . (λόγω της (4.6))

΄Αρα, το E είναι Lebesgue µετρήσιµο. �

6. ΄Εστω A το σύνολο των πραγµατικών αριθµών στο [0, 1] τέτοιο ώστε x ∈ A

αν και µόνο αν στο δεκαδικό ανάπτυγµα του x υπάρχουν όλα τα ψηϕία
1, 2, . . . , 9. Να ϐρεθεί το µέτρο Lebesgue του A.

Λύση. ΄Εστω Ak το σύνολο των πραγµατικών αριθµών στο [0, 1] τέτοιο
ώστε x ∈ Ak αν και µόνο αν στο δεκαδικό ανάπτυγµα του x υπάρχει το
ψηϕίο k, k ∈ {1, 2, . . . , 9}. Τότε A =

∩9
k=1Ak. ΄Οµως m ([0, 1] \Ak) = 0

(παραπέµπουµε στην άσκηση 3, ῾῾1η Σειρά Ασκήσεων στη Θεωρία Μέτρου
και Ολοκλήρωση᾿᾿, ακ. έτος 2004− 5). Εποµένως,

m ([0, 1] \A) = m

(
[0, 1] \

9∩
k=1

Ak

)

= m

(
9∪

k=1

([0, 1] \Ak)

)

≤
9∑

k=1

m ([0, 1] \Ak) = 0 .

∆ηλαδή m ([0, 1] \A) = 0 και κατά συνέπεια

m(A) = 1 .
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7. ΄Εστω f : X ⊂ R → R συνάρτηση µετρήσιµη και πεπερασµένη σχεδόν
παντού στο Lebesgue µετρήσιµο σύνολο X µε m(X) < ∞. ΄Εστω ε > 0.
Τότε υπάρχει φραγµένη και µετρήσιµη συνάρτηση g στο X τέτοια ώστε

m {x : g(x) ̸= f(x)} < ε .

Λύση. ΄Εστω

An = {x ∈ X : |f(x)| > n} , n ∈ N∗ και A∞ = {x ∈ X : |f(x)| = ∞} .

Από την υπόθεση, m (A∞) = 0. Επειδή η |f | είναι µετρήσιµη συνάρτηση,
η (An) είναι φθίνουσα ακολουθία Lebesgue µετρήσιµων συνόλων µε

∞∩
n=1

An = A∞ και m(An) ≤ m(X) <∞ .

Εποµένως,

lim
n→∞

m(An) = m(A∞) = 0 .

΄Αρα, υπάρχει N ∈ N∗ τέτοιο ώστε m(AN ) < ε. ΄Εστω

g(x) =

f(x) αν x ∈ X \AN ,

0 αν x ∈ AN .

Τότε η συνάρτηση g είναι µετρήσιµη και |g(x)| ≤ N για κάθε x ∈ X.
Επειδή

{x : g(x) ̸= f(x)} = AN

και m(AN ) < ε, η g είναι η Ϲητούµενη συνάρτηση.

2η Σειρά Ασκήσεων στη Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση

1. ΄Εστω A = [0,∞) και έστω fn = χ[n,∞) , n ∈ N∗, ακολουθία µετρήσιµων
συναρτήσεων µε limn→∞ fn = 0 στο A. Για ε > 0 να αποδειχθεί ότι δεν
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υπάρχει µετρήσιµο υποσύνολο B του A, τέτοιο ώστε m (A \B) < ε και
limn→∞ fn = 0 οµοιόµορϕα στο B.

Λύση. Υποθέτουµε ότι υπάρχει µετρήσιµο υποσύνολο B του A, τέτοιο ώστε
m (A \B) < ε και limn→∞ fn = 0 οµοιόµορϕα στο B. Επειδή

∞ = m(A) = m (A \B) +m(B) < ε+m(B) ,

είναι m(B) = ∞ και εποµένως το B δεν είναι φραγµένο σύνολο. Τότε,
για κάθε n ∈ N∗ υπάρχει xn ∈ B ∩ [n,∞). Είναι fn(xn) = 1 και κατά
συνέπεια

lim
n→∞

sup
x∈B

fn(x) = 1

που είναι άτοπο. ΄Αρα, δεν υπάρχει µετρήσιµο υποσύνολο B του A, τέτοιο
ώστε m (A \B) < ε και limn→∞ fn = 0 οµοιόµορϕα στο B.

2. ΄Εστω f ∈ L1(E), E ∈ M.

(αʹ) Αν An = {x ∈ E : 1/n ≤ |f(x)| ≤ n}, όπου n ∈ N∗, να αποδειχθεί
ότι

lim
n→∞

∫
An

|f | dm =

∫
E
|f | dm .

(ϐʹ) Χρησιµοποιώντας το (α΄) να αποδειχθεί ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει
µετρήσιµο σύνολο A ⊂ E, τέτοιο ώστε

m(A) <∞ , sup
x∈A

|f(x)| <∞ και
∫
E\A

|f | dm < ε .

Λύση.

(αʹ) Επειδή η f ∈ L1(E), είναι |f | < ∞ σ.π. στο E. ΄Εστω fn = |f |χ
An

.
Τότε

lim
n→∞

fn = |f | σ.π. στο E και fn ≤ |f | , όπου |f | ∈ L1(E).

Εποµένως, από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue

lim
n→∞

∫
E
fn dm =

∫
E
|f | dm⇔ lim

n→∞

∫
E
|f |χ

An
dm =

∫
E
|f | dm

⇔ lim
n→∞

∫
An

|f | dm =

∫
E
|f | dm .
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(ϐʹ) Από το (α΄) είναι limn→∞
∫
An

|f | dm =
∫
E |f | dm. Επειδή∫

An

|f | dm+

∫
E\An

|f | dm =

∫
E
|f | dm ,

έπεται ότι
lim
n→∞

∫
E\An

|f | dm = 0 .

Εποµένως, για κάθε ε > 0 υπάρχει n0 ∈ N∗ τέτοιο ώστε∫
E\An0

|f | dm < ε .

Το An0 είναι µετρήσιµο σύνολο µε An0 ⊂ E. Επειδή

An0 ⊆ {x ∈ E : |f(x)| ≥ 1/n0} ,

είναι

m (An0) ≤ m ({x ∈ E : |f(x)| ≥ 1/n0})

≤ n0

∫
E
|f | dm <∞ . (ανισότητα Chebyshev)

Επίσης από τον ορισµό του συνόλου An0 έπεται ότι

sup
x∈An0

|f(x)| ≤ n0 <∞ .

3. ΄Εστω (fn) µονότονη ακολουθία Lebesgue ολοκληρώσιµων συναρτήσεων
στο E ∈ M, fn : E → R, µε limn→∞ fn = f . Να αποδειχθεί ότι οι
παρακάτω προτάσεις είναι ισοδύναµες:

(1) limn→∞
∫
E |f − fn| dm = 0.

(2) Η f είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη.

(3) supn∈N
∣∣∫

E fn dm
∣∣ <∞.

(4) supn∈N
∫
E |fn| dm <∞.
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Υπόδειξη. Θεωρείστε ότι η ακολουθία (fn) είναι αύξουσα (αν η ακολουθία
(fn) είναι φθίνουσα, τότε η ακολουθία (−fn) ϑα είναι αύξουσα).

Απόδειξη. Χωρίς περιορισµό της γενικότητας, υποθέτουµε ότι η (fn) είναι
αύξουσα ακολουθία Lebesgue ολοκληρώσιµων συναρτήσεων.

(1) ⇒ (2) Επειδή limn→∞
∫
E |f−fn| dm = 0, υπάρχει n0 ∈ N∗ τέτοιο ώστε∫

E |f − fn0 | dm < ∞, δηλαδή η f − fn0 είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη.
Τότε και η f = (f − fn0) + fn0 ϑα είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη.

(2) ⇒ (3) ΄Εστω η f είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη. Επειδή f1 ≤ fn ≤ f ,
για κάθε n ∈ N∗, τότε∫

E
f1 dm ≤

∫
E
fn dm ≤

∫
E
f dm .

Εποµένως η ακολουθία
(∫

E fn dm
)

είναι φραγµένη και κατά συνέπεια
supn∈N∗

∣∣∫
E fn dm

∣∣ <∞.

(3) ⇒ (4) ΄Εστω M1 := supn∈N
∣∣∫

E fn dm
∣∣ <∞. Επειδή

f1 ≤ f2 ≤ · · · ≤ fn ≤ · · · ,

έχουµε

|fn| − |f1| ≤ (fn − f1) ⇔ |fn| ≤ (fn − f1) + |f1| , για κάθε n ∈ N∗ .

Εποµένως, ∫
E
|fn| dm ≤

∫
E
(fn − f1) dm+

∫
E
|f1| dm

=

∫
E
fn dm−

∫
E
f1 dm+

∫
E
|f1| dm

=

∫
E
fn dm+

∫
E
(|f1| − f1) dm

≤M1 +

∫
E
(|f1| − f1) dm

και κατά συνέπεια supn∈N
∫
E |fn| dm <∞.
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(4) ⇒ (1) ΄Εστω M2 := supn∈N
∫
E |fn| dm < ∞. Είναι |fn − f1| ≤ |fn| +

|f1|, οπότε∫
E
|fn − f1| dm ≤

∫
E
|fn| dm+

∫
E
|f1| dm ≤M2 +

∫
E
|f1| dm =M3

Επειδή fn − f1 ↗ f − f1, από το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης∫
E
(f − f1) dm = lim

n→∞

∫
E
(fn − f1) dm ≤M3 ,

δηλαδή η (f − f1) είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη.
Εποµένως, επειδή limn→∞(f − fn) = 0 και

|f − fn| = f − fn ≤ f − f1 ,

όπου η (f − f1) είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη, από το ϑεώρηµα κυριαρ-
χηµένης σύγκλισης του Lebesgue

lim
n→∞

∫
E
|f − fn| dm = 0 .

�

4. ∆είξτε ότι

lim
n→∞

∫ 1

0

nx sinx

1 + nαxα
dx =


0 αν α > 1 ,

1− cos 1 αν α = 1 ,

∞ αν α < 1 .

Λύση. ΄Εστω

fn(x) :=
nx sinx

(1 + nαxα)
, x ∈ (0, 1], n ∈ N∗ και α ∈ R.

(i) α ≥ 1. 1ος τρόπος. Οι fn είναι συνεχείς στο [0, 1] και κατά συνέ-
πεια Riemann ολοκληρώσιµες στο [0, 1]. Εποµένως, οι fn είναι και
Lebesgue ολοκληρώσιµες στο [0, 1] και∫

[0,1]

nx sinx

1 + nαxα
dm(x) =

∫ 1

0

nx sinx

1 + nαxα
dx .
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Για κάθε x ∈ [0, 1] είναι∣∣∣∣ nx sinx1 + nαxα

∣∣∣∣ = nx sinx

1 + nαxα
≤ nx

1 + nαxα
< 1 .

(Είναι προϕανές ότι u < 1 + uα, για κάθε u ≥ 0)
Αν α > 1, επειδή για κάθε x ∈ [0, 1] είναι

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

nx sinx

1 + nαxα
= lim

n→∞

x sinx

1/n+ nα−1xα
= 0 ,

από το ϑεώρηµα φραγµένης σύγκλισης

lim
n→∞

∫ 1

0

nx sinx

1 + nαxα
dx = 0 .

Αν α = 1, επειδή για κάθε x ∈ [0, 1] είναι

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

nx sinx

1 + nx
= lim

n→∞

x sinx

1/n+ x
= sinx ,

από το ϑεώρηµα φραγµένης σύγκλισης

lim
n→∞

∫ 1

0

nx sinx

1 + nαxα
dx =

∫ 1

0
sinx dx = 1− cos 1 .

2ος τρόπος. Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα µέσης τιµής για το ολο-
κλήρωµα Riemann έχουµε∫ 1

0

nx sinx

1 + nαxα
dx =

nξ

1 + nαξα

∫ 1

0
sinx dx =

nξ

1 + nαξα
(1− cos 1) ,

για κάποιο ξ ∈ (0, 1). Τότε,

lim
n→∞

∫ 1

0

nx sinx

1 + nαxα
dx = (1− cos 1) lim

n→∞

nξ

1 + nαξα

=

0 αν α > 1 ,

1− cos 1 αν α = 1 .

(ii) α < 1. Οι fn είναι συνεχείς στο (0, 1] και

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

nx sinx

1 + nαxα
= lim

n→∞

x sinx

1/n+ nα−1xα
= ∞ ,
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για κάθε x ∈ (0, 1] (δηλαδή σ.π. στο [0, 1]). Εποµένως,

lim

∫
(0,1]

nx sinx

1 + nαxα
dm(x) ≥

∫
(0,1]

lim
nx sinx

1 + nαxα
dm(x)

(λήµµα Fatou)

=

∫
(0,1]

lim
n→∞

nx sinx

1 + nαxα
dm(x) = ∞

και κατά συνέπεια

lim
n→∞

∫
(0,1]

nx sinx

1 + nαxα
dm(x) = ∞ .

΄Αρα,

lim
n→∞

∫ 1

0

nx sinx

1 + nαxα
dx = ∞ .

5. Αν n ∈ N, χρησιµοποιώντας τη συνάρτηση γάµµα να αποδειχθεί ότι∫ ∞

0
t2ne−t2 dt =

(2n)!

22n+1n!

√
π

και στη συνέχεια να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα∫ ∞

0
e−t2 cos zt dt , z ∈ C .

Υπόδειξη. Εϕαρµογή του ϑεωρήµατος Beppo Levi.

Λύση. ΄Εχουµε∫ ∞

0
t2ne−t2 dt =

1

2

∫ ∞

0
un−1/2e−u du (αντικατάσταση t =

√
u)

=
1

2

∫ ∞

0
u(n+1/2)−1e−u du

=
1

2
Γ

(
n+

1

2

)
=

1

2

(
n− 1

2

)(
n− 3

2

)
· · · 3

2
· 1
2
Γ

(
1

2

)
=

1 · 3 · · · (2n− 3)(2n− 1)

2n+1
Γ

(
1

2

)
=

(2n)!

22n+1n!

√
π . (Γ

(
1
2

)
=

√
π)



148 Κεϕάλαιο 4. Λυµένες Ασκήσεις

Επειδή

e−t2 cos zt = e−t2
∞∑
n=0

(−1)n
(zt)2n

(2n)!
=

∞∑
n=0

(−1)n
z2n

(2n)!
t2ne−t2 ,

είναι
∞∑
n=0

∫ ∞

0

∣∣∣∣(−1)n
z2n

(2n)!
t2ne−t2

∣∣∣∣ dt = ∞∑
n=0

|z|2n

(2n)!

∫ ∞

0
t2ne−t2 dt

=
√
π

∞∑
n=0

|z|2n

22n+1n!
<∞ .

(Χρησιµοποιώντας το κριτήριο του λόγου εύκολα διαπιστώνεται ότι η σειρά∑∞
n=0

|z|2n
22n+1n!

συγκλίνει.) Εποµένως,∫ ∞

0
e−t2 cos zt dt =

∫ ∞

0

∞∑
n=0

(−1)n
z2n

(2n)!
t2ne−t2 dt

=
∞∑
n=0

(−1)n
z2n

(2n)!

∫ ∞

0
t2ne−t2 dt

(ϑεώρηµα Beppo Levi)

=

√
π

2

∞∑
n=0

(−1)n
z2n

22nn!

=

√
π

2

∞∑
n=0

(−z2/4)n

n!
=

√
π

2
e−z2/4 .

6. Αν fn(x) := cosn(1/x), n ∈ N∗, να αποδειχθεί ότι οι συναρτήσεις fn είναι
Lebesgue ολοκληρώσιµες στο [0, 1] και να υπολογιστεί το

lim
n→∞

∫ 1

0
cosn(1/x) dx .

Λύση. Οι συναρτήσεις fn είναι Riemann ολοκληρώσιµες σε κάθε κλειστό
υποδιάστηµα του (0, 1]. Επειδή

lim
x→0+

|cosn(1/x)|
1/
√
x

= lim
x→0+

√
x |cosn(1/x)| = 0
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και το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫ 1
0

1√
x
dx = 2 συγκλίνει, από το οριακό

κριτήριο σύγκρισης για γενικευµένα ολοκληρώµατα και το γενικευµένο
ολοκλήρωµα

∫ 1
0 |cosn(1/x)| dx ϑα συγκλίνει. Εποµένως, από γνωστό ϑε-

ώρηµα οι συναρτήσεις fn(x) = cosn(1/x) είναι Lebesgue ολοκληρώσιµες
στο [0, 1] και ∫

(0,1]
cosn(1/x) dm(x) =

∫ 1

0
cosn(1/x) dx .

Επειδή

|fn(x)| = |cosn(1/x)| ≤ 1, για κάθε x ∈ (0, 1] (δηλαδή σ.π. στο [0, 1])

και

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

cosn(1/x) = 0, για κάθε x ∈ (0, 1] (δηλαδή σ.π. στο [0, 1]),

από το ϑεώρηµα φραγµένης σύγκλισης

lim
n→∞

∫ 1

0
cosn(1/x) dx =

∫ 1

0

(
lim
n→∞

cosn(1/x)
)
dx = 0 .
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4.9 Ακαδηµαϊκό έτος 2008–9

ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

1η Σειρά Ασκήσεων στη Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση

1. ΄Εστω (X,M, µ) ένας χώρος µέτρου και έστω (An) ακολουθία µετρήσιµων
συνόλων. Ως γνωστόν

lim supAn :=

∞∩
n=1

∞∪
k=n

Ak και lim inf An :=

∞∪
n=1

∞∩
k=n

Ak .

Αν lim inf An = lim supAn = A, ϑα λέµε ότι η ακολουθία (An) συγκλίνει

στο A και ϑα γράϕουµε limAn = A.

(αʹ) Να αποδειχθεί ότι µ (lim inf An) ≤ lim inf µ (An).

(ϐʹ) Αν µ (
∪∞

k=1Ak) <∞, τότε µ (lim supAn) ≥ lim supµ (An).

(γʹ) Αν η ακολουθία (An) συγκλίνει και µ (
∪∞

k=1Ak) <∞, τότε

µ (limAn) = limµ (An) .

Λύση.

(αʹ) ΄Εστω Bn :=
∩∞

k=nAk. Επειδή Bn ⊆ An, είναι µ(Bn) ≤ µ(An) και
κατά συνέπεια

lim inf µ(Bn) ≤ lim inf µ(An) .

ΕπειδήBn ↗
∪∞

n=1Bn = lim inf An, από γνωστή ιδιότητα του µέτρου
έχουµε

lim
n→∞

µ(Bn) = µ (lim inf An) .

΄Αρα,

µ (lim inf An) = limµ(Bn) = lim inf µ(Bn) ≤ lim inf µ(An) .

(ϐʹ) Η απόδειξη είναι παρόµοια µε αυτή της (α΄).
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(γʹ) Επειδή lim inf An = lim supAn = limAn, από τις (α΄) και (ϐ΄) έχουµε

lim inf µ(An) ≥ µ (lim inf An) = µ (limAn)

= µ (lim supAn) ≥ lim supµ(An) .

΄Αρα,
limµ(An) = µ (limAn) .

2. ΄Εστω ο χώρος µέτρου (X,M, µ). Υποθέτουµε ότι για κάθε µετρήσιµο σύ-
νολο E ̸= ∅ είναι 0 < µ(E) <∞. Για κάθε x ∈ X έστω

α(x) = inf {µ(E) : E ∈ M, x ∈ E} .

(αʹ) Να αποδειχθεί ότι υπάρχει µοναδικό σύνολο Ax ∈ M, τέτοιο ώστε
x ∈ Ax και µ(Ax) = α(x).

(ϐʹ) Να αποδειχθεί ότι τα σύνολα {Ax} είτε είναι ίσα είτε ξένα ανά δύο.

Λύση.

(αʹ) Για κάθε n ∈ N∗ υπάρχει σύνολο An ∈ M, τέτοιο ώστε x ∈ An και

µ(An) < α(x) +
1

n
.

Επειδή x ∈
∩∞

n=1An και
∩∞

n=1An ⊆ An, είναι

α(x) ≤ µ

( ∞∩
n=1

An

)
≤ µ(An) < α(x) +

1

n
,

για κάθε n ∈ N∗. Εποµένως, α(x) = µ (
∩∞

n=1An). Αν Ax :=∩∞
n=1An, τότε x ∈ Ax, Ax ∈ M και µ(Ax) = α(x).

Αν Ax, A
′
x ∈ M, τέτοια ώστε x ∈ Ax, x ∈ A′

x και µ(Ax) = µ(A′
x) =

α(x), ϑα αποδείξουµε ότι Ax = A′
x. Πράγµατι, επειδή Ax∩A′

x ⊆ Ax,
είναι µ (Ax ∩A′

x) ≤ µ(Ax) και από τον ορισµό της α(x) έπεται ότι

α(x) = µ(Ax) = µ
(
Ax ∩A′

x

)
.
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΄Οµως Ax = (Ax \A′
x) ∪ (Ax ∩A′

x), οπότε

µ(Ax) = µ
(
Ax \A′

x

)
+ µ

(
Ax ∩A′

x

)
.

Εποµένως, µ (Ax \A′
x) = 0 και κατά συνέπεια Ax \ A′

x = ∅. Ισοδύ-
ναµα, Ax = A′

x.

(ϐʹ) Για x ̸= y ϑεωρούµε τα µετρήσιµα σύνολα Ax, Ay.
(i) Αν x ∈ Ay, τότε x ∈ Ax ∩ Ay. Επειδή Ax ∩ Ay ⊆ Ax, ϑα είναι
µ (Ax ∩Ay) ≤ µ(Ax) και από τον ορισµό της α(x) έπεται ότι

α(x) = µ(Ax) = µ (Ax ∩Ay) .

΄Οµως Ax = (Ax \Ay) ∪ (Ax ∩Ay), οπότε

µ(Ax) = µ (Ax \Ay) + µ (Ax ∩Ay) .

Εποµένως, µ (Ax \Ay) = 0 και αυτό συνεπάγεται ότι Ax \ Ay = ∅.
Ισοδύναµα, Ax = Ay.
(ii) Αν x /∈ Ay, τότε x ∈ Ax \ Ay. Επειδή Ax \ Ay ⊆ Ax, ϑα είναι
µ (Ax \Ay) ≤ µ(Ax) και από τον ορισµό της α(x) έπεται ότι

α(x) = µ(Ax) = µ (Ax \Ay) .

΄Οµως Ax = (Ax \Ay) ∪ (Ax ∩Ay), οπότε

µ(Ax) = µ (Ax \Ay) + µ (Ax ∩Ay) .

Εποµένως, µ (Ax ∩Ay) = 0 και αυτό συνεπάγεται ότι Ax ∩ Ay = ∅,
δηλαδή τα σύνολα Ax, Ay είναι ξένα µεταξύ τους.
Αποδείξαµε λοιπόν ότι για δύο οποιαδήποτε µετρήσιµα σύνολαAx, Ay,
είτε είναι Ax = Ay ή Ax ∩Ay = ∅.
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3. ΄Εστω E ⊂ R, µε m∗(E) < ∞ και έστω I1, I2, . . . , In διαστήµατα στο R
τέτοια ώστε

m∗

(
E △

n∪
k=1

Ik

)
<∞ .

Τότε, τα διαστήµατα I1, I2, . . . , In ϑα πρέπει να είναι φραγµένα.

Λύση. Είναι

E∪
n∪

k=1

Ik =

(
E △

n∪
k=1

Ik

)
∪

(
E ∩

n∪
k=1

Ik

)
=

(
E △

n∪
k=1

Ik

)
n∪

k=1

(E ∩ Ik)

και εποµένως

m∗

(
E ∪

n∪
k=1

Ik

)
≤ m∗

(
E △

n∪
k=1

Ik

)
+

n∑
k=1

m∗ (E ∩ Ik) .

Υποθέτουµε ότι κάποιο από τα διαστήµατα I1, I2, . . . , In δεν είναι φραγµέ-
νο. ΄Εστω m∗ (Ik) = ∞, για κάποιο k, 1 ≤ k ≤ n. Τότε

m∗

(
E ∪

n∪
k=1

Ik

)
= ∞ και m∗

(
E △

n∪
k=1

Ik

)
+

n∑
k=1

m∗ (E ∩ Ik) <∞ .

΄Ατοπο. ΄Αρα, όλα τα διαστήµατα I1, I2, . . . , In ϑα πρέπει να είναι φραγµένα.

4. ∆είξτε ότι για κάθε A,B ⊆ R,

m∗ (A ∪B) +m∗ (A ∩B) ≤ m∗(A) +m∗(B) .

Υπόδειξη. Είναι γνωστό ότι αν τα σύνολα E,F ⊆ R είναι Lebesgue µετρή-
σιµα, τότε

m (E ∪ F ) +m (E ∩ F ) = m(E) +m(F ) .

Λύση. Η ανισότητα προϕανώς ισχύει αν m∗(A) = ∞ ή m∗(B) = ∞.
Υποθέτουµε ότι m∗(A) <∞ και m∗(B) <∞. ΄Εστω ε > 0. Επειδή

m∗(A) = inf {m∗(G) : A ⊆ G, G είναι ανοικτό σύνολο} ,
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υπάρχει ανοικτό σύνολο G1 ⊇ A, τέτοιο ώστε

m∗(G1) < m∗(A) + ε/2 .

Παρόµοια, υπάρχει ανοικτό σύνολο G2 ⊇ B, τέτοιο ώστε

m∗(G2) < m∗(B) + ε/2 .

Εποµένως,
m∗(G1) +m∗(G2) < m∗(A) +m∗(B) + ε ,

όπου ταG1, G2 ⊆ R είναι ανοικτά σύνολα, µεG1 ⊇ A καιG2 ⊇ B. Επειδή
τα σύνολα G1, G2 είναι Lebesgue µετρήσιµα,

m∗ (G1 ∪G2) +m∗ (G1 ∩G2) = m∗(G1) +m∗(G2)

και από την προηγούµενη ανισότητα έχουµε

m∗ (G1 ∪G2) +m∗ (G1 ∩G2) < m∗(A) +m∗(B) + ε .

΄Οµως A ∪B ⊆ G1 ∪G2 και A ∩B ⊆ G1 ∩G2, οπότε

m∗ (A ∪B) ≤ m∗ (G1 ∪G2) και m∗ (A ∩B) ≤ m∗ (G1 ∩G2) .

΄Αρα,
m∗ (A ∪B) +m∗ (A ∩B) < m∗(A) +m∗(B) + ε .

Επειδή η παραπάνω ανισότητα ισχύει για κάθε ε > 0, τελικά έχουµε

m∗ (A ∪B) +m∗ (A ∩B) ≤ m∗(A) +m∗(B) .

5. ΄Εστω S ⊂ R ένα φραγµένο σύνολο.

(αʹ) Αν
f(x) := m∗ (S ∩ (−x, x)) , x ≥ 0 ,

να αποδειχθεί ότι η f είναι αύξουσα και συνεχής.
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(ϐʹ) Να αποδειχθεί ότι υπάρχει διάστηµα I = (−x0, x0) (το 0 είναι το µέσο
του διαστήµατος), τέτοιο ώστε

m∗ (S ∩ I) = m∗ (S ∩ Ic) = 1

2
m∗(S) .

Παρατήρηση. Επειδή για κάθε σύνολο A ⊆ R και για κάθε x ∈ R
είναι m∗(A+ x) = m∗(A), η άσκηση 5(ϐ΄) γενικεύεται ως εξής :
Κάθε x ∈ R είναι το µέσο ενός ανοικτού διαστήµατος I, που είναι
τέτοιο ώστε

m∗ (S ∩ I) = m∗ (S ∩ Ic) = 1

2
m∗(S) .

Λύση. Αν m∗(S) = 0, η απόδειξη είναι προϕανής. Υποθέτουµε λοιπόν ότι
0 < m∗(S) <∞.

(αʹ) Αν y > x ≥ 0, είναι S ∩ (−y, y) ⊇ S ∩ (−x, x) και εποµένως

f(y) = m∗ (S ∩ (−y, y)) ≥ m∗ (S ∩ (−x, x)) = f(x) ,

δηλαδή η f είναι αύξουσα. Επειδή

S ∩ (−y, y) = (S ∩ (−y, −x]) ∪ (S ∩ (−x, x)) ∪ (S ∩ [x, y)) ,

είναι

f(y) = m∗ (S ∩ (−y, y))

≤ m∗ (S ∩ (−y, −x]) +m∗ (S ∩ (−x, x)) +m∗ (S ∩ [x, y))

≤ m∗ ((−y, −x]) +m∗ (S ∩ (−x, x)) +m∗ ([x, y))

= (−x+ y) + f(x) + (y − x)

και εποµένως
0 ≤ f(y)− f(x) ≤ 2(y − x) .

Αν x > y ≥ 0, παρόµοια έχουµε 0 ≤ f(x)− f(y) ≤ 2(x− y). ΄Αρα,

|f(x)− f(y)| ≤ 2|x− y| ,

δηλαδή η f είναι οµοιόµορϕα συνεχής.
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(ϐʹ) Επειδή η f είναι συνεχής µε

0 ≤ f(x) = m∗ (S ∩ (−x, x)) ≤ m∗(S) , για κάθε x ≥ 0 ,

το πεδίο τιµών της f είναι το κλειστό και φραγµένο διάστηµα [0, m∗(S)].
Από το ϑεώρηµα Bolzano(ή ενδιάµεσης τιµής ), υπάρχει x0 > 0 τέτοιο
ώστε f(x0) = m∗(S)/2. Ισοδύναµα, αν I = (−x0, x0), τότε

m∗(S ∩ I) = 1

2
m∗(S) .

Επειδή ως γνωστόν κάθε διάστηµα είναι Lebesgue µετρήσιµο σύνολο,
είναι

m∗(S ∩ I) +m∗(S ∩ Ic) = m∗(S)

και εποµένως

m∗(S ∩ Ic) = m∗(S)−m∗(S ∩ I) = 1

2
m∗(S) .

6. ΄Εστω Ca, 0 < a < 1, το γενικευµένο σύνολο Cantor. Υπάρχει ακολουθία
διαστηµάτων (Jn), µε

∑∞
n=1m(Jn) < ∞, τέτοια ώστε κάθε σηµείο του

συνόλου Ca να ανήκει σε άπειρα το πλήθος διαστήµατα Jn;

Λύση. Επειδή
∑∞

n=1m(Jn) <∞, από το λήµµα Borel- Cantelli το σύνολο
των σηµείων που ανήκουν σε άπειρα το πλήθος διαστήµατα Jn, δηλαδή το
lim sup Jn :=

∩∞
n=1

∪∞
k=n Jk, έχει µέτρο µηδέν.

Υποθέτουµε ότι κάθε σηµείο του συνόλου Ca ανήκει σε άπειρα το πλήθος
διαστήµατα Jn, δηλαδή ότι Ca ⊆ lim sup Jn. Επειδή m (lim sup Jn) = 0,
ϑα είναι και m (Ca) = 0. ΄Ατοπο, επειδή ως γνωστόν m (Ca) = 1− a > 0.
΄Αρα, δεν υπάρχει ακολουθία διαστηµάτων (Jn), µε

∑∞
n=1m (Jn) < ∞,

τέτοια ώστε κάθε σηµείο το συνόλου Ca να ανήκει σε άπειρα το πλήθος
διαστήµατα Jn.

7. ΄Εστω G το σύνολο των πραγµατικών αριθµών x ∈ [0, 1], τέτοια ώστε

x =
c1
5

+
c2
52

+ · · ·+ cn
5n

+ · · · ,



4.9 Ακαδηµαϊκό έτος 2008–9 157

όπου cn = 0 ή 4 για κάθε n ∈ N∗. ∆είξτε ότι m(G) = 0.

Λύση. Εργαζόµαστε παρόµοια µε την κατασκευή του συνόλου Cantor.
∆ιαιρούµε το διάστηµα [0, 1] σε πέντε ίσα υποδιαστήµατα και αϕαιρούµε
το ανοικτό διάστηµα I1,1 = (1/5, 4/5) µήκους 3/5. Ας σηµειωθεί ότι

1

5
=

4

52
+

4

53
+ · · ·+ 4

5n
+ · · · .

Αν A1 := I1,1, είναι m(A1) = 3/5.
Στο δεύτερο ϐήµα διαιρούµε καθένα από τα διαστήµατα [0, 1/5], [4/5, 1]

σε πέντε ίσα υποδιαστήµατα και αϕαιρούµε τα ανοικτά υποδιαστήµατα
I2,1 = (1/25, 4/25), I2,2 = (21/25, 24/25) που είναι ξένα µεταξύ τους και
το καθένα έχει µήκος 3/25 = 3/52. Αν A2 := I2,1 ∪ I2,2, είναι m(A2) =

2
(
3/52

)
.

Συνεχίζοντας τη διαδικασία, στο n-οστό ϐήµα αϕαιρούµε 2n−1 το πλήθος
ανοικτά διαστήµατα, τα

In,1, In,2, . . . , In,2n−1 ,

που είναι ξένα ανά δύο και το καθένα έχει µήκος 3/5n. ΑνAn :=
∪2n

k=1 In,k,
είναι m(An) = 2n−1 (3/5n).
΄Αρα,

G = [0, 1] \
∞∪
n=1

An

και

m(G) = 1−
∞∑
n=1

m(An)

= 1−
∞∑
n=1

2n−1 3

5n

= 1− 3

2

∞∑
n=1

(
2

5

)n

= 1− 3

2
· 2/5

1− 2/5
= 0 .
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2η Σειρά Ασκήσεων στη Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση

1. ΄Εστω η ακολουθία συναρτήσεων (fn) στο [0, 1] µε

fn(x) =


0 αν x = 0 ,

n αν 0 < x ≤ 1/n ,

1/n αν 1/n < x ≤ 1 .

Να εξεταστεί αν οι fn είναι µετρήσιµες συναρτήσεις και να υπολογιστεί το
limn→∞ fn(x), για κάθε x ∈ [0, 1]. Να αποδειχθεί ότι για κάθε µετρήσιµο
σύνολο E ⊂ [0, 1] µε m(E) = 1, η ακολουθία (fn) δεν συγκλίνει οµοιό-
µορϕα στο E.
Υπόδειξη. Αν το E ⊂ [0, 1] είναι µετρήσιµο σύνολο µε m(E) = 1, τότε το E
είναι σύνολο πυκνό στο [0, 1].

Λύση. Η fn, n ∈ N∗, είναι συνεχής σ.π. στο [0, 1] και κατά συνέπεια είναι
µετρήσιµη συνάρτηση. Είναι προϕανές ότι limn→∞ fn(x) = 0, για κάθε
x ∈ [0, 1].
Επειδή το σύνολο E ⊂ [0, 1] είναι πυκνό στο [0, 1], από τον ορισµό της fn
έχουµε ότι

max {fn(x) : x ∈ E} = n .

Εποµένως η ακολουθία (fn) δεν συγκλίνει οµοιόµορϕα στο E. Για να
συγκλίνει η fn οµοιόµορϕα στο 0, ϑα πρέπει να είναι

lim
n→∞

max {fn(x) : x ∈ E} = 0 .

2. ΄Εστω η συνάρτηση f : [0, 1] → R µε

f(x) =


0 αν x είναι ϱητός ,

n αν x είναι άρρητος και στο δεκαδικό ανάπτυγµα του x

τα πρώτα n ψηϕία είναι µηδέν ,
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και η συνάρτηση g : (0, 1] → R µε

g(x) =

n αν 10−(n+1) ≤ x < 10−n, n = 0, 1, 2, . . . ,

0 αν x = 1 .

Να αποδειχθεί ότι οι συναρτήσεις f, g είναι µετρήσιµες και να υπολογιστούν
τα ολοκληρώµατα

∫
[0,1] f dm,

∫
[0,1] g dm.

Λύση. Είναι 0 ≤ f(x) ≤ g(x), για κάθε x ∈ (0, 1] και f(x) = g(x)

σ.π. στο [0, 1]. Η g είναι συνεχής σχεδόν παντού στο [0, 1] και εποµένως
είναι µετρήσιµη συνάρτηση. Επειδή f(x) = g(x) σ.π. στο [0, 1], η f είναι
µετρήσιµη συνάρτηση και έχουµε∫

[0,1]
f dm =

∫
[0,1]

g dm =

∫
∪∞

n=0[10
−(n+1), 10−n)

g dm

=

∞∑
n=0

∫
[10−(n+1), 10−n)

g dm

=
∞∑
n=0

n

(
1

10n
− 1

10n+1

)

=

∞∑
n=0

9n

10n+1
= 9

∞∑
n=1

n

10n+1
.

Για τον υπολογισµό του αθροίσµατος της σειράς παρατηρούµε ότι µε πα-
ϱαγώγιση της γεωµετρικής σειράς

∑∞
n=0 x

n = 1
1−x , |x| < 1, προκύπτει ότι∑∞

n=1 nx
n−1 = 1

(1−x)2
, |x| < 1. Εποµένως, για x = 1/10 είναι

∞∑
n=1

n

10n−1
=

102

92
.

΄Αρα, ∫
[0,1]

f dm =

∫
[0,1]

g dm =
9

102

∞∑
n=1

n

10n−1
=

1

9
.

3. Αν f ∈ L1 (R) και En = {x : f(x) > nλ}, όπου λ > 0 και n = 1, 2, 3, . . .,
να αποδειχθεί ότι

lim
n→∞

∫
En

f dm = 0 και m(En) = o(n−1) .
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Λύση. Ως γνωστόν, το φ : M → [0,∞] µε φ(E) =
∫
E f

+ dm, E ∈ M, είναι
ένα σ-αθροιστικό ϑετικό µέτρο στη σ-άλγεβρα M των Lebesgue µετρήσιµων
συνόλων.
Από την υπόθεση, η (En) είναι φθίνουσα ακολουθία µετρήσιµων συνόλων
µε
∩∞

n=1En = {x : f(x) = ∞}. Επειδή η f ∈ L1 (R), είναι

m ({x : |f(x)| = ∞}) = 0 και φ(E1) =

∫
E1

f dm <∞.

Εποµένως m (
∩∞

n=1En) = 0 και κατά συνέπεια

φ

( ∞∩
n=1

En

)
=

∫
∩∞

n=1 En

f dm = 0 .

΄Αρα,

lim
n→∞

φ(En) = φ

( ∞∩
n=1

En

)
= 0 και ισοδύναµα lim

n→∞

∫
En

f dm = 0 .

Επίσης, η ανισότητα του Chebyshev

m(En) ≤
1

nλ

∫
En

f dm

συνεπάγεται ότι limn→∞ nm(En) = 0 και ισοδύναµα m(En) = o
(
n−1

)
.

4. Να υπολογιστεί το όριο

lim
n→∞

∫ 1

0

1 + nx

(1 + x)n
dx .

Λύση. Επειδή η ακολουθία συναρτήσεων fn(x) := 1+nx
(1+x)n είναι Riemann

ολοκληρώσιµη στο [0, 1], ϑα είναι και Lebesgue ολοκληρώσιµη στο [0, 1].
Είναι (1 + x)n ≥ 1 + nx, για κάθε x ≥ 0 και εποµένως

0 < fn(x) ≤ 1 , για κάθε x ∈ [0, 1] .
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Επίσης έχουµε

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

1 + nx

(1 + x)n

= lim
t→∞

1 + tx

(1 + x)t

= lim
t→∞

x

(1 + x)t ln(1 + x)
= 0 , (κανόνας L’Hôpital)

για κάθε x ∈ (0, 1]. ΄Αρα, από το ϑεώρηµα φραγµένης σύγκλισης

lim
n→∞

∫ 1

0

1 + nx

(1 + x)n
dx =

∫ 1

0

(
lim
n→∞

1 + nx

(1 + x)n

)
dx = 0 .

5. ΄Εστω η συνάρτηση f(x) =
∑∞

n=1 xn
−ae−nx, x ∈ [0,∞), όπου a ∈ R.

(αʹ) Να ϐρεθούν οι τιµές του a ∈ R για τις οποίες η f είναι συνεχής στο
[0,∞).

(ϐʹ) Να ϐρεθούν οι τιµές του a ∈ R για τις οποίες η f ∈ L1 [0,∞) και να
υπολογιστεί το ολοκλήρωµα∫

[0,∞)
f(x) dm(x) .

Λύση. Αν fn(x) = xn−ae−nx, η (fn) είναι ακολουθία συνεχών και µη
αρνητικών συναρτήσεων στο [0,∞).

(αʹ) Επειδή για κάθε t > 0 είναι e−t < t−1, έχουµε

xn−ae−nx < n−(1+a) , για κάθε x ≥ 0.

Ως γνωστόν η σειρά
∑∞

n=1 n
−(1+a) συγκλίνει αν και µόνο αν a > 0. Ε-

ποµένως, από τοM -κριτήριο του Weierstrass η σειρά
∑∞

n=1 xn
−ae−nx

συγκλίνει οµοιόµορϕα στο [0,∞) για a > 0 και κατά συνέπεια η f

είναι συνεχής στο [0,∞).
Αν a ≤ 0, για x > 0 έχουµε

f(x) =
∞∑
n=1

xn−ae−nx ≥
∞∑
n=1

xe−nx = x
∞∑
n=1

(e−x)n =
xe−x

1− e−x
.
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Επειδή

f(0) = 0 και lim
x→0+

xe−x

1− e−x
= 1

η f δεν είναι συνεχής στο 0.

΄Αρα, η f είναι συνεχής στο [0,∞) για a > 0.

(ϐʹ) Είναι∫
[0,∞)

f(x) dm(x) =
∞∑
n=1

n−a

∫ ∞

0
xe−nx dx

=

∞∑
n=1

n−a

(
− 1

n
lim
x→∞

xe−nx +
1

n

∫ ∞

0
e−nx dx

)
(παραγοντική ολοκλήρωση)

=

∞∑
n=1

n−a 1

n2
=

∞∑
n=1

n−(2+a) .

Η σειρά
∑∞

n=1 n
−(2+a) συγκλίνει αν και µόνο αν a > −1. Εποµένως,

η f ∈ L1 [0,∞) αν και µόνο αν a > −1 και είναι∫
[0,∞)

f(x) dm(x) =
∞∑
n=1

n−(2+a) .

6. ΄Εστω η µετρήσιµη συνάρτηση f : E ⊂ R → R, όπου E ∈ M µε m(E) <

∞. Αν το limn→∞
∫
E f

n dm υπάρχει και είναι πεπερασµένο, να αποδειχθεί
ότι

lim
n→∞

∫
E
fn dm = m ({x ∈ E : f(x) = 1}) .

Υπόδειξη. ΄Εστω

E1 = {x ∈ E : f(x) = 1} , E2 = {x ∈ E : f(x) > 1} ,

E3 = {x ∈ E : f(x) = −1} , E4 = {x ∈ E : f(x) < −1} ,

E5 = {x ∈ E : |f(x)| < 1} .

Λύση. Επειδή από την υπόθεση το όριο limn→∞
∫
E f

n dm υπάρχει και
είναι πεπερασµένο, υπάρχει n0 ∈ N∗ τέτοιο ώστε για κάθε n ≥ n0 το
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ολοκλήρωµα
∫
E f

n dm υπάρχει και είναι πεπερασµένο. Εποµένως για
κάθε n ≥ n0 είναι ∫

E
fn dm = m(E1) +

5∑
i=2

∫
Ei

fn dm .

Στο µετρήσιµο σύνολο E2 η (fn) είναι αύξουσα ακολουθία µετρήσιµων
συναρτήσεων µε fn > 1. Αν m(E2) > 0, από το ϑεώρηµα µονότονης
σύγκλισης έχουµε

lim
n→∞

∫
E2

fn dm =

∫
E2

(
lim
n→∞

fn
)
dm = ∞ ·m(E2) = ∞ .

Θα πρέπει λοιπόν να είναι m(E2) = 0.
Στο µετρήσιµο σύνολο E5 είναι |fn| < 1 και limn→∞ fn = 0. Εποµένως
από το ϑεώρηµα φραγµένης σύγκλισης είναι

lim
n→∞

∫
E5

fn dm =

∫
E5

(
lim
n→∞

fn
)
dm = 0 .

Τέλος αν m(E3) > 0 και m(E4) > 0, τότε∫
E3

fn dm = (−1)nm(E3) και
∫
E4

fn dm = (−1)n
∫
E4

|f |n dm .

Εποµένως για να υπάρχει το limn→∞
∫
E f

n dm ϑα πρέπει να είναιm(E3) =

m(E4) = 0.
΄Αρα αν το limn→∞

∫
E f

n dm υπάρχει και είναι πεπερασµένο, τότε

lim
n→∞

∫
E
fn dm = m ({x ∈ E : f(x) = 1}) .

7. ΄Εστω E ∈ M µε m(E) < ∞. Αν τα A,B είναι µετρήσιµα υποσύνολα του
E, λέµε ότι το A είναι ισοδύναµο του B, συµβολισµός A ∼ B, αν

m(A△B) = m (A \B) +m (B \A) = 0 .

Τότε ῾῾∼᾿᾿ είναι µία σχέση ισοδυναµίας. Συµβολίζουµε µε X τις κλάσεις
ισοδυναµίας των µετρήσιµων υποσυνόλων του E. Αν A είναι µετρήσιµο
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υποσύνολο του E, [A] = {C ⊆ E , C ∈ M : C ∼ A} είναι η κλάση ισοδυ-
ναµίας του A. Ορίζουµε

d([A], [B]) := m(A△B) .

(αʹ) Να αποδειχθεί ότι

d([A], [B]) =

∫
E

∣∣∣χ
A
−χ

B

∣∣∣ dm
και ότι ο (X, d) είναι ένας µετρικός χώρος.

(ϐʹ) Αν ([An]) είναι ακολουθία Cauchy του X, limm,n→∞ d([Am], [An]) =

0, να αποδειχθεί ότι υπάρχει [A] ∈ X τέτοιο ώστε limn→∞ d([An], [A]) =

0. ∆ηλαδή ο µετρικός χώρος (X, d) είναι πλήρης.

Λύση.

(αʹ) Είναι∫
E

∣∣∣χ
A
−χ

B

∣∣∣ dm =

∫
E
χA△B dm = m(A△B) = d([A], [B]) .

Είναι προϕανές ότι d([A], [B]) ≥ 0 και d([A], [B]) = 0 αν και µόνο αν
A ∼ B, δηλαδή [A] = [B]. Επίσης d([A], [B]) = d([B], [A]) και

d([A], [C]) =

∫
E

∣∣∣χ
A
−χ

C

∣∣∣ dm
=

∫
E

∣∣∣(χ
A
−χ

B

)
+
(
χ

B
−χ

C

)∣∣∣ dm
≤
∫
E

∣∣∣χ
A
−χ

B

∣∣∣ dm+

∫
E

∣∣∣χ
B
−χ

C

∣∣∣ dm
= d([A], [B]) + d([B], [C]) .

(ϐʹ) ΄Εστω

lim
m,n→∞

d([Am], [An]) = lim
m,n→∞

∫
E

∣∣∣χAm
−χ

An

∣∣∣ dm = 0 .
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Επειδή
∫
E χAn

dm = m(An) < ∞, χ
An

∈ L1(E) και ως γνωστόν ο
χώρος L1(E) είναι πλήρης. Εποµένως υπάρχει συνάρτηση f ∈ L1(E)

τέτοια ώστε
lim
n→∞

∫
E

∣∣∣χAn
− f

∣∣∣ dm = 0 .

− Θα αποδείξουµε πρώτα ότι |f | ≤ 2 σ.π. στο E. Πράγµατι, επειδή

{|f | > 2} ⊂
{∣∣∣f −χ

An

∣∣∣ > 1
}
,

έχουµε

m({x ∈ E : |f(x)| > 2}) ≤ m
({
x ∈ E :

∣∣∣f(x)−χ
An

(x)
∣∣∣ > 1

})
≤
∫
E

∣∣∣f −χ
An

∣∣∣ dm −−−→
n→∞

0 .

(ανισότητα Chebyshev)

Εποµένως m({x ∈ E : |f(x)| > 2}) = 0 και αυτό συνεπάγεται ότι
|f | ≤ 2 σ.π. στο E.

− Αποδεικνύουµε στη συνέχεια ότι limn→∞
∫
E

∣∣∣χAn
− f2

∣∣∣ dm = 0.
Είναι ∫

E

∣∣∣χAn
− f2

∣∣∣ dm =

∫
E

∣∣∣χ2
An

− f2
∣∣∣ dm (χ2

An
= χ

An
)

=

∫
E

∣∣∣χAn
− f

∣∣∣ ∣∣∣χAn
+ f

∣∣∣ dm
≤
∫
E

∣∣∣χAn
− f

∣∣∣ (χAn
+ |f |

)
dm

≤ 3

∫
E

∣∣∣χAn
− f

∣∣∣ dm ,

οπότε και
lim
n→∞

∫
E

∣∣∣χAn
− f2

∣∣∣ dm = 0 .

− Επειδή

lim
n→∞

∫
E

∣∣∣χAn
− f

∣∣∣ dm = lim
n→∞

∫
E

∣∣∣χAn
− f2

∣∣∣ dm = 0 ,
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και ∫
E
|f − f2| dm =

∫
E

∣∣∣(f −χ
An

)
+
(
χ

An
− f2

)∣∣∣ dm
≤
∫
E

∣∣∣χAn
− f

∣∣∣ dm+

∫
E

∣∣∣χAn
− f2

∣∣∣ dm
συµπεραίνουµε ότι

∫
E |f − f2| dm = 0. Εποµένως f2 = f σ.π. στο

E και αυτό συνεπάγεται ότι f = χ
A
σ.π. στο E, όπου A µετρήσιµο

υποσύνολο του E. ΄Αρα,

lim
n→∞

∫
E

∣∣∣χAn
−χ

A

∣∣∣ dm = 0

και κατά συνέπεια limn→∞ d([An], [A]) = 0.
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4.10 Ακαδηµαϊκό έτος 2007–8

ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

1η Σειρά Ασκήσεων στη Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση

1. Για κάθε A ⊆ N, έστω

µ(A) =


∑

n∈A 2−n αν το A είναι πεπερασµένο ,

∞ αν το A είναι απειροσύνολο .

(αʹ) Αν P (N) είναι το δυναµοσύνολο του N, να αποδειχθεί ότι το µ είναι
ένα πεπερασµένα αθροιστικό ϑετικό µέτρο στη σ- άλγεβρα P (N) του
N. Είναι το µ ένα σ- αθροιστικό ϑετικό µέτρο;

(ϐʹ) Είναι limn→∞ µ (An) = µ (
∪∞

n=1An), για κάθε αύξουσα ακολουθία
(An) υποσυνόλων του N;

Λύση.

(αʹ) ΄Εστω A1, . . . , AN ξένα ανά δύο υποσύνολα του N και έστω A =∪N
n=1An. Αν κάθε An είναι πεπερασµένο σύνολο, τότε και το A είναι

πεπερασµένο σύνολο οπότε

µ (A) =
∑

k∈
∪N

n=1 An

2−k =
N∑

n=1

∑
k∈An

2−k =
N∑

n=1

µ (An) .

∆ιαϕορετικά, αν ένα τουλάχιστον από τα An είναι απειροσύνολο, τότε
το A είναι απειροσύνολο και

∑N
n=1 µ (An) = µ (A) = ∞. ∆ηλαδή το

µ είναι ένα πεπερασµένα αθροιστικό ϑετικό µέτρο.
Επειδή N =

∪∞
n=0 {n} και

∞∑
n=0

µ ({n}) =
∞∑
n=0

2−n = 2 <∞ = µ (N) ,

το µ δεν είναι σ- αθροιστικό ϑετικό µέτρο.
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(ϐʹ) ΄Εστω An := {1, 2, . . . , n}. Είναι An ⊂ An+1, δηλαδή η ακολουθία
(An) είναι αύξουσα µε

µ (An) =
∑
k∈An

2−k =
n∑

k=1

2−k .

Εποµένως limn→∞ µ (An) =
∑∞

k=1 2
−k = 1. Επειδή µ (

∪∞
n=1An) =

µ (N∗) = ∞, είναι

µ

( ∞∪
n=1

An

)
̸= lim

n→∞
µ (An) .

2. Υποθέτουµε ότι (An) είναι µια ακολουθία µετρήσιµων συνόλων στο χώρο
µέτρου (X,M, µ), τέτοια ώστε µ (

∪∞
n=1An) < ∞ και inf

n∈N
µ (An) = α ≥ 0.

∆είξτε ότι το σύνολο των σηµείων που ανήκουν σε άπειρο το πλήθος An,
δηλαδή το limAn, είναι µετρήσιµο και ότι µ

(
limAn

)
≥ α.

Λύση. Επειδή An ∈ M, για κάθε n ∈ N∗, το

limAn =
∞∩
n=1

∞∪
k=n

Ak ∈ M .

Αν Bn :=
∪∞

k=nAk, η (Bn) είναι ακολουθία µετρήσιµων συνόλων µε Bn ⊇
Bn+1, για κάθε n ∈ N∗ και µ(B1) = µ (

∪∞
k=1Ak) < ∞ . Επειδή Bn =∪∞

k=nAk ⊇ An, ϑα είναι µ(Bn) ≥ µ(An) ≥ α και εποµένως

µ
(
limAn

)
= µ

( ∞∩
n=1

Bn

)
= lim

n→∞
µ(Bn) ≥ limµ(An) ≥ α.

3. ΄Εστω E ⊂ R. Να αποδειχθεί ότι m∗(E) = 0 αν και µόνο αν υπάρχει
ακολουθία διαστηµάτων (In) τέτοια ώστε

∑∞
n=1 ℓ(In) <∞ και κάθε σηµείο

του E ανήκει σε άπειρα το πλήθος In.
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Απόδειξη. ΄Εστω m∗(E) = 0. Τότε για κάθε k ∈ N∗ υπάρχουν διαστήµατα
(Jk,i) τέτοια ώστε

E ⊆
∞∪
i=1

Jk,i και
∞∑
i=1

ℓ (Jk,i) <
1

2k
.

Επειδή E ⊆
∪∞

i=1 Jk,i, κάθε x ∈ E ανήκει σε ένα τουλάχιστον διάστηµα
Jk,i, για κάθε k ∈ N∗. Εποµένως, κάθε x ∈ E ανήκει σε άπειρα το πλήθος
Jk,i, i, k = 1, 2, 3, . . . . Αν (In) είναι η ακολουθία όλων των διαστηµάτων
Jk,i, i, k = 1, 2, 3, . . . , κάθε σηµείο του E ανήκει σε άπειρα το πλήθος In
και

∞∑
n=1

ℓ(In) =

∞∑
k=1

∞∑
i=1

ℓ (Jk,i) ≤
∞∑
k=1

1

2k
= 1 <∞ .

Αντίστροϕα, υποθέτουµε ότι
∑∞

n=1 ℓ(In) < ∞ και ότι κάθε σηµείο του
E ανήκει σε άπειρα το πλήθος In. Επειδή

∑∞
n=1 ℓ(In) < ∞ (η σειρά

συγκλίνει), είναι limN→∞
∑∞

n=N ℓ(In) = 0. Εποµένως, για κάθε ε > 0

υπάρχει N ∈ N∗ τέτοιο ώστε
∑∞

n=N ℓ(In) < ε. Επειδή κάθε σηµείο του E
ανήκει σε άπειρα το πλήθος In,

E ⊆
∞∪

n=N

In και
∞∑

n=N

ℓ(In) < ε .

΄Αρα, m∗(E) = 0.
Σηµείωση. Το αντίστροϕο είναι άµεση συνέπεια του λήµµατος των Borel-
Cantelli. Πράγµατι, επειδή

∑∞
n=1m(In) =

∑∞
n=1 ℓ(In) < ∞, το σύνολο

των σηµείων που ανήκουν σε άπειρα το πλήθος In έχει µέτρο µηδέν. ΄Αρα,
m(E) = 0. �

4. ΄Εστω En = (0, xn), όπου

xn =
2

1
· 2
3
· 4
3
· 4
5
· · · 2n

2n− 1
· 2n

2n+ 1
.

Να αποδειχθεί ότι
∪∞

n=1En είναι ένα Lebesgue µετρήσιµο σύνολο και να
υπολογιστεί το m (

∪∞
n=1En).
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Υπόδειξη. Ως γνωστόν,

lim
n→∞

(2 · 4 · 6 · · · (2n))2

(1 · 3 · 5 · · · (2n− 1))2
1

2n+ 1
=
π

2
. (τύπος του Wallis)

Λύση. Η ακολουθία (xn) είναι γνήσια αύξουσα. Πράγµατι,

xn+1 =
2

1
· 2
3
· 4
3
· 4
5
· · · 2n

2n− 1
· 2n

2n+ 1
· 2n+ 2

2n+ 1
· 2n+ 2

2n+ 3

= xn
(2n+ 2)2

(2n+ 1)(2n+ 3)
> xn .

Από τον τύπο του Wallis είναι limn→∞ xn = π/2 και εποµένως
∪∞

n=1En =

(0, π/2). ∆ηλαδή
∪∞

n=1En είναι ένα Lebesgue µετρήσιµο σύνολο και
En ↗

∪∞
n=1En. Είναι

π

2
= m

( ∞∪
n=1

En

)
= lim

n→∞
m(En) = lim

n→∞
xn .

5. ΄Εστω S το σύνολο των πραγµατικών αριθµών στο [0, 1], τέτοιο ώστε x ∈ S αν
και µόνο αν στο δεκαδικό ανάπτυγµα του x εµϕανίζεται είτε το ψηϕίο 2 ή
το ψηϕίο 7. Να αποδειχθεί ότι το S είναι κλειστό σύνολο και να υπολογιστεί
το µέτρο Lebesgue του S.

Λύση. Αϕαιρούµε από το διάστηµα (0, 1) τα ανοικτά υποδιαστήµατα

(0, 0.2) , (0.3, 0.7) = (0.3, 0.5) ∪ [0.5, 0.7) και (0.8, 1) .

Ας σηµειωθεί ότι στο δεκαδικό ανάπτυγµα το 0.3 = 0.2999 · · · και το 0.8 =

0.7999 · · · .

∆ηλαδή αϕαιρούνται 22 ξένα ανά δύο διαστήµατα µήκους 0.2 = 2×10−1 το
καθένα. Το άθροισµα των µηκών των διαστηµάτων που αϕαιρούνται είναι
23×10−1. Οι πραγµατικοί αριθµοί στο [0, 1] που το πρώτο δεκαδικό ψηϕίο
τους είναι 2 ή 7 ανήκουν στα κλειστά διαστήµατα [0.2, 0.3], [0.7, 0.8] που
αποµένουν. ΄Εστω

S1 = [0.2, 0.3] ∪ [0.7, 0.8] .



4.10 Ακαδηµαϊκό έτος 2007–8 171

Είναι m(S1) = 2× 10−1.
Στο δεύτερο ϐήµα αϕαιρούµε από το διάστηµα [0.2, 0.3] τα ανοικτά διαστή-
µατα

(0.2, 0.22) , (0.23, 0.27) = (0.23, 0.25) ∪ [0.25, 0.27) , (0.28, 0.3)

και από το διάστηµα [0.7, 0.8] τα ανοικτά διαστήµατα

(0.7, 0.72) , (0.73, 0.77) = (0.73, 0.75) ∪ [0.75, 0.77) , (0.78, 0.8) .

∆ηλαδή αϕαιρούνται 23 ξένα ανά δύο διαστήµατα µήκους 0.02 = 2× 10−2

το καθένα. Το άθροισµα των µηκών των διαστηµάτων που αϕαιρούνται
είναι 24×10−2. Οι πραγµατικοί αριθµοί στο [0, 1] που τα δύο πρώτα δεκα-
δικά ψηϕία τους είναι 2 ή 7 ανήκουν στα κλειστά διαστήµατα [0.22, 0.23],
[0.27, 0.28], [0.72, 0.73] και [0.77, 0.78] που αποµένουν. ΄Εστω

S2 = [0.22, 0.23] ∪ [0.27, 0.28] ∪ [0.72, 0.73] ∪ [0.77, 0.78] .

Είναι m(S2) = 22 × 10−2.
Συνεχίζοντας τη διαδικασία, στο n-οστό ϐήµα αϕαιρούνται 2n+1 ξένα ανά
δύο διαστήµατα µήκους 2 × 10−n το καθένα. ΄Εστω Sn είναι η ένωση των
2n το πλήθος κλειστών και ξένων ανά δύο διαστηµάτων που αποµένουν.
Είναι S =

∩∞
n=1 Sn και εποµένως το S είναι ένα κλειστό σύνολο. Είναι

m(Sn) = 2n × 10−n και το άθροισµα των µηκών των διαστηµάτων που
αϕαιρούνται στο n-οστό ϐήµα είναι ίσο µε 2n+2 × 10−n = 4(2/10)n. ΄Αρα,

m(S) = 1− 4

∞∑
n=1

(
2

10

)n

= 1− 4
2/10

1− 2/10
= 0 .

Σηµείωση. Το ότι m(S) = 0 αποδεικνύεται και ως εξής. Επειδή S ⊂ Sn,
είναι

m(S) ≤ m(Sn) = (2/10)n −−−→
n→∞

0

και εποµένως m(S) = 0.

6. ΄Εστω E ⊂ R ένα Lebesgue µετρήσιµο σύνολο µε m(E) < ∞. ∆είξτε ότι
υπάρχει αύξουσα οικογένεια κλειστών συνόλων (Fn) µε limn→∞m(Fn) =
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m(E).
Υπόδειξη.

m(E) = sup {m(C) : C ⊆ E και το C είναι κλειστό σύνολο} .

Λύση. Για κάθε n ∈ N∗ υπάρχει κλειστό σύνολο Cn µε Cn ⊆ E, τέτοιο
ώστε

m(E) < m(Cn) +
1

n
.

Επειδή Cn ⊆
∪∞

n=1Cn ⊆ E, είναι

m(E) < m

( ∞∪
n=1

Cn

)
+

1

n
≤ m(E) +

1

n
,

για κάθε n ∈ N∗. Εποµένως, m (
∪∞

n=1Cn) = m(E).
Θεωρούµε τώρα τα κλειστά σύνολα Fn :=

∪n
k=1Ck. Είναι Fn ↗

∪∞
n=1 Fn =∪∞

k=1Ck και κατά συνέπεια

lim
n→∞

m(Fn) = m

( ∞∪
n=1

Fn

)
= m

( ∞∪
k=1

Ck

)
= m(E) .

7. Υποθέτουµε ότι το A ⊂ [0, 1] είναι ένα Lebesgue µετρήσιµο σύνολο µε
m(A) > 0. ΄Εστω

An = A+ rn := {x+ rn : x ∈ A} ,

όπου (rn)
∞
n=1 είναι µια αρίθµηση των ϱητών αριθµών στο διάστηµα [−1, 1].

(i) Να αποδειχθεί ότι υπάρχουν k, n ∈ N∗ µε k ̸= n, τέτοια ώστε

Ak ∩An ̸= ∅ .

(ii) Να αποδειχθεί ότι υπάρχουν x′, x′′ ∈ A, τέτοια ώστε x′ − x′′ ∈ Q.

Λύση.
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(i) Επειδή An ⊂ [−1, 2], για κάθε n ∈ N∗, είναι
∪∞

n=1An ⊂ [−1, 2].
Υποθέτουµε ότι τα σύνολα An = A + rn είναι ξένα ανά δύο, δηλαδή
ότι για κάθε k, n ∈ N∗ µε k ̸= n είναι Ak ∩ An = ∅. Επειδή το
A ⊂ [0, 1] είναι Lebesgue µετρήσιµο και τα An ϑα είναι Lebesgue
µετρήσιµα, µε m(An) = m(A). Εποµένως,

∞ =

∞∑
n=1

m(A) =

∞∑
n=1

m(An) = m

( ∞∪
n=1

An

)
≤ m ([−1, 2]) = 3

που είναι άτοπο. ΄Αρα, τα An = A+ rn δεν είναι ξένα ανά δύο.

(ii) Από τη (i) υπάρχουν k, n ∈ N∗ µε k ̸= n, τέτοια ώστε Ak ∩ An ̸= ∅.
Αν x ∈ Ak ∩ An, τότε x = x′ + rk = x′′ + rn, για κάποια x′, x′′ ∈ A.
΄Αρα, x′ − x′′ = rn − rk ∈ Q.

2η Σειρά Ασκήσεων στη Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση

1. Αν η συνάρτηση f : R → R είναι Lebesgue µετρήσιµη, να αποδειχθεί ότι
για κάθε σύνολο Borel B ⊆ R το f−1(B) είναι µετρήσιµο σύνολο.

Απόδειξη. ΄Εστω
M =

{
A ⊆ R : f−1(A) ∈ M

}
,

όπου M είναι η σ-άλγεβρα των Lebesgue µετρήσιµων υποσυνόλων του R.
Θα αποδείξουµε ότι η M είναι µια σ-άλγεβρα στο R η οποία περιέχει τα
σύνολα Borel. Πράγµατι, επειδή f−1(R) = R, το R ∈ M. Αν A ∈ M,
τότε f−1(A) ∈ M οπότε και το

(
f−1(A)

)c
= f−1(Ac) ∈ M. Εποµένως

Ac ∈ M (Ac είναι το συµπλήρωµα του A στο R). Αν An ∈ M, n ∈ N∗,
τότε f−1(An) ∈ M οπότε και

∪∞
n=1 f

−1(An) = f−1 (
∪∞

n=1An) ∈ M. ΄Αρα,∪∞
n=1An ∈ M.

Επειδή η f είναι µετρήσιµη συνάρτηση, τα ανοικτά σύνολα ανήκουν στη
σ-άλγεβρα M. ΄Οµως η Borel σ-άλγεβρα B είναι η µικρότερη σ-άλγεβρα
που περιέχει τα ανοικτά σύνολα του R και εποµένως B ⊂ M. �
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2. Υποθέτουµε ότι η f : E → [−∞,∞] είναι µετρήσιµη συνάρτηση, E ∈ M.
Αν α, p > 0, τότε

m ({x ∈ E : |f(x)| > α}) ≤ 1

αp

∫
E
|f(x)|p dm(x) .

Λύση. Αν Eα := {x ∈ E : |f(x)| > α}, το Eα είναι µετρήσιµο υποσύνολο
του E και εποµένως∫

E
|f(x)|p dm(x) ≥

∫
Eα

|f(x)|p dm(x) ≥
∫
Eα

αp dm(x) = αpm(Eα) .

3. ΄Εστω
fn :=

1

n2
χ

[0, n2]
, για κάθεn ∈ N∗ .

Να αποδειχθεί ότι limn→∞ fn = 0 οµοιόµορϕα στο R και ότι
∫
R fn dm = 1,

για κάθε n ∈ N∗. Γιατί δεν εϕαρµόζεται το ϑεώρηµα της κυριαρχηµένης
σύγκλισης του Lebesgue, το ϑεώρηµα της φραγµένης σύγκλισης και το
ϑεώρηµα της οµοιόµορϕης σύγκλισης;

Λύση. Επειδή

sup
x∈R

|fn(x)| = sup
x∈R

∣∣∣∣ 1n2χ[0, n2]
(x)

∣∣∣∣ = 1

n2
−−−→
n→∞

0 ,

limn→∞ fn = 0 οµοιόµορϕα στο R. Επίσης,∫
R
fn dm =

∫
R

1

n2
χ[0,n2] dm =

∫
[0,n2]

1

n2
dm = 1 , για κάθεn ∈ N∗ .

΄Αρα,

lim
n→∞

∫
R
fn dm = 1 ̸= 0 =

∫
R

lim
n→∞

fn dm .

Το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue δεν εϕαρµόζεται ε-
πειδή δεν υπάρχει συνάρτηση g ∈ L1(R), τέτοια ώστε |fn(x)| ≤ g(x) σχεδόν
παντού στο R. Παρότι για κάθε x ∈ R είναι |fn(x)| ≤ 1, n ∈ N∗, το ϑεώ-
ϱηµα της φραγµένης σύγκλισης δεν εϕαρµόζεται γιατί m(R) = ∞. Για τον
ίδιο λόγο δεν εϕαρµόζεται και το ϑεώρηµα της οµοιόµορϕης σύγκλισης.
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4. Αν f ∈ L1 (R), να αποδειχθεί ότι

lim
n→∞

∫
[−n,n]

(
1− |x|

n

)
f(x) dm(x) =

∫
R
f(x) dm(x) .

Λύση. Είναι∫
[−n,n]

(
1− |x|

n

)
f(x) dm(x) =

∫
R

(
1− |x|

n

)
f(x)χ[−n,n](x) dm(x) .

Αν
fn(x) :=

(
1− |x|

n

)
f(x)χ[−n,n](x) ,

η (fn) είναι ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων µε limn→∞ fn(x) = f(x)

και |fn(x)| ≤ |f(x)|, για κάθε x ∈ R. Επειδή f ∈ L1 (R), από το ϑεώρηµα
κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue

lim
n→∞

∫
[−n,n]

(
1− |x|

n

)
f(x) dm(x) = lim

n→∞

∫
R
fn(x) dm(x)

=

∫
R
f(x) dm(x) .

5. ΄Εστω f ∈ L1 [0, 1] και A = {x ∈ [0, 1] : f(x) ∈ Z}. Να αποδειχθεί ότι το
σύνολο A είναι Lebesgue µετρήσιµο και ότι

lim
n→∞

∫ 1

0
| cos(πf(x))|n dx = m(A) .

Λύση. Επειδή το Z, καθώς επίσης και κάθε υποσύνολο του Z είναι
ένα σύνολο Borel, από την άσκηση 1 το A ∈ M. Παρατηρούµε ότι
| cos(πf(x))| = 1 αν και µόνο αν x ∈ A. Εποµένως,∫ 1

0
| cos(πf(x))|n dx =

∫
A
| cos(πf(x))|n dx+

∫
[0,1]\A

| cos(πf(x))|n dx

= m(A) +

∫
[0,1]\A

| cos(πf(x))|n dx .
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Επειδή f ∈ L1 [0, 1], είναι |f | <∞ σ.π. Επίσης,

lim
n→∞

| cos(πf(x))|n = 0 και | cos(πf(x))|n < 1.

(σχεδόν για κάθε x ∈ [0, 1] \A)
Κατά συνέπεια, από το ϑεώρηµα φραγµένης σύγκλισης έχουµε

lim
n→∞

∫
[0,1]\A

| cos(πf(x))|n dx = 0 .

΄Αρα,

lim
n→∞

∫ 1

0
| cos(πf(x))|n dx = m(A) + lim

n→∞

∫
[0,1]\A

| cos(πf(x))|n dx

= m(A) .

6. ΄Εστω E ∈ M.

(αʹ) Υποθέτουµε ότι (fn) είναι µια µονότονη ακολουθία, fn ∈ L1 (E) και
ότι η ακολουθία

(∫
E fn dm

)
είναι φραγµένη, δηλαδή∣∣∣∣∫

E
fn dm

∣∣∣∣ ≤ C , για κάθεn ∈ N∗ .

Να αποδειχθεί ότι η (fn) συγκλίνει σχεδόν παντού σε µια συνάρτηση
f ∈ L1 (E) και ότι

lim
n→∞

∫
E
fn dm =

∫
E
f dm .

(ϐʹ) ΄Εστω g ∈ L1 (E). Αν
∫
E |g| dm = 0, χρησιµοποιώντας το (α΄) να

αποδειχθεί ότι g = 0 σχεδόν παντού στο E.

Υπόδειξη. (α΄) Αν (fn) ↗, εϕαρµογή του ϑεωρήµατος Beppo Levi µε gk :=

fk − fk−1 για κάθε k ≥ 2 και g1 := f1 , (ϐ΄) fn := n|g|.

Λύση.
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(αʹ) Υποθέτουµε ότι η ακολουθία (fn) είναι αύξουσα (αν είναι φθίνουσα,
τότε ϑεωρούµε την ακολουθία (−fn) ). ΄Εστω η ακολουθία (gk), µε
gk := fk − fk−1, για κάθε k ≥ 2 και g1 := f1. Επειδή

n∑
k=2

|gk| =
n∑

k=2

(fk − fk−1) = fn − f1 , n ≥ 2 ,

από την υπόθεση έχουµε

n∑
k=1

∫
E
|gk| dm =

∫
E
|g1| dm+

∫
E

n∑
k=2

|gk| dm

=

∫
E
|f1| dm+

∫
E
(fn − f1) dm

=

∫
E
|f1| dm+

∫
E
fn dm−

∫
E
f1 dm

≤
∫
E
|f1| dm+ 2C .

Εποµένως,
∞∑
k=1

∫
E
|gk| dm <∞

και από το ϑεώρηµα Beppo Levi η σειρά
∑∞

k=1 gk(x) συγκλίνει σχεδόν
παντού στο E. Αν f(x) =

∑∞
k=1 gk(x), τότε f ∈ L1 (E) και∫

E
f dm =

∞∑
k=1

∫
E
gk dm .

΄Οµως fn(x) =
∑n

k=1 gk(x), οπότε limn→∞ fn(x) =
∑∞

k=1 gk(x) =

f(x) σχεδόν παντού στο E και∫
E
f dm =

∞∑
k=1

∫
E
gk dm

= lim
n→∞

n∑
k=1

∫
E
gk dm

= lim
n→∞

∫
E

n∑
k=1

gk dm = lim
n→∞

∫
E
fn dm .
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(ϐʹ) Αν fn := n|g|, από την υπόθεση
∫
E fn dm = 0. Εποµένως, η ακολου-

ϑία (fn) είναι αύξουσα µε fn ∈ L1 (E). Από το (α΄) η (fn) ϑα πρέπει
να συγκλίνει σχεδόν παντού σε µια συνάρτηση f ∈ L1 (E). ΄Οµως η
fn(x) = n|g(x)| δεν συγκλίνει εκτός αν g(x) = 0. ΄Αρα, g(x) = 0

σχεδόν παντού στο E.

7. Αν a ∈ R, να αποδειχθεί πρώτα ότι για κάθε x > 0

sin ax

ex − 1
=

∞∑
n=1

e−nx sin ax ,

και στη συνέχεια ότι ∫ ∞

0

sin ax

ex − 1
dx =

∞∑
n=1

a

a2 + n2
.

Υπόδειξη. Εϕαρµογή του ϑεωρήµατος Beppo Levi.

Λύση. Ως γνωστόν t
1−t =

∑∞
n=1 t

n, |t| < 1 (γεωµετρική σειρά). Επειδή για
x > 0 είναι 0 < e−x < 1, από τη γεωµετρική σειρά για t = e−x έχουµε

sin ax

ex − 1
=

e−x

1− e−x
sin ax =

∞∑
n=1

e−nx sin ax .

Είναι
∞∑
n=1

∫ ∞

0

∣∣e−nx sin ax
∣∣ dx ≤

∞∑
n=1

∫ ∞

0
|a|xe−nx dx (| sin ax| ≤ |ax|)

= |a|
∞∑
n=1

∫ ∞

0
xe−nx dx

= |a|
∞∑
n=1

[
− 1

n
lim
x→∞

xe−nx +
1

n

∫ ∞

0
e−nx dx

]
(παραγοντική ολοκλήρωση)

= |a|
∞∑
n=1

1

n2
.
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΄Οµως είναι γνωστό ότι η σειρά
∑∞

n=1

(
1/n2

)
συγκλίνει οπότε και η σειρά∑∞

n=1

∫∞
0 |e−nx sin ax| dx <∞. Εποµένως, από το ϑεώρηµα Beppo Levi∫ ∞

0

sin ax

ex − 1
dx =

∫ ∞

0

∞∑
n=1

e−nx sin ax dx

=

∞∑
n=1

∫ ∞

0
e−nx sin ax dx (ϑεώρηµα Beppo Levi)

=

∞∑
n=1

lim
R→∞

[
− e−nx

a2 + n2
(n sin ax+ a cos ax)

]∣∣∣∣x=R

x=0

(παραγοντική ολοκλήρωση)

=
∞∑
n=1

a

a2 + n2
.
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4.11 Ακαδηµαϊκό έτος 2004–5

ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

1η Σειρά Ασκήσεων στη Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση

1. ΄Εστω X είναι ένα µη-αριθµήσιµο απειροσύνολο,

Σ = {E ⊆ X : τοE ή τοEc είναι αριθµήσιµο}

και ορίζουµε το µ : Σ → [0,∞], µε

µ(E) =

0 αν το E είναι αριθµήσιµο ,

1 αν το Ec είναι αριθµήσιµο .

∆είξτε ότι (X,Σ, µ) είναι ένας χώρος µέτρου.

Απόδειξη. Επειδή Xc = ∅, το X ∈ Σ. ΄Εστω το E ∈ Σ. Αν το E δεν είναι
αριθµήσιµο, τότε το Ec είναι αριθµήσιµο οπότε το Ec ∈ Σ. Αν το E είναι
αριθµήσιµο τότε το (Ec)c = E είναι αριθµήσιµο οπότε και πάλι Ec ∈ Σ.
΄Εστω τώρα (En) ⊆ Σ. Αν κάθε En είναι αριθµήσιµο, τότε η ένωση

∪∞
n=1En

είναι αριθµήσιµο σύνολο και κατά συνέπεια
∪∞

n=1En ∈ Σ. Αν υποθέσου-
µε ότι κάποιο En0 δεν είναι αριθµήσιµο, τότε το Ec

n0
είναι αριθµήσιµο και

(
∪∞

n=1En)
c ⊆ Ec

n0
. Εποµένως και πάλι η ένωση

∪∞
n=1En ∈ Σ.

Θα αποδείξουµε ότι το µ είναι ένα ϑετικό µέτρο στη σ-άλγεβρα Σ. Προ-
φανώς µ(∅) = 0. Αν (En) είναι ακολουθία ξένων ανά δύο συνόλων της
σ-άλγεβρας Σ, ϑα αποδείξουµε ότι µ (

∪∞
n=1En) =

∑∞
n=1 µ(En).

(i) Αν
∪∞

n=1En είναι αριθµήσιµο σύνολο, τότε κάθεEn ϑα είναι αριθµήσιµο
και εποµένως

∞∑
n=1

µ(En) =
∞∑
n=1

0 = 0 = µ

( ∞∪
n=1

En

)
.

(ii) Αν
∪∞

n=1En δεν είναι αριθµήσιµο σύνολο, τότε υπάρχει µόνο ένα En

που δεν είναι αριθµήσιµο. Πράγµατι, αν τα ξένα µεταξύ τους σύνολα Em
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και En, m ̸= n, δεν είναι αριθµήσιµα, τότε Em ∩ En = ∅ συνεπάγεται ότι
(Em ∩ En)

c = ∅c = X και ισοδύναµα Ec
m∪Ec

n = X. Αυτό όµως είναι άτο-
πο επειδή το Ec

m ∪Ec
n είναι αριθµήσιµο σύνολο και από την υπόθεση το X

δεν είναι αριθµήσιµο. Αν το En0 είναι το µοναδικό σύνολο της ακολουθίας
(En) ⊆ Σ που δεν είναι αριθµήσιµο, τότε και πάλι έχουµε

∞∑
n=1

µ(En) = µ(En0) = 1 = µ

( ∞∪
n=1

En

)
.

�

2. Να κατασκευαστεί ένα υποσύνολο A του [0, 1], µε τον ίδιο τρόπο που κατα-
σκευάζεται το τριαδικό σύνολο του Cantor, όµως στο n-οστό ϐήµα για την
κατασκευή του An αϕαιρείται από κάθε διάστηµα του An−1 ένα ανοικτό
υποδιάστηµα που έχει το ίδιο µέσο µε το διάστηµα και του οποίου το µήκος
είναι θn- φορές το µήκος του διαστήµατος, 0 < θn < 1. Αν A =

∩∞
n=1An,

να αποδειχθεί ότι m(A) =
∏∞

k=1(1− θk) και να συµπεράνετε ότι m(A) = 0

αν και µόνο αν
∑∞

k=1 θk = ∞.

Λύση. ΄Εστω A1 είναι το σύνολο που αποµένει αϕαιρώντας από το µέσο
1/2 του διαστήµατος [0, 1] το ανοικτό διάστηµα ((1− θ1)/2, (1 + θ1)/2)

µήκους θ1. Τότε m(A1) = 1− θ1. Το A1 αποτελείται από δύο ξένα µεταξύ
τους κλειστά υποδιαστήµατα του [0, 1], καθένα από τα οποία έχει µήκος
1
2(1− θ1).

Στη συνέχεια αϕαιρούµε από τα µέσα των δύο κλειστών διαστηµάτων ανοι-
κτά υποδιαστήµατα µήκους 1−θ1

2 θ2 το καθένα. ΄Εστω A2 είναι το σύνολο
που αποµένει. Τότε, m(A2) = (1 − θ1) − (1 − θ1)θ2 = (1 − θ1)(1 − θ2).
Το A2 αποτελείται από 22 ξένα ανά δύο κλειστά υποδιαστήµατα του [0, 1]

καθένα από τα οποία έχει µήκος

1

22
(1− θ1)(1− θ2) .

Υποθέτουµε τώρα ότι το An−1 αποτελείται από 2n−1 ξένα ανά δύο κλειστά
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υποδιαστήµατα του [0, 1] καθένα από τα οποία έχει µήκος

n−1∏
k=1

1

2n−1
(1− θk)

και εποµένως m(An−1) =
∏n−1

k=1(1 − θk). Αϕαιρούµε στη συνέχεια από
κάθε κλειστό διάστηµα ένα ανοικτό υποδιάστηµα που έχει το ίδιο µέσο µε
το διάστηµα και του οποίου το µήκος είναι

∏n−1
k=1

1
2n−1 (1− θk)θn. ΄Εστω An

είναι το σύνολο που αποµένει. Τότε An−1 ⊃ An και

m(An) =

n−1∏
k=1

(1− θk)−

[
n−1∏
k=1

(1− θk)

]
θn =

n∏
k=1

(1− θk) .

Αν A =
∩∞

n=1An, τότε το A είναι συµπαγές επειδή είναι τοµή συµπαγών
συνόλων. Επειδή An ↘ A, είναι m(A) = limn→∞m(An) =

∏∞
k=1(1− θk).

∆ηλαδή το άπειρο γινόµενο

∞∏
k=1

(1− θk) = lim
N→∞

N∏
k=1

(1− θk) συγκλίνει.

Το όριο limN→∞
∏N

k=1(1 − θk) υπάρχει και είναι διάϕορο του µηδενός
αν και µόνο αν η σειρά

∑∞
k=1 ln(1 − θk) συγκλίνει. Η τελευταία σειρά

συγκλίνει αν και µόνο αν η σειρά
∑∞

k=1 θk συγκλίνει (πρέπει limk→∞ θk =

0, διαϕορετικά οι σειρές αποκλίνουν). Πράγµατι, επειδή

lim
x→0+

− ln(1− x)

x
= 1 ,

από το κριτήριο σύγκρισης οι σειρές είτε συγκλίνουν ή αποκλίνουν ταυτό-
χρονα. ΄Αρα, m(A) = 0 αν και µόνο αν

∑∞
k=1 θk = ∞.

3. ΄Εστω S το σύνολο των πραγµατικών αριθµών στο [0, 1] τέτοιο ώστε x ∈ S

αν και µόνο αν στο δεκαδικό ανάπτυγµα του x δεν εµϕανίζεται το ψηϕίο 6.
∆είξτε ότι το S έχει µέτρο Lebesgue µηδέν.

Λύση. ∆ιαιρούµε το διάστηµα [0, 1] σε δέκα ίσα υποδιαστήµατα και αϕαι-
ϱούµε το ανοικτό διάστηµα (0.6, 0.7) µήκους 1/10 (ας σηµειωθεί ότι στο
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δεκαδικό ανάπτυγµα το 0.6 = 0.5999 · · · και το 0.7 = 0.6999 · · · ).
Στο δεύτερο ϐήµα διαιρούµε καθένα από τα εννέα διαστήµατα που απο-
µένουν, δηλαδή τα [0, 0.1], . . . , [0.5, 0.6], [0.7, 0.8], [0.8, 0.9], [0.9, 1], σε δέ-
κα ίσα υποδιαστήµατα και αϕαιρούµε τα εννέα ανοικτά υποδιαστήµατα
(0.06, 0.07), . . ., (0.56, 0.57), (0.76, 0.77), (0.86, 0.87), (0.96, 0.97) µήκους
1/102 το καθένα.
Συνεχίζοντας τη διαδικασία, στο n-οστό ϐήµα αϕαιρούµε 9n−1 το πλήθος
ανοικτά διαστήµατα που το καθένα έχει µήκος 1/10n. Αν (an, bn), n ∈ N∗,
είναι η ακολουθία των ανοικτών διαστηµάτων που αϕαιρούνται, τότε

S = [0, 1] \
∞∪
n=1

(an, bn) .

Επειδή

m ([0, 1] \ S) = 1

10
+ 9

1

102
+ · · ·+ 9n−1 1

10n
+ · · ·

=
1

10

∞∑
n=0

(
9

10

)n

=
1

10

1

1− 9/10
= 1 ,

είναι m(S) = 0.

4. (αʹ) ΑνC είναι το τριαδικό σύνολο Cantor καιC+C := {x+ y : x, y ∈ C},
δείξτε ότι C + C = [0, 2].

(ϐʹ) Να αποδειχθεί ότι υπάρχουν Lebesgue µετρήσιµα υποσύνολα A και
B του R µε m(A) = m(B) = 0, τέτοια ώστε

A+B := {x+ y : x ∈ A, y ∈ B} = R .

Υπόδειξη. A =
∪

n∈Z(C + n) και B = C.

Εποµένως, αν δύο υποσύνολα του R έχουν µέτρο Lebesgue µηδέν, τότε δεν
συνεπάγεται ότι και το άθροισµά τους ϑα έχει µέτρο µηδέν.

Λύση.
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(αʹ) Αν x, y ∈ C, τότε x =
∑∞

n=1
xn
3n και y =

∑∞
n=1

yn
3n µε xn, yn ∈ {0, 2}.

Εποµένως

x+ y = 2

∞∑
n=1

(xn + yn)/2

3n
, µε (xn + yn)/2 ∈ {0, 1, 2} .

Αν τώρα a ∈ [0, 2], είναι a = 2t για κάποιο t ∈ [0, 1] και στο τριαδικό
σύστηµα a = 2

∑∞
n=1

tn
3n , µε tn ∈ {0, 1, 2}. ΄Αρα, C + C = [0, 2].

5. Είναι

A+B =
∪
n∈Z

((C + n) + C) =
∪
n∈Z

((C + C) + n) =
∪
n∈Z

([0, 2] + n) = R .

6. ΄Εστω N ένα υποσύνολο του R µε m(N) = 0. Αν η συνάρτηση f : R → R
έχει συνεχή παράγωγο, δείξτε ότι m(f(N)) = 0.
Υπόδειξη. Για κάθε n ∈ N∗, η f |[−n,n] : [−n, n] → R ικανοποιεί τη συνθήκη
Lipschitz. ∆ηλαδή υπάρχει Mn > 0 τέτοιο ώστε

|f(x)− f(y)| ≤Mn|x− y|, για κάθε x, y ∈ [−n, n].

Λύση. Για κάθε φυσικό αριθµό n, η f |[−n,n] : [−n, n] → R ικανοποιεί τη
συνθήκη Lipschitz (η f έχει συνεχή και φραγµένη παράγωγο στο συµπαγές
σύνολο [−n, n]). Επειδή N ∩ [−n, n] ⊆ N , είναι m(N ∩ [−n, n]) = 0. Τότε
από γνωστή πρόταση (παραπέµπουµε στο [17]) ϑα είναι

m∗ (f(N ∩ [−n, n])) = 0 , για κάθε n ∈ N∗ .

Εποµένως,

m∗(f(N)) = m∗

(
f

( ∞∪
n=1

N ∩ [−n, n]

))

= m∗

( ∞∪
n=1

f (N ∩ [−n, n])

)

≤
∞∑
n=1

m∗ (f (N ∩ [−n, n])) = 0.
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7. ΄Εστω A υποσύνολο του R.

(αʹ) Αν m(A) = 0, να αποδειχθεί ότι για κάθε B ⊆ R είναι

m∗(A ∪B) = m∗(B \A) = m∗(B) .

(ϐʹ) Αν m∗(A) < ∞ και το Lebesgue µετρήσιµο υποσύνολο A1 του A είναι
τέτοιο ώστε m(A1) = m∗(A), να αποδειχθεί ότι το A είναι Lebesgue
µετρήσιµο.

Λύση.

(αʹ) Είναι

m∗(B) ≤ m∗(A ∪B) ≤ m∗(A) +m∗(B) = m∗(B) ,

οπότε m∗(A∪B) = m∗(B). Επειδή A∩B ⊆ A, είναι m∗(A∩B) = 0.
Εποµένως

m∗(B) = m∗ ((B \A) ∪ (A ∩B)) ≤ m∗(B\A)+m∗(A∩B) = m∗(B\A) .

΄ΟµωςB\A ⊆ B, οπότεm∗(B\A) ≤ m∗(B). ΄Αραm∗(B\A) = m∗(B).

(ϐʹ) Από τη συνθήκη Καραθεοδωρή για τη µετρησιµότητα ενός συνόλου και
την υπόθεση έχουµε

m(A1) = m∗(A) = m∗(A \A1)+m∗(A∩A1) = m∗(A \A1)+m(A1) .

Επειδή m(A1) < ∞, είναι m∗(A \ A1) = m(A1) − m(A1) = 0. Για
κάθε σύνολο B είναι B ∩A = (B ∩ (A \A1)) ∪ (B ∩A1), οπότε

m∗(B ∩A) ≤ m∗ (B ∩ (A \A1)) +m∗(B ∩A1)

≤ m∗(A \A1) +m∗(B ∩A1) = m∗(B ∩A1) .

΄Οµως B ∩A1 ⊂ B ∩A συνεπάγεται ότι m∗(B ∩A1) ≤ m∗(B ∩A) και
εποµένως m∗(B ∩ A1) = m∗(B ∩ A). Επειδή B \ A ⊂ B \ A1, είναι
m∗(B \A) ≤ m∗(B \A1). Επειδή

B \A1 = (B ∩ (A \A1)) ∪ (B \A) ,
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έχουµε

m∗(B \A1) ≤ m∗ (B ∩ (A \A1)) +m∗(B \A)

≤ m∗(A \A1) +m∗(B \A) = m∗(B \A) .

΄Αρα, m∗(B \ A) = m∗(B \ A1). Επειδή το σύνολο A1 είναι Lebesgue
µετρήσιµο, για κάθε σύνολο B ϑα είναι

m∗(B) = m∗(B \A1) +m∗(B ∩A1) = m∗(B \A) +m∗(B ∩A) ,

που συνεπάγεται ότι και το σύνολο A είναι Lebesgue µετρήσιµο.

8. (αʹ) ΄Εστω En = (xn, a), όπου xn+1 = 1
2

(
xn + a

xn

)
µε x0 = a > 1. Να

αποδειχθεί ότι
∪∞

n=1En είναι ένα Lebesgue µετρήσιµο σύνολο και να
υπολογιστεί το m (

∪∞
n=1En).

(ϐʹ) ΄Εστω

Fn =

(
1α + 2α + · · ·+ (n− 1)α

nα+1
, 1

)
, α > 0 .

Να αποδειχθεί ότι
∩∞

n=1 Fn είναι ένα Lebesgue µετρήσιµο σύνολο και
να υπολογιστεί το m (

∩∞
n=1 Fn).

Λύση.

(αʹ) Επαγωγικά αποδεικνύεται ότι xn >
√
a, για κάθε n ∈ N και ότι

η ακολουθία (xn) είναι γνήσια φθίνουσα. Εποµένως η ακολουθία
(xn) συγκλίνει. Αν limn→∞ xn = l, από την xn+1 = 1

2

(
xn + a

xn

)
προκύπτει ότι l = 1

2

(
l + a

l

)
και ισοδύναµα l = ±

√
a. Επειδή xn >√

a, είναι limn→∞ xn = l =
√
a.

Εποµένως
∪∞

n=1En = (
√
a, a), δηλαδή η

∪∞
n=1En είναι ένα Lebe-

sgue µετρήσιµο σύνολο και En ↗
∪∞

n=1En. Είναι

a−
√
a = m

( ∞∪
n=1

En

)
= lim

n→∞
m(En) = lim

n→∞
(a− xn) .
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(ϐʹ) Επειδή η συνάρτηση f(x) = xα είναι γνήσια αύξουσα στο διάστηµα
[0, 1], το

L (f, Pn) =
1α + 2α + · · ·+ (n− 1)α

nα+1
=

1

n

n−1∑
k=0

f

(
k

n

)
είναι το κατω άθροισµα της f που αντιστοιχεί στη διαµέριση Pn ={
0, 1n ,

2
n , · · · ,

n
n

}
του [0, 1]. Εποµένως, για κάθε n ∈ N∗ είναι

L (f, Pn) <

∫ 1

0
xα dx =

1

α+ 1

και από τη ϑεωρία του ολοκληρώµατος Riemann

lim
n→∞

L (f, Pn) = lim
n→∞

1α + 2α + · · ·+ (n− 1)α

nα+1

= lim
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

f

(
k

n

)
=

∫ 1

0
xα dx =

1

α+ 1
.

Εποµένως,
∩∞

n=1 Fn =
[

1
α+1 , 1

)
είναι ένα Lebesgue µετρήσιµο σύνο-

λο µε m (
∩∞

n=1 Fn) = 1− 1/(α+ 1) = α/(α+ 1).

2η Σειρά Ασκήσεων στη Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση

1. ΄Εστω (fn) ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων, fn : E ⊆ R → R, όπου
E ∈ M. ∆είξτε ότι το σύνολο A = {x ∈ E : fn(x) συγκλίνει} είναι µετρή-
σιµο.

Λύση. Επειδή οι συναρτήσεις g(x) = lim sup fn(x), h(x) = lim inf fn(x)

είναι µετρήσιµες και η διαϕορά τους ϑα είναι µετρήσιµη συνάρτηση. Τότε
όµως

A = {x ∈ E : fn(x) συγκλίνει} = {x ∈ E : (g − h)(x) = 0}

είναι ένα µετρήσιµο σύνολο.
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2. (αʹ) Να ϐρεθεί µία µη µετρήσιµη συνάρτηση f : R → R τέτοια ώστε η εικόνα
κάθε µετρήσιµου υποσυνόλου του R να είναι µετρήσιµο υποσύνολο του
R.

(ϐʹ) Αν C είναι το τριαδικό σύνολο Cantor, να ϐρεθεί µία συνεχής συνάρτη-
ση f : [0, 1] → [0, 1] τέτοια ώστε f(x) = 0, για κάθε x ∈ C και f(x) ̸= 0,
για κάθε x ∈ [0, 1] \ C.

Λύση.

(αʹ) Ως γνωστόν η χαρακτηριστική συνάρτηση χ
E

ενός υποσυνόλου E του
R είναι µετρήσιµη αν και µόνο αν το E είναι µετρήσιµο σύνολο. Αν το
E δεν είναι µετρήσιµο (π.χ. παίρνουµε το E να είναι το σύνολο Vitali),
ϑεωρούµε τη συνάρτηση f(x) := χ

E
(x) η οποία δεν είναι µετρήσιµη.

Επειδή η εικόνα µέσω της f κάθε υποσυνόλου του R είναι ένα από τα
σύνολα : {0}, {1}, {0, 1}, η εικόνα κάθε µετρήσιµου υποσυνόλου του
R είναι µετρήσιµο υποσύνολο του R.

(ϐʹ) Ως γνωστόν η απόσταση του x ∈ [0, 1] από το C ορίζεται ως εξής

d(x,C) := inf {|x− y| : y ∈ C} .

Επειδή 0 ≤ d(x,C) < 1, αν ορίσουµε f(x) := d(x,C), τότε η f είναι
συνεχής µε f(x) ∈ [0, 1]. Προϕανώς f(x) = 0, για κάθε x ∈ C.
Επειδή το σύνολο C είναι συµπαγές, για κάθε x ∈ [0, 1] \ C είναι
f(x) = d(x,C) ̸= 0.

3. (αʹ) ΄Εστω f, g, φ : E ⊆ R → R, E ∈ M, µετρήσιµες συναρτήσεις. Αν

h(x) =


f(x)
g(x) αν g(x) ̸= 0 ,

φ(x) αν g(x) = 0 ,

να αποδειχθεί ότι η h : E ⊆ R → R είναι µετρήσιµη.

(ϐʹ) Να αποδειχθεί ότι κάθε µετρήσιµη συνάρτηση f : E ⊆ R → R γράϕεται
στη µορϕή f = u|f |, όπου η u είναι µετρήσιµη συνάρτηση µε u(x) =
±1, για κάθε x ∈ E.
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Λύση.

(αʹ) Για κάθε a ∈ R είναι

{x ∈ E : h(x) > a} ∩ {x ∈ E : g(x) ̸= 0}

= {x ∈ E : f(x)/g(x) > a} ∩ {x ∈ E : g(x) ̸= 0}

= [{x ∈ E : f(x)− ag(x) > 0} ∩ {x ∈ E : g(x) > 0}]

∪ [{x ∈ E : f(x)− ag(x) < 0} ∩ {x ∈ E : g(x) < 0}] .

Επειδή οι f, g είναι µετρήσιµες, το σύνολο

{x ∈ E : h(x) > a} ∩ {x ∈ E : g(x) ̸= 0}

είναι µετρήσιµο. Επειδή και η φ είναι µετρήσιµη, το σύνολο

{x ∈ E : h(x) > a} ∩ {x ∈ E : g(x) = 0} = {x ∈ E : φ(x) > a}

είναι µετρήσιµο. ΄Οµως

{x ∈ E : h(x) > a} = [{x ∈ E : h(x) > a} ∩ {x ∈ E : g(x) ̸= 0}]

∪ [{x ∈ E : h(x) > a} ∩ {x ∈ E : g(x) = 0}] ,

οπότε και το σύνολο {x ∈ E : h(x) > a} ϑα είναι µετρήσιµο. ΄Αρα, η
συνάρτηση h είναι µετρήσιµη.

(ϐʹ) Εϕαρµόζουµε την (α΄) µε g = |f | και φ(x) = 1, για κάθε x ∈ E, οπότε
η συνάρτηση

u(x) =


f(x)
|f(x)| αν f(x) ̸= 0

1 αν f(x) = 0 ,

είναι µετρήσιµη. Εποµένως, κάθε µετρήσιµη συνάρτηση f : E ⊆ R →
R γράϕεται στη µορϕή f = u|f |, όπου η u είναι µετρήσιµη συνάρτηση
µε u(x) = ±1, για κάθε x ∈ E.
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4. ΄Εστω η συνάρτηση f : E → [0,∞] είναι µετρήσιµη, E ∈ M. Αν
∫
E f dm <

∞, χρησιµοποιώντας την ανισότητα Chebyshev δείξτε ότι f < ∞ σ.π. στο
E.

Λύση. Αν En := {x ∈ E : f(x) ≥ n}, n ∈ N∗, τα En είναι µετρήσιµα
σύνολα. Επίσης

{x ∈ E : f(x) = ∞} =

∞∩
n=1

En και E1 ⊇ E2 ⊇ · · · ⊇ En ⊇ · · · .

Επειδή από την ανισότητα Chebyshev

m(E1) = m ({x ∈ E : f(x) ≥ 1}) ≤
∫
E
f dm <∞ ,

είναι limn→∞m(En) = m (
∩∞

n=1En) = m ({x ∈ E : f(x) = ∞}). ΄Οµως
και πάλι από την ανισότητα Chebyshev

m(En) = m ({x ∈ E : f(x) ≥ n}) ≤ 1

n

∫
E
f dm −−−→

n→∞
0 .

Εποµένως, m ({x ∈ E : f(x) = ∞}) = limn→∞m(En) = 0. ΄Αρα, f < ∞
σ.π. στο E.

5. ΄Εστω η συνάρτηση f : R → [0,∞] είναι µετρήσιµη.

(αʹ) Να αποδειχθεί ότι limn→∞
∫
[−n, n] f dm =

∫
R f dm.

(ϐʹ) Αν fn := min{f, n}, n ∈ N∗, να αποδειχθεί ότι

lim
n→∞

∫
E
fn dm =

∫
E
f dm, για κάθε E ∈ M .

Λύση.

(αʹ) Αν fn = fχ[−n, n] , η (fn) είναι ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων
τέτοια ώστε fn ≤ fn+1, για κάθε n ∈ N∗. Από το ϑεώρηµα µονότονης
σύγκλισης έχουµε

lim
n→∞

∫
[−n, n]

f dm = lim
n→∞

∫
R
fχ[−n, n] dm

= lim
n→∞

∫
R
fn dm =

∫
R

(
lim
n→∞

fn

)
dm =

∫
R
f dm.
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(ϐʹ) Αν fn := min{f, n}, τότε η (fn) είναι ακολουθία µετρήσιµων συναρ-
τήσεων τέτοια ώστε fn ≤ fn+1, για κάθε n ∈ N∗. Αν E ∈ M, επειδή
limn→∞ fn = f , από το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης έχουµε

lim
n→∞

∫
E
fn dm =

∫
E
f dm.

6. ΄Εστω η συνάρτηση f : R → [0,∞] είναι µετρήσιµη µε
∫
[0,∞) f dm < ∞.

Ο µετασχηµατισµός Laplace της f ορίζεται ως εξής

F (t) :=

∫
[0,∞)

e−txf(x) dm(x) , t ≥ 0 .

∆είξτε ότι η F είναι φθίνουσα, συνεχής στο [0,∞) µε limt→∞ F (t) = 0.

Λύση. Αν t2 ≥ t1 ≥ 0, τότε για κάθε x ≥ 0 είναι e−t2x ≤ e−t1x και
εποµένως

F (t2) =

∫
[0,∞)

e−t2xf(x) dm(x) ≤
∫
[0,∞)

e−t1xf(x) dm(x) = F (t1) ,

δηλαδή η F είναι φθίνουσα. Επίσης, επειδή

F (t) =

∫
[0,∞)

e−txf(x) dm(x) ≤
∫
[0,∞)

f(x) dm(x) <∞ ,

η F είναι µη-αρνητική και φραγµένη στο [0,∞). Για να αποδείξουµε ότι η
F είναι συνεχής και ότι limt→∞ F (t) = 0, µπορούµε να χρησιµοποιήσου-
µε είτε το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης ή το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης
σύγκλισης του Lebesgue.

1ος τρόπος. Αν 0 < t0 < ∞, επειδή η F είναι φθίνουσα τα πλευρικά
όρια limt→t+0

F (t) και limt→t−0
F (t) υπάρχουν (αν t0 = 0, τότε το όριο

limt→0+ F (t) υπάρχει). Αν (tn), tn > t0, είναι φθίνουσα ακολουθία ϑετικών
αριθµών µε limn→∞ tn = t0 και fn(x) := e−tnxf(x), τότε η (fn) είναι
αύξουσα ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων στο [0,∞). Από το ϑεώρηµα
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µονότονης σύγκλισης έχουµε

lim
n→∞

F (tn) = lim
n→∞

∫
[0,∞)

e−tnxf(x) dm(x)

=

∫
[0,∞)

(
lim
n→∞

e−tnxf(x)
)
dm(x)

=

∫
[0,∞)

e−t0xf(x) dm(x) = F (t0) .

Εποµένως, limt→t+0
F (t) = F (t0). Αν τώρα (tn), tn < t0, είναι αύξουσα

ακολουθία ϑετικών αριθµών µε limn→∞ tn = t0 και fn(x) := e−tnxf(x),
τότε η (fn) είναι µία φθίνουσα ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων στο
[0,∞). Επειδή∫

[0,∞)
f1(x) dm(x) =

∫
[0,∞)

e−t1xf(x) dm(x) ≤
∫
[0,∞)

f(x) dm(x) <∞ ,

από το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης για φθίνουσα ακολουθία µετρήσι-
µων συναρτήσεων έχουµε limn→∞ F (tn) = F (t0), οπότε limt→t−0

F (t) =

F (t0). ΄Αρα, limt→t0 F (t) = F (t0). ∆ηλαδή η F είναι συνεχής στο t0 ∈
[0, ∞).
Επειδή η F είναι φθίνουσα και φραγµένη στο [0,∞), το όριο limt→∞ F (t)

υπάρχει. Για να αποδείξουµε ότι limt→∞ F (t) = 0, αρκεί να αποδείξουµε
ότι limn→∞ F (tn) = 0, όπου η ακολουθία ϑετικών όρων (tn) είναι αύξουσα
µε limn→∞ tn = ∞. ΄Οπως και προηγουµένως, αν fn(x) = e−tnxf(x), τότε
η (fn) είναι φθίνουσα ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων στο [0,∞) και
από το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης έχουµε

lim
n→∞

F (tn) = lim
n→∞

∫
[0,∞)

e−tnxf(x) dm(x)

=

∫
[0,∞)

(
lim
n→∞

e−tnxf(x)
)
dm(x) =

∫
[0,∞)

0 dm(x) = 0 .

2ος τρόπος. Αν (tn) είναι ακολουθία ϑετικών αριθµών µε limn→∞ tn = t0

και fn(x) := e−tnxf(x), τότε η (fn) είναι ακολουθία µετρήσιµων συναρτή-
σεων στο [0,∞) µε limn→∞ fn(x) = g(x), όπου g(x) := e−t0xf(x). Επειδή
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fn(x) ≤ f(x), για κάθε n ∈ N∗ και η f ∈ L1 [0,∞), από το ϑεώρηµα
κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue είναι

lim
n→∞

F (tn) = lim
n→∞

∫
[0,∞)

fn(x) dm(x)

=

∫
[0,∞)

g(x) dm(x)

=

∫
[0,∞)

e−t0xf(x) dm(x) = F (t0) .

Εποµένως η F είναι συνεχής στο t0 ∈ [0, ∞). Επειδή η F είναι φθίνουσα
και φραγµένη στο [0,∞), το limt→∞ F (t) υπάρχει. Αν (tn) είναι ακολου-
ϑία ϑετικών αριθµών µε limn→∞ tn = ∞, τότε και πάλι από το ϑεώρηµα
κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue, είναι limt→∞ F (tn) = 0 και επο-
µένως limt→∞ F (t) = 0.

7. (αʹ) Αν το G είναι ένα ανοικτό σύνολο, δείξτε ότι

m(G) = sup

{∫
R
f dm : 0 ≤ f ≤ χ

G
και η f είναι συνεχής

}
.

Υπόδειξη. Να ϑεωρήσετε την ακολουθία των συνεχών συναρτήσεων

fn(x) :=

(
d(x,Gc)

1 + d(x,Gc)

)1/n

, n ∈ N∗ .

(ϐʹ) Αν το F είναι ένα κλειστό σύνολο, δείξτε ότι

m(F ) = inf

{∫
R
f dm : f ≥ χ

F
και η f είναι συνεχής

}
.

Υπόδειξη. Αν m(F ) < ∞ και ε > 0, τότε ως γνωστόν υπάρχει ανοικτό
σύνολο G ⊃ F τέτοιο ώστε m(G) < m(F ) + ε. Να ϑεωρήσετε είτε τη
συνεχή συνάρτηση

g(x) :=
d(x,Gc)

d(x,Gc) + d(x, F )

ή την ακολουθία των συνεχών συναρτήσεων

fn(x) :=

(
d(x,Gc)

d(x,Gc) + d(x, F )

)n

, n ∈ N∗ .

Λύση.
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(αʹ) Επειδή η f είναι συνεχής, η f είναι µετρήσιµη συνάρτηση. Αν 0 ≤ f ≤
χ

G
, είναι

0 ≤
∫
R
f dm ≤

∫
R
χ

G
dm = m(G)

και εποµένως

sup

{∫
R
f dm : 0 ≤ f ≤ χ

G
και η f είναι συνεχής

}
≤ m(G) .

Για να αποδείξουµε την ισότητα ϑεωρούµε την ακολουθία των συνεχών
συναρτήσεων (fn) µε

fn(x) =

(
d(x,Gc)

1 + d(x,Gc)

)1/n

.

Για x ∈ Gc είναι d(x,Gc) = 0. Επειδή το Gc είναι κλειστό σύνολο, για
x ∈ G είναι d(x,Gc) > 0 και κατά συνέπεια

0 <
d(x,Gc)

1 + d(x,Gc)
< 1 .

Εποµένως η (fn) είναι αύξουσα ακολουθία συνεχών συναρτήσεων µε
0 ≤ fn ≤ χ

G
και τέτοια ώστε

lim
n→∞

fn(x) =

1 αν x ∈ G,

0 αν x ∈ Gc .

Από το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης έχουµε

lim
n→∞

∫
R
fn dm =

∫
R

lim
n→∞

fn dm

=

∫
G

lim
n→∞

fn dm+

∫
Gc

lim
n→∞

fn dm

=

∫
G
1 dm+

∫
Gc

0 dm = m(G) .

΄Αρα

sup

{∫
R
f dm : 0 ≤ f ≤ χ

G
και η f είναι συνεχής

}
= m(G) .
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(ϐʹ) Επειδή f ≥ χ
F

, είναι∫
R
f dm ≥

∫
R
χF dm = m(F )

και εποµένως

inf

{∫
R
f dm : f ≥ χ

F
και η f είναι συνεχής

}
≥ m(F ) .

Για να αποδείξουµε την ισότητα αρκεί να υποθέσουµε ότι m(F ) < ∞.
Ως γνωστόν για κάθε ε > 0 υπάρχει ανοικτό σύνολο G ⊃ F τέτοιο ώστε
m(G) < m(F ) + ε. Θεωρούµε τη συνεχή συνάρτηση

g(x) :=
d(x,Gc)

d(x,Gc) + d(x, F )
.

Επειδή τα σύνολα Gc και F είναι κλειστά, για x ∈ G είναι d(x,Gc) > 0

και για x ∈ F c είναι d(x, F ) > 0. Κατά συνέπεια για x ∈ G είναι
0 < g(x) ≤ 1 και για x ∈ Gc είναι g(x) = 0. Εποµένως για κάθε ε > 0

υπάρχει συνεχής συνάρτηση g µε g ≥ χ
F

και∫
R
g dm =

∫
G
g dm+

∫
Gc

g dm

=

∫
G
g dm

≤
∫
G
1 dm = m(G) < m(F ) + ε .

΄Αρα

inf

{∫
R
f dm : f ≥ χ

F
και η f είναι συνεχής

}
= m(F ) .
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3η Σειρά Ασκήσεων στη Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση

1. ΄Εστω (fn) ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων στο E ∈ M. Αν υπάρχει
συνάρτηση g ∈ L1 (E), τέτοια ώστε fn(x) ≥ g(x), σ.π. στο E και για κάθε
n ∈ N∗, τότε ∫

E

(
lim inf
n→∞

fn

)
dm ≤ lim inf

n→∞

∫
E
fn dm.

Λύση. ΑνE1 := {x ∈ E : fn(x) ≥ g(x) για κάθε n ∈ N∗}, τότεm (E \ E1) =

0. Η (fn − g) είναι µία ακολουθία µη αρνητικών µετρήσιµων συναρτήσεων
στο E1 και από το λήµµα Fatou έχουµε∫

E1

lim inf(fn − g) dm ≤ lim inf

∫
E1

(fn − g) dm.

Για κάθε x ∈ E1 και για κάθε n ∈ N∗ είναι fn(x) ≥ g(x), οπότε και
lim inf fn(x) ≥ g(x). Επειδή η g ∈ L1 (E1), από γνωστή πρόταση∫

E1

lim inf fn dm−
∫
E1

g dm =

∫
E1

(lim inf fn − g) dm

=

∫
E1

lim inf (fn − g) dm

≤ lim inf

∫
E1

(fn − g) dm

= lim inf

∫
E1

fn dm−
∫
E1

g dm.

΄Οµως
∫
E1
g dm <∞ και η παραπάνω ανισότητα συνεπάγεται ότι

∫
E1

lim inf fn dm ≤ lim inf

∫
E1

fn dm.

Επειδή m (E \ E1) = 0, είναι
∫
E\E1

lim inf fn dm = 0 =
∫
E\E1

fn dm. Η
υπόθεση fn(x) ≥ g(x), σ.π. στο E, για κάθε n ∈ N∗ συνεπάγεται ότι
lim inf fn(x) ≥ g(x), σ.π., µε g ∈ L1 (E). Τότε όµως τα ολοκληρώµατα
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∫
E fn dm και

∫
E lim inf fn dm υπάρχουν (γιατί;) και εποµένως∫

E
lim inf fn dm =

∫
E1

lim inf fn dm+

∫
E\E1

lim inf fn dm

=

∫
E1

lim inf fn dm

≤ lim inf

∫
E1

fn dm

= lim inf

(∫
E1

fn dm+

∫
E\E1

fn dm

)

= lim inf

∫
E
fn dm.

2. ΄Εστω (fn) είναι ακολουθία µη-αρνητικών µετρήσιµων συναρτήσεων που
ορίζονται στο µετρήσιµο σύνολο E. Αν limn→∞ fn(x) = f(x) και fn(x) ≤
f(x) σ.π. στο E, δείξτε ότι limn→∞

∫
E fn dm =

∫
E f dm.

Λύση. Αν
∫
E f dm = +∞, από το Λήµµα του Fatou

lim inf
n→∞

∫
E
fn dm ≥

∫
E
f dm = +∞

και εποµένως limn→∞
∫
E fn dm = +∞. ΄Αρα,

lim
n→∞

∫
E
fn dm =

∫
E
f dm.

Αν τώρα υποθέσουµε ότι
∫
E f dm < ∞, το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύ-

γκλισης του Lebesgue αποδεικνύει το Ϲητούµενο. Μπορούµε όµως να ερ-
γαστούµε και ως εξής :
Και πάλι από το Λήµµα Fatou∫

E
f dm ≥ lim sup

n→∞

∫
E
fn dm ≥ lim inf

n→∞

∫
E
fn dm ≥

∫
E
f dm

και εποµένως limn→∞
∫
E fn dm =

∫
E f dm.
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3. (αʹ) Αν n ∈ N∗, δείξτε ότι 0 <
1− (1− t/n)n

t
≤ 1 , για κάθε t ∈ (0, 1] και

0 ≤
(
1− t

n

)n

≤ e−t , για κάθε t ∈ [0, n].

(ϐʹ) Αν

In =

∫ 1

0

1

t

[
1−

(
1− t

n

)n]
dt και Jn =

∫ n

1

1

t

(
1− t

n

)n

dt,

δείξτε ότι

lim
n→∞

In =

∫ 1

0

1− e−t

t
dt και lim

n→∞
Jn =

∫ ∞

1

e−t

t
dt.

(γʹ) ∆είξτε ότι

In − Jn =

∫ n

0

1

t

[
1−

(
1− t

n

)n]
dt− lnn = 1+

1

2
+ · · ·+ 1

n
− lnn.

Να συµπεράνετε ότι ∫ 1

0

1− e−t − e−1/t

t
dt = γ,

όπου γ = limn→∞ (1 + 1/2 + · · ·+ 1/n− lnn) είναι η σταθερά του

Euler (γ = 0, 577215 . . .).

Λύση.

(αʹ) Η hn(t) := (1 − t/n)n είναι αύξουσα για t ≤ n. Πράγµατι, από τη
γνωστή ανισότητα (1 + x)a ≥ 1 + ax, η οποία ισχύει αν x ≥ −1 και
a ≥ 1, για x = −t/(n+ 1) και a = (n+ 1)/n έχουµε(

1− t

n+ 1

)n+1
n

≥ 1− t

n
⇐⇒

(
1− t

n+ 1

)n+1

≥
(
1− t

n

)n

.

Ειδικά (1− t/n)n ≥ 1− t, για κάθε t ≤ n, και εποµένως

0 <
1− (1− t/n)n

t
≤ 1 , για κάθε t ∈ (0, 1] .

Επειδή e−t/n ≥ 1− t/n, για κάθε t ∈ R, είναι 0 ≤ (1− t/n)n ≤ e−t,
για κάθε t ∈ [0, n].



4.11 Ακαδηµαϊκό έτος 2004–5 199

(ϐʹ) Αν

fn(t) :=
1− (1− t/n)n

t
,

είναι limn→∞ fn(t) =
1−e−t

t και από το ϑεώρηµα φραγµένης σύγκλι-
σης

lim
n→∞

In = lim
n→∞

∫ 1

0
fn(t) dt =

∫ 1

0

(
lim
n→∞

fn(t)
)
dt =

∫ 1

0

1− e−t

t
dt.

Αν

gn(t) :=
(1− t/n)n

t
χ[1, n](t) ,

τότε limn→∞ gn(t) = e−t

t και gn(t) < e−t

t , για κάθε n ∈ N∗. Ε-
πειδή e−t

t ≤ e−t, για κάθε t ≥ 1 και το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫∞
1 e−t dt = e συγκλίνει, από το κριτήριο σύγκρισης και το γενικευ-

µένο ολοκλήρωµα
∫∞
1

e−t

t dt ϑα συγκλίνει.

Εποµένως η g(t) := e−t

t ∈ L1[1,∞) και από το ϑεώρηµα κυριαρχη-
µένης σύγκλισης του Lebesgue είναι

lim
n→∞

Jn = lim
n→∞

∫ n

1

1

t

(
1− t

n

)n

dt

= lim
n→∞

∫ ∞

1

(1− t/n)nχ[1, n](t)

t
dt

=

∫ ∞

1
lim
n→∞

(1− t/n)nχ[1, n](t)

t
dt =

∫ ∞

1

e−t

t
dt.
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(γʹ) Είναι

In − Jn =

∫ n

0

1

t

[
1−

(
1− t

n

)n]
dt−

∫ n

1

1

t

[
1−

(
1− t

n

)n]
dt

−
∫ n

1

1

t

(
1− t

n

)n

dt

=

∫ n

0

1

t

[
1−

(
1− t

n

)n]
dt−

∫ n

1

1

t
dt

=

∫ n

0

1

t

[
1−

(
1− t

n

)n]
dt− lnn

=

∫ 1

0

1− sn

1− s
ds− lnn (αντικατάσταση t = n (1− s))

=

∫ 1

0

[
1 + s+ s2 + · · ·+ sn−1

]
ds− lnn

= 1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
− lnn .

Εποµένως,

γ = lim
n→∞

(1 + 1/2 + · · ·+ 1/n− lnn)

= lim
n→∞

In − lim
n→∞

Jn

=

∫ 1

0

1− e−t

t
dt−

∫ ∞

1

e−t

t
dt

=

∫ 1

0

1− e−t

t
dt−

∫ 1

0

e−1/s

s
dt (αντικατάσταση t = 1/s)

=

∫ 1

0

1− e−t − e−1/t

t
dt .

4. Να ϐρεθεί η µικρότερη σταθερά c, τέτοια ώστε

ln(1 + et) < c+ t , για κάθε t > 0.

Υπάρχει το

lim
n→∞

1

n

∫ 1

0
ln
(
1 + enf(x)

)
dx
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για κάθε πραγµατική συνάρτηση f ∈ L1[0, 1]; Αν υπάρχει να υπολογιστεί.

Λύση. Αν υπάρχει σταθερά c τέτοια ώστε ln(1+ et) < c+ t για κάθε t > 0,
τότε limt→0+ ln(1 + et) ≤ limt→0+(c + t) και ισοδύναµα ln 2 ≤ c. ΄Οµως
για g(t) := ln(1 + et) − t, είναι g′(t) = −1/(1 + et) < 0 για κάθε t ∈ R.
Εποµένως,

g(t) < g(0) ⇔ ln(1 + et) < ln 2 + t , για κάθε t > 0 .

΄Αρα, η µικρότερη σταθερά c = ln 2.
΄Εστω

fn(x) :=
ln(1 + enf(x))

n
.

Αν f(x) > 0, τότε

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

ln(1 + enf(x))

n

= lim
t→∞

ln(1 + etf(x))

t

= f(x) lim
t→∞

etf(x)

1 + etf(x)
(κανόνας L’Hôpital)

= f(x)

και αν f(x) ≤ 0, τότε προϕανώς limn→∞ fn(x) = 0. Εποµένως,

lim
n→∞

fn(x) = max {f(x), 0} = f+(x) .

Επειδή για κάθε n ∈ N∗

ln
(
1 + enf(x)

)
n

<
ln 2

n
+ f(x) ≤ ln 2 + f(x) , αν f(x) > 0

και
ln
(
1 + enf(x)

)
n

≤ ln 2

n
≤ ln 2 , αν f(x) ≤ 0 ,

είναι fn(x) ≤ g(x), όπου g(x) := ln 2 + |f(x)| ∈ L1[0, 1]. Εποµένως, από
το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue

lim
n→∞

1

n

∫ 1

0
ln
(
1 + enf(x)

)
dx = lim

n→∞

∫ 1

0
fn(x) dx

=

∫ 1

0
lim
n→∞

fn(x) dx =

∫ 1

0
f+(x) dx .
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5. ΄Εστω f : E → R, E ∈ M, Lebesgue ολοκληρώσιµη συνάρτηση και a ∈ R.

(αʹ) Αν A ⊆ R, δείξτε ότι

χ
A
(x+ a) = χ

A−a
(x) , χ

A
(ax) = χ

a−1A
(x) , a ̸= 0.

(ϐʹ) Να αποδειχθεί ότι∫
E
f(x+ a) dm(x) =

∫
a+E

f(x) dm(x)

και ∫
E
f(ax) dm(x) =

1

|a|

∫
aE
f(x) dm(x) , a ̸= 0.

Υπόδειξη. Να ϑεωρήσετε πρώτα την περίπτωση f = χ
A

. Είναι

A ∩ (a+ E) = a+ (A− a) ∩ E

και A ∩ aE = a
(
(a−1A) ∩ E

)
, a ̸= 0 .

Απόδειξη. (αʹ) Είναι

χ
A
(x+ a) = 1 ⇔ x+ a ∈ A⇔ x ∈ A− a⇔ χ

A−a
(x) = 1

και εποµένως χ
A
(x+ a) = χ

A−a
(x). Αν a ̸= 0, τότε

χ
A
(ax) = 1 ⇔ ax ∈ A⇔ a−1(ax) ∈ a−1A⇔ x ∈ a−1A

⇔ χ
a−1A

(x) = 1 ,

δηλαδή χ
A
(ax) = χ

a−1A
(x).
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(ϐʹ) Αν f = χ
A

, χρησιµοποιώντας την (α΄) έχουµε∫
E
χ

A
(x+ a) dm(x) =

∫
E
χ

A−a
(x) dm(x)

= m ((A− a) ∩ E)

= m (a+ (A− a) ∩ E)

= m (A ∩ (a+ E))

=

∫
a+E

χ
A
(x) dm(x)

και για a ̸= 0∫
E
χ

A
(ax) dm(x) =

∫
E
χ

a−1A
(x) dm(x)

= m
(
(a−1A) ∩ E

)
=

1

|a|
m
(
a
(
(a−1A) ∩ E

))
=

1

|a|
m (A ∩ aE)

=
1

|a|

∫
aE
χ

A
(x) dm(x).

΄Οµως κάθε απλή µετρήσιµη συνάρτηση s είναι γραµµικός συνδυα-
σµός χαρακτηριστικών συναρτήσεων µετρήσιµων συνόλων, οπότε∫

E
s(x+ a) dm(x) =

∫
a+E

s(x) dm(x)

και για a ̸= 0 ∫
E
s(ax) dm(x) =

1

|a|

∫
aE
s(x) dm(x).

Ως γνωστόν υπάρχει ακολουθία (sn) µη αρνητικών απλών συναρ-
τήσεων, µε sn(x) ≤ sn+1(x) και limn→∞ sn(x) = f+(x), για κάθε
x ∈ a+ E.
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Ισοδύναµα, είναι sn(x + a) ≤ sn+1(x + a) και limn→∞ sn(x + a) =

f+(x + a), για κάθε x ∈ E. Εποµένως, από το ϑεώρηµα µονότονης
σύγκλισης∫
E
f+(x+ a) dm(x) = lim

n→∞

∫
E
sn(x+ a) dm(x)

= lim
n→∞

∫
a+E

sn(x) dm(x) =

∫
a+E

f+(x) dm(x)

και παρόµοια∫
E
f−(x+ a) dm(x) =

∫
a+E

f−(x) dm(x) .

΄Αρα,∫
E
f(x+ a) dm(x) =

∫
E
f+(x+ a) dm(x)−

∫
E
f−(x+ a) dm(x)

=

∫
a+E

f+(x) dm(x)−
∫
a+E

f−(x) dm(x)

=

∫
a+E

f(x) dm(x) .

Ανάλογα αποδεικνύεται ο δεύτερος τύπος.

�

6. (αʹ) Υποθέτουµε ότι η Lebesgue µετρήσιµη συνάρτηση f : R → R είναι
περιοδική µε περίοδο T > 0, τέτοια ώστε

∫ T
0 |f(x)| dx < ∞. Να

αποδειχθεί ότι
∞∑
n=1

∫ T

0

∣∣n−2f(nx)
∣∣ dx <∞

και στη συνέχεια ότι limn→∞ n−2f(nx) = 0 σχεδόν παντού.

(ϐʹ) Να δείξετε ότι η συνάρτηση f(x) = (ln | cosx|)2 είναι Lebesgue ολο-
κληρώσιµη στο [0, π] και να συµπεράνετε ότι limn→∞ |cos(nx)|1/n = 1

σχεδόν παντού.
Υπόδειξη. Να συγκρίνετε το γενικευµένο ολοκλήρωµα

∫ π
0 (ln | cosx|)2 dx

µε το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫ π
0 (ln |x− π/2|)2 dx
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Απόδειξη. (αʹ) Επειδή η f είναι περιοδική µε περίοδο T > 0, είναι
f (x− (k − 1)T ) = f(x), k ∈ N∗ και από την προηγούµενη άσκηση
έχουµε∫
[0, T ]

∣∣n−2f(nx)
∣∣ dm(x) =

1

n3

∫
[0, nT ]

|f(x)|dm(x)

=
1

n3

n∑
k=1

∫
[(k−1)T, kT ]

|f(x)| dm(x)

=
1

n3

n∑
k=1

∫
[(k−1)T, kT ]

|f (x− (k − 1)T )| dm(x)

=
1

n3

n∑
k=1

∫
[0, T ]

|f(x)| dm(x)

=
1

n2

∫
[0, T ]

|f(x)|dm(x) .

Εποµένως
∞∑
n=1

∫
[0, T ]

∣∣n−2f(nx)
∣∣ dm(x) =

∞∑
n=1

1

n2

∫
[0, T ]

|f(x)|dm(x) <∞ .

΄Αρα, από το ϑεώρηµα B. Levi η σειρά
∑∞

n=1 n
−2f(nx) συγκλίνει σχε-

δόν παντού και κατά συνέπεια το όριο limn→∞ n−2f(nx) = 0 σχεδόν
παντού.

(ϐʹ) Για να αποδείξουµε ότι η π-περιοδική συνάρτηση f(x) = (ln | cosx|)2

είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη στο [0, π], από γνωστή πρόταση αρκεί
να αποδείξουµε ότι το γενικευµένο ολοκλήρωµα

∫ π
0 (ln | cosx|)2 dx

συγκλίνει. Αν αποδείξουµε ότι το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ π/2

0
(ln | cosx|)2 dx =

∫ π/2

0
(ln cosx)2 dx

συγκλίνει, επειδή
∫ π/2
π (ln | cosx|)2 dx =

∫ π/2
0 (ln | cosx|)2 dx, τότε

και το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫ π
0 (ln | cosx|)2 dx ϑα συγκλίνει. ΄Ο-

µως για 0 < 2λ < 1 το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ π/2

0

(π
2
− x
)−2λ

dx
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συγκλίνει και

lim
x→(π/2)−

(
ln cosx

(π/2− x)−λ

)2

= 0 . (κανόνας L’Hôpital)

΄Αρα, από το οριακό κριτήριο σύγκρισης για γενικευµένα ολοκληρώ-
µατα το ολοκλήρωµα

∫ π/2
0 (ln | cosx|)2 dx συγκλίνει. Εϕαρµόζοντας

το (α΄) έχουµε

lim
n→∞

n−2f(nx) = lim
n→∞

n−2 (ln | cos(nx)|)2 = 0 σ.π.

που συνεπάγεται ότι limn→∞ n−1 ln |cos(nx)| = 0 σ.π. ΄Αρα,

lim
n→∞

|cos(nx)|1/n = lim
n→∞

en
−1 ln|cos(nx)| = 1 σ.π.

�

7. ΄Εστω E Lebesgue µετρήσιµο υποσύνολο του [0, 2π] και έστω p ∈ N∗. Αν
(kn) είναι γνήσια αύξουσα ακολουθία φυσικών αριθµών και (an) είναι µια
οποιαδήποτε πραγµατική ακολουθία, να αποδειχθεί η ταυτότητα

cos2p t = 2−2p

(
2p

p

)
+ 21−2p

p∑
j=1

(
2p

p− j

)
cos 2jt

και να υπολογιστεί το όριο limn→∞
∫
E cos2p (knx+ an) dm(x).

Λύση. Επειδή

cos2p t =

(
eit + e−it

2

)2p

= 2−2p
2p∑
j=0

(
2p

j

)
ei(2p−j)t · e−ijt ,



4.11 Ακαδηµαϊκό έτος 2004–5 207

είναι

cos2p t = 2−2p

[(
2p

0

)
e2pit +

(
2p

2p

)
e−2pit

]
+ 2−2p

[(
2p

1

)
e2(p−1)it +

(
2p

2p− 1

)
e−2(p−1)it

]
+ · · ·+ 2−2p

[(
2p

p− 1

)
e2it +

(
2p

p+ 1

)
e−2it

]
+ 2−2p

(
2p

p

)
= 2−2p

{
2

(
2p

0

)
cos 2pt+ 2

(
2p

1

)
cos 2(p− 1)t

+ · · ·+ 2

(
2p

p− 1

)
cos 2t+

(
2p

p

)}
= 2−2p

(
2p

p

)
+ 21−2p

p∑
j=1

(
2p

p− j

)
cos 2jt .

Αν bp := 21−2p, τότε∫
E
cos2p (knx+ an) dm(x)

=

∫
E

2−2p

(
2p

p

)
+ bp

p∑
j=1

(
2p

p− j

)
cos 2j (knx+ an)

 dm(x)

= 2−2p

(
2p

p

)
m(E) + bp

p∑
j=1

(
2p

p− j

)∫
E
cos 2j (knx+ an) dm(x)

= 2−2p

(
2p

p

)
m(E) + bp

p∑
j=1

(
2p

p− j

)
cos 2jan ·

∫
E
cos(2jknx) dm(x)

− bp

p∑
j=1

(
2p

p− j

)
sin 2jan ·

∫
E
sin(2jknx) dm(x)

= 2−2p

(
2p

p

)
m(E) + bp

p∑
j=1

(
2p

p− j

)
cos 2jan ·

∫
R
χ

E
(x) cos(2jknx) dm(x)

− bp

p∑
j=1

(
2p

p− j

)
sin 2jan ·

∫
R
χ

E
(x) sin(2jknx) dm(x) .
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΄Αρα, από το λήµµα Riemann–Lebesgue έπεται ότι

lim
n→∞

∫
E
cos2p (knx+ an) dm(x) = 2−2p

(
2p

p

)
m(E) .
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4.12 Ακαδηµαϊκό έτος 2003–4

ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

1η Σειρά Ασκήσεων στη Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση

1. ΄Εστω (µn) αύξουσα ακολουθία ϑετικών µέτρων στη σ-άλγεβρα Σ του συνό-
λου X, δηλαδή µn(A) ≤ µn+1(A) για κάθε A ∈ Σ και για κάθε n ∈ N∗.
Αν µ : Σ → [0,∞] µε µ(A) := supn∈N∗ {µn(A)}, δείξτε ότι το µ είναι ένα
ϑετικό µέτρο.

Λύση. Από τον ορισµό του µ είναι προϕανές ότι µ(∅) = 0 και µ(E1) ≤
µ(E2), για κάθε E1, E2 ∈ Σ µε E1 ⊆ E2. Αν (Ak) είναι µία ακολουθία
ξένων ανά δύο συνόλων της σ-άλγεβρας Σ, τότε

∪∞
k=1Ak = A ∈ Σ. Επειδή

κάθε µn είναι ένα ϑετικό µέτρο στη σ-άλγεβρα Σ, ϑα είναι

µn(A) =

∞∑
k=1

µn(Ak) ≤
∞∑
k=1

µ(Ak)

και εποµένως µ(A) ≤
∑∞

k=1 µ(Ak). ΄Οµως για κάθε N ∈ N∗ έχουµε

N∑
k=1

µ(Ak) = lim
n→∞

N∑
k=1

µn(Ak) = lim
n→∞

µn

(
N∪
k=1

Ak

)
= µ

(
N∪
k=1

Ak

)
≤ µ(A) ,

οπότε
∑∞

k=1 µ(Ak) ≤ µ(A). ΄Αρα µ(A) =
∑∞

k=1 µ(Ak).

2. Αν E ⊆ R, να αποδειχθεί ότι m∗(E) = inf {
∑∞

n=1 ℓ(In) : E ⊆
∪∞

n=1 In},
όπου το infimum το παίρνουµε πάνω σε όλα τα καλύµµατα του E από
αριθµήσιµες ενώσεις ξένων ανά δύο ανοικτών διαστηµάτων In.

Λύση. Αν (In) είναι ακολουθία ξένων ανά δύο ανοικτών διαστηµάτων, από
τον ορισµό του εξωτερικού µέτρου Lebesgue m∗ ϑα είναι

m∗(E) ≤
∞∑
n=1

ℓ(In) . (4.7)

Αν m∗(E) = ∞, τότε έχουµε ισότητα στην (4.7). Υποθέτουµε λοιπόν ότι
m∗(E) < ∞. Τότε, για κάθε ε > 0 υπάρχει ακολουθία (Jk) ανοικτών και
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φραγµένων διαστηµάτων, µε E ⊆
∪∞

k=1 Jk, τέτοια ώστε

∞∑
k=1

ℓ(Jk) < m∗(E) + ε .

Επειδή το
∪∞

k=1 Jk είναι ανοικτό σύνολο, ϑα είναι
∪∞

k=1 Jk =
∪∞

n=1 I
′
n ⊇ E,

όπου (I ′n) είναι ακολουθία ανοικτών και φραγµένων διαστηµάτων ξένων ανά
δύο. Επειδή ως γνωστόν

∑∞
n=1 ℓ(I

′
n) ≤

∑∞
k=1 ℓ(Jk), έχουµε

∞∑
n=1

ℓ(I ′n) ≤
∞∑
k=1

ℓ(Jk) < m∗(E) + ε . (4.8)

Οι (4.7) και (4.8) αποδεικνύουν την άσκηση.

3. Να κατασκευάσετε ένα υποσύνολο A του [0, 1], µε τον ίδιο τρόπο που κα-
τασκευάζεται το τριαδικό σύνολο Cantor, αϕαιρώντας όµως από κάθε διά-
στηµα που αποµένει ένα ανοικτό υποδιάστηµα που έχει το ίδιο µέσο µε το
διάστηµα και του οποίου το µήκος είναι θ-φορές το µήκος του διαστήµα-
τος, 0 < θ < 1. ∆είξτε ότι A =

∩∞
k=1Ak, όπου m(Ak) = (1 − θ)k και να

συµπεράνετε ότι m(A) = 0.

Λύση. ΄Εστω A1 είναι το σύνολο που αποµένει αϕαιρώντας από το µέ-
σο 1/2 του διαστήµατος [0, 1] το ανοικτό διάστηµα ((1− θ)/2, (1 + θ)/2)

µήκους θ. Τότε m(A1) = 1 − θ. Το A1 αποτελείται από δύο κλειστά
υποδιαστήµατα του [0, 1] ξένα µεταξύ τους, καθένα από τα οποία έχει µή-
κος (1 − θ)/2. Αϕαιρούµε στη συνέχεια από κάθε κλειστό διάστηµα ένα
ανοικτό υποδιάστηµα που έχει το ίδιο µέσο µε το διάστηµα και του οποί-
ου το µήκος είναι 1−θ

2 θ. ΄Εστω A2 είναι το σύνολο που αποµένει. Τότε
m(A2) = (1− θ)− (1− θ)θ = (1− θ)2. Το A2 αποτελείται από 22 κλειστά
υποδιαστήµατα του [0, 1] ξένα ανά δύο, καθένα από τα οποία έχει µήκος
(1− θ)2/22.

Υποθέτουµε τώρα ότι τοAk−1 αποτελείται από 2k−1 κλειστά υποδιαστήµατα
του [0, 1] ξένα ανά δύο, καθένα από τα οποία έχει µήκος (1 − θ)k−1/2k−1

και εποµένως m(Ak−1) = (1 − θ)k−1. Αϕαιρούµε στη συνέχεια από κάθε
κλειστό διάστηµα ένα ανοικτό υποδιάστηµα που έχει το ίδιο µέσο µε το
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διάστηµα και του οποίου το µήκος είναι θ(1− θ)k−1/2k−1. ΄Εστω Ak είναι
το σύνολο που αποµένει. Τότε

m(Ak) = (1− θ)k−1 − (1− θ)k−1θ = (1− θ)k .

Αν A =
∩∞

k=1Ak, τότε το A είναι συµπαγές επειδή είναι τοµή συµπαγών
συνόλων. Επίσης, επειδή A ⊂ Ak, k ∈ N∗, έχουµε

m(A) ≤ m(Ak) = (1− θ)k → 0 , καθώς το k → ∞ .

Εποµένως m(A) = 0.

4. ΄Εστω A και B δύο υποσύνολα του R.

(αʹ) Αν το G ⊂ R είναι ανοικτό σύνολο τέτοιο ώστε A ⊆ G και B ∩ G = ∅,
δείξτε ότι

m∗ (A ∪B) = m∗(A) +m∗(B) .

(ϐʹ) Υποθέτουµε ότι τα A και B έχουν ϑετική απόσταση, δηλαδή,

d(A,B) := inf {|x− y| : x ∈ A, y ∈ B} > 0 .

Τότε
m∗ (A ∪B) = m∗(A) +m∗(B) .

Λύση.

(αʹ) Επειδή το G είναι Lebesgue µετρήσιµο, από τον ορισµό της µετρησι-
µότητας κατά Καραθεοδωρή έχουµε

m∗ (A ∪B) = m∗ ((A ∪B) ∩G) +m∗ ((A ∪B) ∩Gc)

= m∗ ((A ∩G) ∪ (B ∩G)) +m∗ ((A ∩Gc) ∪ (B ∩Gc))

= m∗(A) +m∗(B) .

(ϐʹ) ΄Εστω d(A,B) = δ > 0. Ορίζουµε το ανοικτό σύνολο

G :=
∪
x∈A

(
x− δ

2
, x+

δ

2

)
.
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Είναι A ⊆ G και από τον ορισµό του δ ϑα είναι B ∩G = ∅. Πράγµατι,
αν y ∈ B ∩ G τότε από τον ορισµό του G το y ∈

(
x− δ

2 , x+ δ
2

)
, για

κάποιο x ∈ A. Ισοδύναµα, |x− y| < δ
2 για x ∈ A και y ∈ B που είναι

άτοπο. Η απόδειξη τώρα της (ϐ΄) προκύπτει από την (α΄).

5. ∆είξτε ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει ανοικτό σύνολο G πυκνό στο R και τέτοιο
ώστε m(G) < ε.

Λύση. ΄Εστω (rn) η ακολουθία των ϱητών αριθµών και έστω

In :=
(
rn − ε

2n+1
, rn +

ε

2n+1

)
, n ∈ N∗ .

Αν G =
∪∞

n=1 In, το G είναι ανοικτό σύνολο και πυκνό στο R (επειδή
περιέχει όλους τους ϱητούς). Επίσης

m(G) ≤
∞∑
n=1

ℓ(In) =
∞∑
n=1

ε

2n
= ε .

6. Να αποδειχθεί ότι το σύνολο E ⊆ R είναι Lebesgue µετρήσιµο, αν και µόνο
αν

m∗ ([a, b]) = m∗ ([a, b] ∩ E) +m∗ ([a, b] ∩ Ec) , (4.9)

για κάθε κλειστό και φραγµένο διάστηµα [a, b].

Απόδειξη. Ως γνωστόν το σύνολο E ⊆ R είναι Lebesgue µετρήσιµο αν και
µόνο αν

m∗(A) = m∗ (A ∩ E) +m∗ (A ∩ Ec) , (4.10)

για κάθε A ⊆ R. Αν το E είναι Lebesgue µετρήσιµο, τότε η (4.9) προκύπτει
από την (4.10) παίρνοντας A = [a, b]. Αντίστροϕα, υποθέτουµε ότι η (4.9)
ισχύει για κάθε κλειστό και φραγµένο διάστηµα A = [a, b]. Αρκεί να
αποδειχθεί ότι

m∗(A) ≥ m∗ (A ∩ E) +m∗ (A ∩ Ec) , (4.11)
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για κάθεA ⊆ R. Επειδή η (4.11) ισχύει στην περίπτωση που είναιm∗(A) =

∞, υποθέτουµε ότι m∗(A) < ∞. ΄Εστω ε > 0. Από τις ιδιότητες του
εξωτερικού µέτρου Lebesgue, υπάρχει αριθµήσιµη οικογένεια κλειστών και
φραγµένων διαστηµάτων ([an, bn]) τέτοια ώστε

∪∞
n=1[an, bn] ⊇ A και

∞∑
n=1

m∗ ([an, bn]) < m∗(A) + ε .

Είναι
∪∞

n=1[an, bn] ∩ E ⊇ A ∩ E και
∪∞

n=1[an, bn] ∩ Ec ⊇ A ∩ Ec, οπότε

m∗(A) + ε >
∞∑
n=1

m∗ ([an, bn])

=
∞∑
n=1

m∗ ([an, bn] ∩ E) +

∞∑
n=1

m∗ ([an, bn] ∩ Ec)

(από την (4.9))

≥ m∗

( ∞∪
n=1

([an, bn] ∩ E)

)
+m∗

( ∞∪
n=1

([an, bn] ∩ Ec)

)
≥ m∗ (A ∩ E) +m∗ (A ∩ Ec) .

Εποµένως

m∗(A) + ε > m∗ (A ∩ E) +m∗ (A ∩ Ec) ,

για κάθε ε > 0 και αυτό αποδεικνύει την (4.11). �

7. Υποθέτουµε ότι E ∈ M, δηλαδή το σύνολο E ⊆ R είναι Lebesgue µετρή-
σιµο.

(αʹ) ∆είξτε ότι limn→∞m (E ∩ (−n, n)) = m(E).

(ϐʹ) Αν m(E) <∞, δείξτε ότι limn→∞m (E \ (−n, n)) = 0.
∆ώστε ένα παράδειγµα συνόλου E ∈ M µε m(E) = ∞, τέτοιο ώστε
limn→∞m (E \ (−n, n)) ̸= 0.

Λύση.
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(αʹ) Αν En := E ∩ (−n, n), n ∈ N∗, τότε En ⊆ En+1, En ∈ M και∪∞
n=1En = E. Από γνωστή ιδιότητα του µέτρου

lim
n→∞

m (E ∩ (−n, n)) = lim
n→∞

µ(En) = m

( ∞∪
n=1

En

)
= m(E) .

(ϐʹ) Αν Fn := E \ (−n, n), n ∈ N∗, τότε Fn ⊇ Fn+1, Fn ∈ M,
∩∞

n=1 Fn = ∅
και m(F1) ≤ m(E) <∞. Εποµένως από γνωστή ιδιότητα του µέτρου

lim
n→∞

m (E \ (−n, n)) = lim
n→∞

µ(Fn) = m

( ∞∩
n=1

Fn

)
= m(∅) = 0 .

Αν τώρα E = R ∈ M, τότε m(E) = ∞ και m (R \ (−n, n)) = ∞ για
κάθε n ∈ N∗. Εποµένως,

lim
n→∞

m (R \ (−n, n)) = ∞ ̸= 0 .

8. Υποθέτουµε ότι το Lebesgue µετρήσιµο σύνολο A ⊂ R είναι τέτοιο ώστε

m (A ∩ (a, b)) ≤ b− a

2
,

για κάθε a, b ∈ R, a < b. ∆είξτε ότι m(A) = 0.

Λύση. ΄Εστω ότι m(A) ̸= 0. Από την άσκηση 7(α΄) έχουµε

lim
n→∞

m (A ∩ (−n, n)) = m(A) ̸= 0

και εποµένως υπάρχει n ∈ N∗ µε m (A ∩ (−n, n)) ̸= 0. ΄Εστω ε > 0. Από
γνωστή πρόταση υπάρχει ανοικτό σύνολο G µε A ∩ (−n, n) ⊆ G και

m(G) < m (A ∩ (−n, n)) + ε . (4.12)

Επειδή m(G) < ∞, το ανοικτό σύνολο G =
∪∞

k=1(ak, bk), όπου (ak, bk)

ξένα ανά δύο ανοικτά και φραγµένα διαστήµατα. Είναι

A ∩ (−n, n) ⊆ A ∩G =

∞∪
k=1

A ∩ (ak, bk) ,
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όπου (A ∩ (ak, bk)) είναι µια αριθµήσιµη οικογένεια ξένων ανά δύο Lebe-
sgue µετρήσιµων συνόλων. Τότε

m (A ∩ (−n, n)) ≤
∞∑
k=1

m (A ∩ (ak, bk))

≤
∞∑
k=1

bk − ak
2

(από την υπόθεση)

=
1

2
m(G)

<
1

2
(m (A ∩ (−n, n)) + ε) (από την (4.12))

και ισοδύναµα m (A ∩ (−n, n)) < ε, για κάθε ε > 0. Εποµένως

m (A ∩ (−n, n)) = 0 . (άτοπο)

΄Αρα, m(A) = 0.

2η Σειρά Ασκήσεων στη Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση

1. (αʹ) ΄Εστω η συνάρτηση f : R → R, µε f(x) := χ
A
(x)− 1

2 , όπου το σύνολο
A ⊂ R δεν είναι Lebesgue µετρήσιµο. Είναι η f Lebesgue µετρήσιµη ;
Είναι η |f | Lebesgue µετρήσιµη ; Αιτιολογήστε τις απαντήσεις σας.

(ϐʹ) Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιµη. Θεωρώ-
ντας την ακολουθία συναρτήσεων (gn) µε gn(x) = n

[
f
(
x+ 1

n

)
− f(x)

]
,

να αποδειχθεί ότι η παράγωγος f ′ είναι Lebesgue µετρήσιµη.

Λύση.

(αʹ) Ως γνωστόν η χαρακτηριστική συνάρτηση χ
A

είναι µετρήσιµη αν και
µόνο αν το σύνολο A είναι µετρήσιµο. Εποµένως η συνάρτηση f δεν
είναι µετρήσιµη. Επειδή

f(x) =

1
2 αν x ∈ A ,

−1
2 αν x /∈ A ,
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είναι |f(x)| = 1
2 , για κάθε x ∈ R. ∆ηλαδή η |f | είναι σταθερή συνάρ-

τηση και εποµένως µετρήσιµη.

(ϐʹ) Επειδή η f είναι παραγωγίσιµη είναι και συνεχής. Εποµένως η f είναι
µετρήσιµη και κατά συνέπεια οι gn είναι µετρήσιµες. ΄Οµως

lim
n→∞

gn(x) = lim
n→∞

f
(
x+ 1

n

)
− f(x)

1
n

= f ′(x) ,

οπότε και η f ′ είναι µετρήσιµη σαν όριο ακολουθίας µετρήσιµων συ-
ναρτήσεων.

2. ΄Εστω C είναι το τριαδικό σύνολο Cantor. Να αποδειχθεί ότι η χαρακτηρι-
στική συνάρτηση χ

C
είναι Riemann ολοκληρώσιµη στο διάστηµα [0, 1] και

ότι
∫ 1
0 χC

(x) dx = 0.

Απόδειξη. Η χ
C

είναι συνεχής σε κάθε σηµείο του συνόλου [0, 1] \ C και
ασυνεχής σε κάθε σηµείο του C. Επειδή m(C) = 0, από γνωστό ϑεώρηµα
η χ

C
είναι Riemann ολοκληρώσιµη στο [0, 1]. Επειδή χ

C
= 0 σ.π., είναι∫ 1

0
χ

C
(x) dx =

∫
[0,1]

χ
C
dm = 0 .

�

3. ΄Εστω η συνάρτηση F : R → R µε

F (x) =

∫ ∞

0

sin(xt)

1 + t2
dt .

Αν (xn) είναι πραγµατική ακολουθία µε limn→∞ xn = x ∈ R, δείξτε ότι
limn→∞ F (xn) = F (x). ∆ηλαδή η F είναι συνεχής συνάρτηση στο R.

Απόδειξη. ΄Εστω fn(t) = sin(xnt)/(1 + t2), f(t) = sin(xt)/(1 + t2) και
g(t) = 1/(1 + t2). Τότε οι συναρτήσεις fn, n ≥ 1, f και g είναι συνεχείς.
Είναι

fn(t) ≤ g(t) =
1

1 + t2
και lim

n→∞
fn(t) = f(t) =

sin(xt)

1 + t2
, για κάθε t ≥ 0 .
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Επειδή το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ ∞

0
g(t) dt =

∫ ∞

0

1

1 + t2
dt =

π

2

συγκλίνει, από γνωστό ϑεώρηµα το ολοκλήρωµα Lebesgue της g υπάρχει
στο [0,∞) και είναι

∫
[0,∞) g(t) dm(t) =

∫∞
0 g(t) dt = π/2. Εποµένως, από

το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue

lim
n→∞

F (xn) = lim
n→∞

∫ ∞

0

sin(xnt)

1 + t2
dt

=

∫ ∞

0

(
lim
n→∞

sin(xnt)

1 + t2

)
dt

=

∫ ∞

0

sin(xt)

1 + t2
dt = F (x) .

�

4. ΄Εστω (fn) µία φθίνουσα ακολουθία Lebesgue µετρήσιµων συναρτήσεων,
µε fn : R → [0,∞]. ∆ηλαδή

f1 ≥ f2 ≥ f3 ≥ · · · ≥ fn ≥ · · · .

Αν
∫
R f1 dm <∞ και limn→∞ fn(x) = f(x), ∀x ∈ R, τότε

lim
n→∞

∫
R
fn dm =

∫
R
f dm. (4.13)

Η (4.13) γενικά δεν ισχύει αν
∫
R f1 dm = ∞.

(Θεωρείστε την ακολουθία συναρτήσεων fn = 1
nχ[n,∞))

Λύση. Είναι το ῾῾θεώρηµα µονότονης σύγκλισης για φθίνουσα ακολουθία
µετρήσιµων συναρτήσεων᾿᾿. Για την απόδειξη παραπέµπουµε στο [17].

Αν fn = 1
nχ[n,∞), η (fn) είναι φθίνουσα ακολουθία µη αρνητικών µετρή-

σιµων συναρτήσεων µε∫
R
fn dm =

1

n

∫
R
χ[n,∞) dm = ∞ .
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΄Οµως limn→∞ fn (x) = 0 για κάθε x ∈ R και εποµένως

lim
n→∞

∫
R
fn dm = ∞ ̸= 0 =

∫
R
f dm.

5. (αʹ) Να υπολογιστεί, αν υπάρχει, το όριο

lim
n→∞

∫
[0,∞)

sin (ex)

1 + nx2
dm(x) .

(ϐʹ) ∆είξτε ότι ∫
[0,∞)

x

ex − 1
dm(x) =

π2

6
.

Υπόδειξη. (ϐ΄) Να αποδειχθεί ότι x
ex−1 =

∑∞
n=1 xe

−nx , ∀x > 0. Ως γνωστόν

∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
.

Λύση.

(αʹ) Οι συναρτήσεις fn(x) = sin(ex)
1+nx2 και g(x) = 1

1+x2 είναι συνεχείς µε
|fn(x)| < g(x) και limn→∞ fn(x) = 0, για κάθε x > 0. Επειδή το
γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ ∞

0
g(x) dx =

∫ ∞

0

1

1 + x2
dx =

π

2

συγκλίνει, το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
0

sin(ex)
1+nx2 dx συγκλίνει απόλυ-

τα και εποµένως συγκλίνει. Τότε από γνωστό ϑεώρηµα τα ολοκληρώ-
µατα Lebesgue των fn και g υπάρχουν στο [0,∞) και είναι∫

[0,∞)

sin(ex)

1 + nx2
dm(x) =

∫ ∞

0

sin(ex)

1 + nx2
dx ,

∫
[0,∞)

g(x) dm(x) =

∫ ∞

0
g(x) dx =

π

2
.

΄Αρα, από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue

lim
n→∞

∫
[0,∞)

sin(ex)

1 + nx2
dm(x) =

∫
[0,∞)

lim
n→∞

sin(ex)

1 + nx2
dm(x) = 0 .
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(ϐʹ) Για κάθε x > 0 είναι 0 < e−x < 1. Εποµένως, για κάθε x > 0

x

ex − 1
=

xe−x

1− e−x
= xe−x

∞∑
n=0

(e−x)n =
∞∑
n=1

xe−nx .

Χρησιµοποιώντας παραγοντική ολοκλήρωση έχουµε∫ ∞

0
xe−nx dx = − lim

x→∞

x

n
e−nx +

1

n

∫ ∞

0
e−nx dx =

1

n2
,

οπότε από γνωστό ϑεώρηµα∫
[0,∞)

xe−nx dm(x) =

∫ ∞

0
xe−nx dx =

1

n2
.

΄Αρα,∫
[0,∞)

x

ex − 1
dm(x) =

∫
[0,∞)

∞∑
n=1

xe−nx dm(x)

=

∞∑
n=1

∫
[0,∞)

xe−nx dm(x) =

∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
.

6. Για κάθε x > 0 είναι

sinx lnx =
∞∑
n=0

fn(x) , µε fn(x) = (−1)n
x2n+1 lnx

(2n+ 1)!
.

Να αποδειχθεί ότι
∞∑
n=0

∫ 1

0
|fn(x)|dx =

∞∑
n=0

1

(2n+ 2)!(2n+ 2)
<∞

και στη συνέχεια ότι∫ 1

0
sinx lnx dx =

∞∑
n=1

(−1)n

(2n)!(2n)
.

Λύση. Είναι sinx =
∑∞

n=0(−1)n x2n+1

(2n+1)! , για κάθε x ∈ R. Εποµένως, για
κάθε x > 0 είναι

sinx lnx =
∞∑
n=0

fn(x) , µε fn(x) = (−1)n
x2n+1 lnx

(2n+ 1)!
.
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Χρησιµοποιώντας παραγοντική ολοκλήρωση έχουµε

∫ 1

0
|x2n+1 lnx| dx = −

∫ 1

0
x2n+1 lnx dx

=
1

2n+ 2
lim

x→0+
x2n+2 lnx+

1

2n+ 2

∫ 1

0
x2n+1 dx

=
1

(2n+ 2)2

και εποµένως ∫ 1

0
|fn(x)| dx =

1

(2n+ 2)!(2n+ 2)
.

Επίσης,

∫ 1

0
fn(x) dx = (−1)n+1

∫ 1

0
|fn(x)|dx =

(−1)n+1

(2n+ 2)!(2n+ 2)
.

Επειδή το γενικευµένο ολοκλήρωµα της fn συγκλίνει απόλυτα στο (0, 1],
από γνωστό ϑεώρηµα η fn είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη στο (0, 1] και
είναι ∫

(0,1]
|fn(x)|dm(x) =

∫ 1

0
|fn(x)|dx =

1

(2n+ 2)!(2n+ 2)
.

Επίσης

∫
(0,1]

fn(x) dm(x) =

∫ 1

0
fn(x) dx =

(−1)n+1

(2n+ 2)!(2n+ 2)
.

Εποµένως

∞∑
n=0

∫
(0,1]

|fn(x)|dm(x) =

∞∑
n=0

∫ 1

0
|fn(x)|dx =

∞∑
n=0

1

(2n+ 2)!(2n+ 2)
<∞ .

Από το ϑεώρηµα B. Levi η συνάρτηση sinx lnx =
∑∞

n=0 fn(x) είναι Lebe-
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sgue ολοκληρώσιµη και∫
(0,1]

sinx lnx dm(x) =

∫
(0,1]

∞∑
n=0

fn(x) dm(x)

=
∞∑
n=0

∫
(0,1]

fn(x) dm(x)

=

∞∑
n=0

(−1)n+1

(2n+ 2)!(2n+ 2)
=

∞∑
n=1

(−1)n

(2n)!(2n)
.

΄Αρα, από γνωστό ϑεώρηµα ϑα είναι και∫ 1

0
sinx lnx dx =

∞∑
n=1

(−1)n

(2n)!(2n)
.

7. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση ϕ : [0,∞) → R είναι συνεχώς παραγωγίσιµη,
τέτοια ώστε ϕ(0) = 1 και ϕ, ϕ′ ∈ L1[0,∞). Αν a > 0, να αποδειχθεί ότι∫ ∞

0
ϕ(ax) sinx dx = 1 +

∫ ∞

0
ϕ′(t) cos(t/a) dt .

Στη συνέχεια να υπολογιστεί το όριο lima→0+
∫∞
0 ϕ(ax) sinx dx.

Λύση. Επειδή ϕ, ϕ′ ∈ L1[0,∞), από γνωστό ϑεώρηµα τα γενικευµένα ολο-
κληρώµατα

∫∞
0 ϕ(t) dt και

∫∞
0 ϕ′(t) dt συγκλίνουν απόλυτα. Ως γνωστόν

ϕ(x)− ϕ(0) =
∫ x
0 ϕ

′(t) dt και εποµένως το όριο

lim
x→∞

ϕ(x) = 1 + lim
x→∞

∫ x

0
ϕ′(t) dt = 1 +

∫ ∞

0
ϕ′(t) dt

υπάρχει. Επειδή το limx→∞ ϕ(x) υπάρχει, η σύγκλιση του γενικευµένου
ολοκληρώµατος

∫∞
0 ϕ(x) dx συνεπάγεται ότι limx→∞ ϕ(x) = 0 (ϐλέπε το

παρακάτω λήµµα). Εποµένως∫ ∞

0
ϕ(ax) sinx dx =

1

a

∫ ∞

0
ϕ(t) sin(t/a) dt (αντικατάσταση t = ax)

= 1− lim
t→∞

ϕ(t) cos(t/a) +

∫ ∞

0
ϕ′(t) cos(t/a) dt

(παραγοντική ολοκλήρωση)

= 1 +

∫ ∞

0
ϕ′(t) cos(t/a) dt .
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΄Οµως ϕ′ ∈ L1[0,∞) και από το Λήµµα των Riemann-Lebesgue

lim
a→0+

∫ ∞

0
ϕ′(t) cos(t/a) dt = 0

Εποµένως lima→0+
∫∞
0 ϕ(ax) sinx dx = 1.

Λήµµα. Υποθέτουµε ότι η ϕ : [a,∞) → R είναι Riemann ολοκληρώσιµη
σε κάθε κλειστό και φραγµένο υποδιάστηµα του [a,∞). Αν το γενικευµένο
ολοκλήρωµα

∫∞
a ϕ(x) dx συγκλίνει και το όριο limx→∞ ϕ(x) υπάρχει, τότε

limx→∞ ϕ(x) = 0.

Απόδειξη. ΄Εστω limx→∞ ϕ(x) = λ, µε λ ̸= 0. Τότε υπάρχει M > 0 τέτοιο
ώστε |ϕ(x)− λ| < |λ|/2, ∀x ≥M . Ισοδύναµα,

λ− |λ|/2 < ϕ(x) < λ+ |λ|/2 , ∀x ≥M .

Αν λ > 0, τότε ϕ(x) > λ/2, ∀x ≥M και εποµένως

lim
r→∞

∫ r

M
ϕ(x) dx ≥ lim

r→∞

λ

2
(r −M) = ∞ . (άτοπο)

Παρόµοια, αν λ < 0, τότε ϕ(x) < λ/2, ∀x ≥M και εποµένως

lim
r→∞

∫ r

M
ϕ(x) dx ≤ lim

r→∞

λ

2
(r −M) = −∞ . (άτοπο)

΄Αρα, limx→∞ ϕ(x) = 0. �

Σηµείωση. Γενικά, η σύγκλιση του γενικευµένου ολοκληρώµατος
∫∞
a ϕ(x) dx

δεν συνεπάγεται ότι limx→∞ ϕ(x) = 0. Για παράδειγµα, είναι γνωστό ότι
τα γενικευµένα ολοκληρώµατα Fresnel:∫ ∞

0
sinx2 dx =

∫ ∞

0
cosx2 dx =

√
2π

4

συγκλίνουν. ΄Οµως τα όρια limx→∞ sinx2 και limx→∞ cosx2 δεν υπάρ-
χουν.
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8. ΄Εστω f : R → R µία Lebesgue µετρήσιµη συνάρτηση και

Ek = {x ∈ E : 2k < |f(x)| ≤ 2k+1} , k ∈ Z ,

όπου E ∈ M.

(αʹ) Να αποδειχθεί ότι

+∞∑
k=−∞

2kχEk
(x) ≤

+∞∑
k=−∞

|f(x)|χEk
(x) ≤

+∞∑
k=−∞

2k+1χEk
(x) .

(ϐʹ) Να αποδειχθεί ότι f ∈ L1(E) αν και µόνο αν
∑+∞

k=−∞ 2km(Ek) <∞ .

Απόδειξη. (αʹ) Επειδή η |f | είναι µετρήσιµη συνάρτηση, τα σύνολα Ek, k ∈
Z, είναι µετρήσιµα και ξένα ανά δύο. Είναι

2kχEk
(x) ≤ |f(x)|χEk

(x) ≤ 2k+1χEk
(x) ,

για κάθε k ∈ Z και εποµένως

+∞∑
k=−∞

2kχEk
(x) ≤

+∞∑
k=−∞

|f(x)|χEk
(x) ≤

+∞∑
k=−∞

2k+1χEk
(x) .

(ϐʹ) Είναι E =
∪+∞

k=−∞Ek, όπου τα σύνολα Ek είναι µετρήσιµα και ξένα
ανά δύο. Από γνωστά ϑεωρήµατα∫

E
|f(x)| dm(x) =

∫
∪+∞

k=−∞ Ek

|f(x)| dm(x)

=
+∞∑

k=−∞

∫
Ek

|f(x)| dm(x)

=
+∞∑

k=−∞

∫
E
|f(x)|χEk

(x) dm(x)

=

∫
E

+∞∑
k=−∞

|f(x)|χEk
(x) dm(x) .
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΄Οµως∫
E

+∞∑
k=−∞

2kχEk
(x) dm(x) =

+∞∑
k=−∞

2k
∫
E
χEk

(x) dm(x) =

+∞∑
k=−∞

2km(Ek)

και παρόµοια∫
E

+∞∑
k=−∞

2k+1χEk
(x) dm(x) =

+∞∑
k=−∞

2k+1m(Ek) = 2

+∞∑
k=−∞

2km(Ek) .

΄Αρα, η (α΄) συνεπάγεται ότι

+∞∑
k=−∞

2km(Ek) ≤
∫
E
|f(x)| dm(x) ≤ 2

+∞∑
k=−∞

2km(Ek) .

Από τις παραπάνω ανισότητες είναι προϕανές ότι f ∈ L1(E) αν και µόνο
αν η σειρά

∑+∞
k=−∞ 2km(Ek) συγκλίνει, δηλαδή

∑+∞
k=−∞ 2km(Ek) <

∞.

�



Κεϕάλαιο 5

Θέµατα Εξετάσεων

5.1 Ακαδηµαϊκό έτος 2015–16

ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

Εξετάσεις στη Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση

15 Μαρτίου, 2017

Θ1. ΄Εστω ο σύνολο E ⊆ R.

(αʹ) Αν m∗ είναι το εξωτερικό µέτρο Lebesgue κα m είναι το µέτρο Lebe-
sgue, δείξτε ότι

m∗(E) = inf{m(U) : E ⊆ U , U είναι ανοικτό σύνολο} .

(1 µον.)

(ϐʹ) ∆είξτε ότι τοE έχει µέτρο Lebesgue µηδέν αν και µόνο αν υπάρχει α-
κολουθία (Un) ανοικτών συνόλων στο R τέτοια ώστε limn→∞m(Un) =

0 και E ⊆
∩∞

n=1 Un. (1 µον.)

Λύση.

(αʹ) Παραπέµπουµε στο [17].

225
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(ϐʹ) ΄Εστωm(E) = 0. Από το (α΄), για κάθε n ∈ N∗ υπάρχει ανοικτό σύνο-
λο Un ⊇ E τέτοιο ώστε m(Un) < 1/n. Εποµένως limn→∞m(Un) =

0 και E ⊆
∩∞

n=1 Un.
Αντίστροϕα, υποθέτουµε ότι υπάρχει ακολουθία (Un) ανοικτών συ-
νόλων στο R τέτοια ώστε

lim
n→∞

m(Un) = 0 και E ⊆
∞∩
n=1

Un .

Τότε E ⊆
∩∞

n=1 Un ⊆ Un για κάθε n ∈ N∗ και εποµένως m∗(E) ≤
m∗(Un) = m(Un). Επειδή limn→∞m(Un) = 0, έπεται ότι m∗(E) =

0 και κατά συνέπεια το E είναι Lebesgue µετρήσιµο σύνολο µέτρου
µηδέν.

Θ2. ΄Εστω X ⊆ R, X ̸= ∅, Lebesgue µετρήσιµο σύνολο.

(αʹ) (Λήµµα Borel–Cantelli) Αν (An) είναι ακολουθία Lebesgue µε-
τρήσιµων υποσυνόλων του X µε

∑∞
n=1m(An) < ∞, δείξτε ότι

m(lim supAn) = 0, όπου lim supAn :=
∩∞

n=1

∪∞
k=nAk. (1 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω m(X) < ∞ και έστω (fn) ακολουθία Lebesgue ολοκληρώσι-
µων συναρτήσεων στο X µε

∫
X |fn| dm ≤ c < ∞. Αν (λn) είναι

ακολουθία ϑετικών αριθµών µε
∑∞

n=1 λ
−1
n <∞ και

An =

{
x ∈ X :

∣∣∣∣fn(x)− ∫
X
|fn(x)| dm(x)

∣∣∣∣ ≥ λn

}
,

δείξτε ότι m(lim supAn) = 0. (1 µον.)

Λύση.

(αʹ) Παραπέµπουµε στο [17].
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(ϐʹ) Από την ανισότητα Chebyshev έχουµε

m(An) = m

({
x ∈ X :

∣∣∣∣fn(x)− ∫
X
|fn(x)| dm(x)

∣∣∣∣ ≥ λn

})
≤ 1

λn

∫
X

∣∣∣∣fn(x)− ∫
X
|fn(x)| dm(x)

∣∣∣∣ dm(x)

≤ 1

λn

[∫
X
|fn(x)| dm(x) +

∫
X
|fn(x)| dm(x)

∫
X
dm(x)

]
≤ c(1 +m(X))

λn
.

Εποµένως

∞∑
n=1

m(An) ≤ c(1 +m(X))

∞∑
n=1

1

λn
<∞

και από το λήµµα Borel–Cantelli m(lim supAn) = 0.

Θ3. (αʹ) ∆ιατυπώστε το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης για ακολουθία µη αρ-
νητικών µετρήσιµων συναρτήσεων στο [0, 1] και το ϑεώρηµα φραγ-
µένης σύγκλισης.

(0,5 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω f : [0, 1] → [0,∞) µετρήσιµη συνάρτηση. Υποθέτουµε ότι
υπάρχει c ∈ [0,∞) τέτοιο ώστε∫

[0,1]
f(t)n dm(t) = c , για κάθε n ∈ N .

∆είξτε ότι υπάρχει Lebesgue µετρήσιµο σύνολο E ⊆ [0, 1] τέτοιο
ώστε

f = χ
E

σ.π. στο [0, 1] .

(2 µον.)

Λύση.

(αʹ) Παραπέµπουµε στο [17].
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(ϐʹ) ΄Εστω fn : [0, 1] → [0,∞) µε fn(t) := f(t)n. Στο µετρήσιµο σύ-
νολο B = {t ∈ [0, 1] : f(t) > 1} η (fn) είναι αύξουσα ακολουθία
µη αρνητικών µετρήσιµων συναρτήσεων µε limn→ fn(t) = ∞. Αν
m(B) > 0, από το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης είναι

lim
n→∞

∫
B
f(t)n dm(t) =

∫
B
( lim
n→∞

f(t)n) dm(t) = ∞ ·m(B) = ∞ .

Ατοπο, επειδή
∫
B f(t)

n dm(t) ≤
∫
[0,1] f(t)

n dm(t) = c < ∞ για
κάθε n ∈ N. Εποµένως m(B) = 0.

Αν A = {t ∈ [0, 1] : 0 ≤ f(t) < 1}, το A είναι µετρήσιµο υποσύνολο
του [0, 1] και από την υπόθεση έχουµε∫

[0,1]
f(t)n dm(t) =

∫
A
f(t)n dm(t) +

∫
{f=1}

f(t)n dm(t)

+

∫
B
f(t)n dm(t)

=

∫
A
f(t)n dm(t) +m({f = 1}) = c , (∗)

για κάθε n ∈ N. Επειδή limn→ fn(t) = 0 κατά σηµείο στο Lebesgue
µετρήσιµο σύνολο A µε m(A) ≤ 1 και 0 ≤ fn(t) ≤ 1 για κάθε
t ∈ E1 και για κάθε n ∈ N, από το ϑεώρηµα φραγµένης σύγκλισης
είναι

lim
n→∞

∫
A
f(t)n dm(t) =

∫
A
( lim
n→∞

f(t)n) dm(t) = 0 .

Παίρνοντας στην (∗) το n→ ∞ έχουµε

m({f = 1}) = c .

Τότε και πάλι από την (∗) παίρνουµε∫
A
f(t)n dm(t) = 0 ,

για κάθε n ∈ N. Εποµένως είτε f = 0 σ.π. στο [0, 1] ή m(A) = 0.
Επειδή

1 = m([0, 1]) = m(E1) +m({f = 1}) +m(E2) = m({f = 1}) ,
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αν E := {f = 1}, το E είναι Lebesgue µετρήσιµο υποσύνολο του
[0, 1] µε c = m(E) = 1 και m([0, 1] \ E) = 0. ΄Αρα,

f = χ
E

σ.π. στο [0, 1] .

Θ4. ∆ιατυπώστε το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue. Αν
n ∈ N∗, υπολογίστε το όριο

lim
n→∞

∫ 2

1

n2 sin(x/n)

1 + nx2
dx .

Αιτιολογήστε την απάντησή σας. (1,5 µον.)

Λύση. Παραπέµπουµε στο [17] για το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλι-
σης του Lebesgue.

Για κάθε n ∈ N∗ η fn(x) = n2 sin(x/n)
1+nx2 είναι συνεχής και µη αρνητική

συνάρτηση στο [1, 2]. Είναι

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

nx

1 + nx2
·
sin
(
x
n

)
x
n

=
1

x
· lim
t→0+

sin t

t
=

1

x
. (κανόνας L’Hôpital)

Επειδή sin y < y για y > 0, για κάθε x ∈ [1, 2] είναι

|fn(x)| =
n2 sin(x/n)

1 + nx2
<

nx

1 + nx2
<

1

x

και η συνάρτηση f(x) = 1/x είναι ολοκληρώσιµη στο διάστηµα [1, 2].
΄Αρα, από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue

lim
n→∞

∫ 2

1

n2 sin(x/n)

1 + nx2
dx =

∫ 2

1
lim
n→∞

(
n2 sin(x/n)

1 + nx2

)
dx =

∫ 2

1

1

x
dx = ln 2 .

Θ5. ΄Εστω X ⊆ R Lebesgue µετρήσιµο σύνολο και έστω fn : X → R, n ∈ N∗,
ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων στο X. ∆ιατυπώστε το ϑεώρηµα
Beppo Levi.
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Αν η συνάρτηση f : X → R είναι µετρήσιµη, υποθέτουµε ότι

lim
n→∞

∫
X
|fn − f | dm = 0 .

∆είξτε ότι υπάρχει υπακολουθία (fkn) της (fn) τέτοια ώστε

∞∑
n=1

∫
X
|fkn − f | dm ≤ 1 <∞ .

Να συµπεράνετε ότι

lim
n→∞

fkn = f σ.π. στο X .

(2 µον.)

Λύση. Για τη διατύπωση του ϑεωρήµατος Beppo Levi παραπέµπουµε στο
[17].

Από την υπόθεση υπάρχει k1 ∈ N∗ τέτοιο ώστε∫
X
|fn − f | dm <

1

2
, για κάθε n ≥ k1 .

Στη συνέχεια επιλέγουµε k2 ∈ N∗ µε k2 > k1 τέτοιο ώστε∫
X
|fn − f | dm <

1

22
, για κάθε n ≥ k2 .

Συνεχίζοντας κατ αυτό τον τρόπο, επαγωγικά ϐρίσκουµε ένα kn ∈ N∗ µε
kn > kn−1 τέτοιο ώστε∫

X
|fn − f | dm <

1

2n
, για κάθε n ≥ kn .

∆ηλαδή υπάρχει υπακολουθία (fkn) της (fn) µε∫
X
|fkn − f | dm <

1

2n
, για κάθε n ≥ 1

και εποµένως

∞∑
n=1

∫
X
|fkn − f | dm ≤

∞∑
n=1

1

2n
= 1 <∞ .
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Τότε από το ϑεώρηµα Beppo Levi η σειρά
∑∞

n=1(fkn−f) συγκλίνει σχεδόν
παντού στο X και άρα

lim
n→∞

fkn = f σ.π. στο X .

Επαναληπτικές εξετάσεις στη Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση

3 Οκτωβρίου, 2017

Θ1. ΄Εστω το σύνολο E ⊆ R.

(αʹ) Αν m∗ είναι το εξωτερικό µέτρο Lebesgue κα m είναι το µέτρο Lebe-
sgue, δείξτε ότι

m∗(E) = inf{m(U) : E ⊆ U , U είναι ανοικτό σύνολο} .

(1 µον.)

(ϐʹ) ΑνE∩K ̸= ∅ για κάθε συµπαγές υποσύνολοK του R µεm(K) > 0,
δείξτε ότι m∗(E) = ∞.

(1 µον.)

Λύση.

(αʹ) Παραπέµπουµε στο [17].

(ϐʹ) ΄Εστω m∗(E) < ∞. Από το (α΄) υπάρχει ανοικτό σύνολο U ⊇ E

τέτοιο ώστε m(U) <∞. Τότε το F = R \U είναι κλειστό υποσύνολο
του R µε m(F ) = ∞. Επειδή

m(F ) = sup{m(K) : K ⊆ F , K είναι συµπαγές σύνολο} ,

υπάρχει συµπαγές σύνολοK ⊆ F µεm(K) > 0. Επειδή F∩E = ∅,
τότε και K ∩ E = ∅ που είναι άτοπο. Εποµένως αν E ∩K ̸= ∅ για
κάθε συµπαγές υποσύνολο K του R µε m(K) > 0, τότε m∗(E) =

∞.
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Θ2. (Λήµµα Borel–Cantelli) ΄Εστω M µια σ-άλγεβρα στο σύνολο X και έ-
στω µ : M → [0,∞] ένα σ-αθροιστικό ϑετικό µέτρο. Αν (En) είναι
µια ακολουθία µετρήσιµων συνόλων µε

∑∞
n=1 µ(En) < +∞, δείξτε ότι

µ(lim supEn) = 0, όπου lim supEn :=
∩∞

n=1

∪∞
k=nEk. ∆ηλαδή το σύνο-

λο των σηµείων που ανήκουν σε άπειρα το πλήθος En έχει µέτρο µηδέν.
(1 µον.)

Λύση. Παραπέµπουµε στο [17].

Θ3. ΄ΕστωX ⊆ R Lebesgue µετρήσιµο σύνολο και έστω (fn), fn : X → [0,∞],
ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων.

(αʹ) ∆ιατυπώστε το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης για αύξουσα ακολου-
ϑία µη αρνητικών µετρήσιµων συναρτήσεων και χρησιµοποιώντας
το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης δείξτε ότι∫

X

∞∑
n=1

fn dm =

∞∑
n=1

∫
X
fn dm .

(1 µον.)

(ϐʹ) Αν
∫
X

∑∞
n=1 fn dm <∞, δείξτε ότι

∑∞
n=1 fn <∞ σ.π. στο X. (0,5

µον.)

(γʹ) ΄Εστω M > 0 και έστω
∑∞

n=1 αn,
∑∞

n=1 βn συγκλίνουσες σειρές
ϑετικών όρων. Αν∫
{fn≤M}

fn dm ≤ αn και m({fn > M}) ≤ βn , για κάθε n ∈ N∗ ,

δείξτε ότι
∑∞

n=1 fn <∞ σ.π. στο X. (1,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) Παραπέµπουµε στο [17].

(ϐʹ) Παραπέµπουµε στο [17].
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(γʹ) ΄Εστω fn = gn + hn όπου gn = fnχ{fn≤M} και hn = fnχ{fn>M}.
Αρκεί να δείξουµε ότι

∑∞
n=1 gn < ∞ σ.π. στο X και

∑∞
n=1 hn < ∞

σ.π. στο X.
Είναι∫

X

∞∑
n=1

gn dm =

∞∑
n=1

∫
X
gn dm =

∞∑
n=1

∫
{fn≤M}

fn dm ≤
∞∑
n=1

αn <∞

και εποµένως η σειρά
∑∞

n=1 gn είναι πεπερασµένη σ.π. στο X.
Αν En := {fn > M} και E := lim supEn, επειδή από την υπόθεση∑∞

n=1m(En) ≤
∑∞

n=1 βn < ∞, από το λήµµα Borel–Cantelli είναι
m(E) = 0. ∆ηλαδή σχεδόν κάθε x ∈ X ανήκει σε πεπερασµένα το
πολύ En. Κατά συνέπεια, για κάποιο K > 0

∞∑
n=1

hn(x) ≤ [πεπερασµένος αριθµός] ·K <∞ σ.π. στο X .

Θ4. (αʹ) ΄ΕστωX ⊆ R Lebesgue µετρήσιµο σύνολο. Υποθέτουµε ότι η (fn) εί-
ναι ακολουθία µη αρνητικών µετρήσιµων συναρτήσεων στο X. Χρη-
σιµοποιώντας το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης δείξτε το λήµµα Fa-
tou, δηλαδή ότι ∫

X
(lim fn) dm ≤ lim

∫
X
fn dm .

(1 µον.)

(ϐʹ) Αν

In =

∫ 1

1/2

x+ x2 + · · ·+ xn

x+ x2/2 + · · ·+ xn/n
dx , n ∈ N∗ ,

εξετάστε αν το όριο limn→∞ In είναι πραγµατικός αριθµός. Αιτιολο-
γήστε την απάντησή σας.

(1,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) Παραπέµπουµε στο [17].
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(ϐʹ) Για κάθε n ∈ N∗ η fn(x) = x+x2+···+xn

x+x2/2+···+xn/n
είναι συνεχής και µη

αρνητική συνάρτηση στο διάστηµα [1/2, 1]. Ως γνωστόν

1

1− x
=

∞∑
k=0

xk και − ln(1− x) =

∞∑
k=1

xk

k
, για κάθε |x| < 1 .

Επειδή

lim
n→∞

(x+ x2 + · · ·+ xn) = lim
n→∞

x(1 + x+ x2 + · · ·+ xn−1)

= x

∞∑
k=0

xk =
x

1− x
, |x| < 1

και

lim
n→∞

(
x+

x2

2
+ · · ·+ xn

n

)
= − ln(1− x) , |x| < 1 ,

είναι

lim
n→∞

fn(x) =
x

(1− x) (− ln(1− x))
, |x| < 1 .

Από το λήµµα Fatou έπεται ότι

lim

∫ 1

1/2

x+ x2 + · · ·+ xn

x+ x2/2 + · · ·+ xn/n
dx

≥
∫ 1

1/2

(
lim
n→∞

x+ x2 + · · ·+ xn

x+ x2/2 + · · ·+ xn/n

)
dx

=

∫ 1

1/2

x

(1− x) (− ln(1− x))
dx .

΄Οµως για κάθε x ∈ [1/2, 1) είναι 0 < 1− x ≤ 1/2 και κατά συνέπεια
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− ln(1− x) > 0. Εποµένως

lim

∫ 1

1/2

x+ x2 + · · ·+ xn

x+ x2/2 + · · ·+ xn/n
dx

≥ 1

2

∫ 1

1/2

1

(1− x) (− ln(1− x))
dx

=
1

2
ln (− ln(1− x))

∣∣∣∣x=1

x=1/2

=
1

2
lim

x→1−
ln (− ln(1− x))− 1

2
ln (− ln(1/2))

= +∞− 1

2
ln (ln 2) = +∞ . (limx→1− (− ln(1− x)) = +∞)

∆ηλαδή lim In = +∞ και αυτό συνεπάγεται ότι limn→∞ In = +∞.
΄Αρα το όριο limn→∞ In δεν είναι πραγµατικός αριθµός.

Θ5. ∆ιατυπώστε το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue. Αν
n ∈ N∗, υπολογίστε το όριο

lim
n→∞

∫ 1

0

1 + x2 + · · ·+ x2n

1 + x+ · · ·+ xn
dx .

Αιτιολογήστε την απάντησή σας. (1,5 µον.)

Λύση. Παραπέµπουµε στο [17] για το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλι-
σης του Lebesgue.

Για κάθε n ∈ N∗ η fn(x) =
1+x2+···+x2n

1+x+···+xn είναι συνεχής και µη αρνητική
συνάρτηση στο διάστηµα [0, 1]. Επειδή

fn(x) =
1 + x2 + · · ·+ x2n

1 + x+ · · ·+ xn
=

(1− x2n+2)/(1− x2)

(1− xn+1)/(1− x)

=
(1− xn+1)(1 + xn+1)

(1− xn+1)(1 + x)
=

1 + xn+1

1 + x
,

είναι
lim
n→∞

fn(x) =
1

1 + x
σ.π. στο [0, 1]
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και
|fn(x)| = fn(x) ≤

2

1 + x
, για κάθε x ∈ [0, 1] .

Επειδή η συνάρτηση f(x) = 2/(1+x) είναι ολοκληρώσιµη στο διάστηµα
[0, 1], από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue

lim
n→∞

∫ 1

0

1 + x2 + · · ·+ x2n

1 + x+ · · ·+ xn
dx =

∫ 1

0
lim
n→∞

(
1 + x2 + · · ·+ x2n

1 + x+ · · ·+ xn

)
dx

=

∫ 1

0

1

1 + x
dx = ln 2 .
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5.2 Ακαδηµαϊκό έτος 2014–15

ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

Εξετάσεις στη Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση

20 Μαρτίου, 2015

Θ1. (αʹ) ΄Εστω (En) ακολουθία Lebesgue µετρήσιµων συνόλων µε

En =

[0, 1) ∪ [n, n+ 1) αν n περιττός

[0, 1) ∪ [n, n+ 2) αν n άρτιος .

Υπολογίστε τα όρια limEn, limEn. Εξετάστε αν υπάρχουν τα όρια
limn→∞En και limn→∞m(En).

(1 µον.)

(ϐʹ) Αν M είναι η σ-άλγεβρα των Lebesgue µετρήσιµων υποσυνόλων του
R, ϑεωρούµε το µέτρο Dirac δ0 : M → {0, 1} στο 0 µε

δ0(E) =

1 αν το 0 ∈ E

0 αν το 0 /∈ E .

∆ηλαδή δ0(E) = χ
E
(0). Αν f, g : R → R είναι δύο συναρτήσεις,

δείξτε ότι f = g σχεδόν παντού ως προς το µέτρο Dirac δ0 αν και
µόνο αν f(0) = g(0). (1 µον.)

Λύση.

(αʹ) Είναι limEn = [0, 1) και limEn = [0, 1). Εποµένως limn→∞En =

limEn = limEn = [0, 1). Επειδή m(En) = 2 αν n περιττός και
m(En) = 3 αν n άρτιος, το όριο limn→∞m(En) δεν υπάρχει.

(ϐʹ) Αν f(0) = g(0), ϑεωρούµε το σύνολο A = {0}c. Το σύνολο A είναι
Borel µετρήσιµο, δ0(A) = 0 και f = g στο Ac = {0}. Εποµένως,
f = g σχεδόν παντού ως προς το µέτρο Dirac δ0.
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Αντίστροϕα, υποθέτουµε ότι f = g σχεδόν παντού ως προς το µέτρο
Dirac δ0. Τότε υπάρχει Lebesgue µετρήσιµο σύνολο A τέτοιο ώστε
f = g στο Ac και δ0(A) = 0. Επειδή δ0(A) = 0, το 0 /∈ A. Τότε το
0 ∈ Ac και εποµένως f(0) = g(0).

2ος τρόπος. Είναι

f = g σ.π. ως προς το µέτρο Dirac δ0

⇔ δ0 ({x ∈ R : f(x) ̸= g(x)}) = 0

⇔ 0 /∈ {x ∈ R : f(x) ̸= g(x)} ⇔ f(0) = g(0) .

Θ2. (αʹ) ΄Εστω h : R → [0,∞] µετρήσιµη συνάρτηση. Θεωρούµε τη συνάρ-
τηση ψ : M → [0,∞] µε

ψ(A) :=

∫
A
h dm ,

όπου A ∈ M. ∆είξτε ότι το ψ είναι ένα ϑετικό µέτρο στη σ-άλγεβρα
M των Lebesgue µετρήσιµων συνόλων. (0,7 µον.)

(ϐʹ) Θεωρούµε τις συναρτήσεις f, g : R → R µε

f(x) =

1 αν x = 0

0 αν x ̸= 0
και g(x) =

2 αν x = 0

0 αν x ̸= 0 .

∆είξτε ότι οι συναρτήσεις f, g είναι Lebesgue µετρήσιµες και ότι∫
R
fφ dm =

∫
R
gφ dm ,

για κάθε φραγµένη και µετρήσιµη συνάρτηση φ : R → [0,∞).

(1 µον.)

Λύση.

(αʹ) Παραπέµπουµε στο [17].
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(ϐʹ) Επειδή f = 0 σ.π. στο R και g = 0 σ.π. στο R, οι συναρτήσεις f, g
είναι Lebesgue µετρήσιµες.
Αν φ : R → [0,∞) είναι φραγµένη και µετρήσιµη συνάρτηση, επει-
δή

(fφ)(x) =

φ(0) αν x = 0

0 αν x ̸= 0
και (gφ)(x) =

2φ(0) αν x = 0

0 αν x ̸= 0 ,

είναι fφ = 0 σ.π. στο R και gφ = 0 σ.π. στο R. Εποµένως,∫
R
fφ dm = 0 =

∫
R
gφ dm .

Θ3. (αʹ) ∆ώστε ένα παράδειγµα συναρτήσεων fn, f : R → R µε fn, f ∈
L1(R), για κάθε n ∈ N∗, τέτοιων ώστε

• fn −→ f κατά σηµείο καθώς το n→ ∞,

•
∫
R fn dm = 1

n , για κάθε n ∈ N∗,

•
∫
R f dm = 1.

Υπόδειξη. Θεωρείστε την ακολουθία συναρτήσεων (fn) µε

fn = 3

n∑
k=1

(−1)k+1

2k
χ[k,k+1) +

(
1

n
− 3

n∑
k=1

(−1)k+1

2k

)
χ[n,n+1) .

(1 µον.)

(ϐʹ) ∆ιατυπώστε το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης και το λήµµα Fatou
για ακολουθία µη αρνητικών µετρήσιµων συναρτήσεων στο R. Απο-
δείξτε το λήµµα Fatou.

(1,5 µον.)

(γʹ) Υπάρχουν µη αρνητικές και µετρήσιµες συναρτήσεις fn, f , n ∈ N∗,
στο R τέτοιες ώστε

• fn −→ f κατά σηµείο καθώς το n→ ∞,

•
∫
R fn dm = 1

n , για κάθε n ∈ N∗,
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•
∫
R f dm = 1;

Αιτιολογήστε την απάντησή σας. (0,8 µον.)

Λύση.

(αʹ) Ως γνωστόν η γεωµετρική σειρά

∞∑
k=1

(−1)k+1

2k
=

1/2

1 + 1/2
=

1

3
.

Θεωρούµε την ακολουθία (fn) απλών συναρτήσεων µε

fn = 3

n∑
k=1

(−1)k+1

2k
χ[k,k+1) +

(
1

n
− 3

n∑
k=1

(−1)k+1

2k

)
χ[n,n+1)

και τη συνάρτηση f µε

f = 3

∞∑
k=1

(−1)k+1

2k
χ[k,k+1) .

Επειδή limn→∞χ[n,n+1) = χ∅ = 0, είναι

lim
n→∞

fn = 3
∞∑
k=1

(−1)k+1

2k
χ[k,k+1) = f .

Επειδή m([k, k + 1)) = m([n, n+ 1)) = 1,

∫
R
fn dm = 3

n∑
k=1

(−1)k+1

2k

∫
R
χ[k,k+1) dm+

1

n

∫
R
χ[n,n+1) dm

−3
n∑

k=1

(−1)k+1

2k

∫
R
χ[n,n+1) dm

= 3
n∑

k=1

(−1)k+1

2k
+

1

n
− 3

n∑
k=1

(−1)k+1

2k
=

1

n

και εποµένως fn ∈ L1(R), για κάθε n ∈ N∗.
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Επειδή

3
∞∑
k=1

∫
R

∣∣∣∣(−1)k+1

2k
χ[k,k+1)

∣∣∣∣ dm = 3
∞∑
k=1

1

2k

∫
R
χ[k,k+1) dm

= 3

∞∑
k=1

1

2k
= 3 ,

από το ϑεώρηµα Beppo Levi η f ∈ L1(R) και∫
R
f dm = 3

∞∑
k=1

(−1)k+1

2k

∫
R
χ[k,k+1) dm = 3

∞∑
k=1

(−1)k+1

2k
= 1 .

(ϐʹ) Παραπέµπουµε στο [17].

(γʹ) Η απάντηση είναι αρνητική. Πράγµατι, αν υποθέσουµε ότι υπάρχει
ακολουθία (fn) µη αρνητικών µετρήσιµων συναρτήσεων στο R µε
limn→∞ fn = f κατά σηµείο, τότε από την υπόθεση και από το
λήµµα Fatou έχουµε ότι

1 =

∫
R
f dm =

∫
R
( lim
n→∞

fn) dm ≤ lim

∫
R
fn dm = lim

1

n
= 0

που είναι άτοπο.

Θ4. (αʹ) ∆ιατυπώστε και αποδείξτε το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης
του Lebesgue. (1 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω η συνάρτηση F : [0,+∞) → R µε

F (x) =

∫ +∞

0

e−xt2

1 + t2
dt .

Αν (xn) είναι ακολουθία µη αρνητικών όρων µε limn→+∞ xn = x ∈
[0,+∞), δείξτε ότι

lim
n→+∞

F (xn) = F (x) ,

δηλαδή ότι η συνάρτηση F είναι συνεχής στο [0,+∞). Υπολογίστε,
αν υπάρχει, το όριο limx→+∞ F (x).

(1,5 µον.)
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(γʹ) ∆ώστε ένα παράδειγµα µετρήσιµης συνάρτησης f στο [a,+∞), a >
0, µε f /∈ L1 ([a,+∞)) και f2 ∈ L1 ([a,+∞)). (0,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) Παραπέµπουµε στο [17].

(ϐʹ) (i) ΄Εστω fn(t) := e−xnt2

1+t2
, f(t) := e−xt2

1+t2
και g(t) := 1

1+t2
. Τότε οι

συναρτήσεις fn, n ≥ 1, f και g είναι συνεχείς. Είναι

fn(t) ≤ g(t) =
1

1 + t2
και lim

n→∞
fn(t) = f(t) =

e−xt2

1 + t2
, για κάθε t ≥ 0 .

Επειδή το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ +∞

0
g(t) dt =

∫ +∞

0

1

1 + t2
dt =

π

2

συγκλίνει, από γνωστό ϑεώρηµα το ολοκλήρωµα Lebesgue της g
υπάρχει στο [0,+∞) και είναι∫

[0,+∞)
g(t) dm(t) =

∫ +∞

0
g(t) dt =

π

2
.

Εποµένως, από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebe-
sgue

lim
n→+∞

F (xn) = lim
n→+∞

∫ +∞

0

e−xnt2

1 + t2
dt

=

∫ +∞

0

(
lim

n→+∞

e−xnt2

1 + t2

)
dt =

∫ +∞

0

e−xt2

1 + t2
dt = F (x) .

∆ηλαδή η συνάρτηση F είναι συνεχής στο x ∈ [0,+∞).

(ii) ΄Εστω τώρα (xn) ακολουθία µη αρνητικών όρων µε limn→∞ xn =

+∞. Τότε

lim
n→∞

e−xnt2

1 + t2
= 0 , για κάθε t > 0 ,

δηλαδή limn→∞
e−xnt2

1+t2
= 0 σχεδόν παντού στο [0,+∞). Εποµένως

και πάλι µε εϕαρµογή του ϑεωρήµατος κυριαρχηµένης σύγκλισης
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του Lebesgue έχουµε

lim
n→+∞

F (xn) = lim
n→+∞

∫ +∞

0

e−xnt2

1 + t2
dt =

∫ +∞

0

(
lim

n→+∞

e−xnt2

1 + t2

)
dt = 0 .

΄Αρα, το όριο limx→+∞ F (x) = 0.

(γʹ) Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x) = 1
x , x ≥ a > 0. Επειδή∫ +∞

a

1

x
dx = +∞ και

∫ +∞

a

1

x2
dx =

1

a
< +∞ ,

η f(x) = 1
x /∈ L1 ([a,+∞)) και η f2(x) = 1

x2 ∈ L1 ([a,+∞)).

Επαναληπτικές Εξετάσεις στη Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση

23 Σεπτεµβρίου, 2015

Θέµα 1. (αʹ) ΄Εστω (X,M, µ) χώρος µέτρου.

(i) Αν A ⊆ B, όπου A,B ∈ M, δείξτε ότι µ(A) ≤ µ(B). Αν
επιπλέον µ(A) <∞, δείξτε ότι µ(B \A) = µ(B)− µ(A)

(0,5 µον.)

(ii) Αν (An) είναι µια οποιαδήποτε ακολουθία µετρήσιµων υ-
ποσυνόλων του X, δείξτε ότι

µ

( ∞∪
n=1

An

)
≤

∞∑
n=1

µ(An) .

(Αν χρειαστείτε κάποια ϐοηθητική πρόταση, διατυπώστε την χω-
ϱίς απόδειξη.)

(1 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω Ei ⊂ (0, 1), 1 ≤ i ≤ n, Lebesgue µετρήσιµα σύνολα µε∑n
i=1m(Ei) > n− 1. ∆είξτε ότι m (

∩n
i=1Ei) > 0. (1,3 µον.)

Λύση.
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(αʹ) Παραπέµπουµε στο [17].

(ϐʹ) Επειδή

n−
n∑

i=1

m(Ei) = n ·m((0, 1))−
n∑

i=1

m(Ei)

=

n∑
i=1

[(m((0, 1))−m(Ei)]

=

n∑
i=1

m ((0, 1) \ Ei) =

n∑
i=1

m(Ec
i ) ,

από την υπόθεση έχουµε
∑n

i=1m(Ec
i ) < 1 και εποµένως

m

(
n∪

i=1

Ec
i

)
≤

n∑
i=1

m(Ec
i ) < 1 .

΄Αρα,

m

(
(0, 1) \

n∩
i=1

Ei

)
< 1 ⇔ m((0, 1))−m

(
n∩

i=1

Ei

)
< 1

⇔ m

(
n∩

i=1

Ei

)
> 0 .

Θέµα 2. ΄Εστω ο µετρήσιµος χώρος (R,B), όπου B η Borel σ-άλγεβρα και
έστω f : D → [−∞,+∞], D ⊂ R, µια επεκταµένη πραγµατική
συνάρτηση.

(αʹ) Αν το D είναι αριθµήσιµο σύνολο, δείξτε ότι D ∈ B και ότι η
συνάρτηση f είναι Borel µετρήσιµη στο D. (0,8 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω D0 ⊂ D και D0, D ∈ B. Αν η f είναι Borel µετρήσιµη
συνάρτηση στο D, δείξτε ότι ο περιορισµός της f στο D0 είναι
Borel µετρήσιµη συνάρτηση στο D0. (0,5 µον.)

(γʹ) ΄Εστω D =
∪∞

n=1Dn, όπου Dn ∈ B. Αν ο περιορισµός της
f στο Dn είναι Borel µετρήσιµη συνάρτηση στο Dn για κάθε
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n ∈ N∗, δείξτε ότι η η f είναι Borel µετρήσιµη συνάρτηση στο
D. (0,7 µον.)

(δʹ) ΄Εστω ότι η f είναι Borel µετρήσιµη στο D ∈ B, έστω D0 α-
ϱιθµήσιµο υποσύνολο του D και έστω g : D → [−∞,+∞] µια
επεκταµένη πραγµατική συνάρτηση. Αν g = f στο D \ D0,
δείξτε ότι η g είναι Borel µετρήσιµη συνάρτηση στο D.

(0,7 µον.)

Λύση.

(αʹ) Η Borel σ-άλγεβρα περιέχει όλα τα ανοικτά και όλα τα κλει-
στά υποσύνολα του R. Επειδή τα µονοσύνολα είναι κλειστά
υποσύνολα του R και το αριθµήσιµο σύνολο D είναι ένωση α-
ϱιθµήσιµου το πλήθος µονοσυνόλων, το D ∈ B.
Για να δείξουµε ότι η συνάρτηση f είναι Borel µετρήσιµη στο
D, αρκεί να δείξουµε ότι για κάθε a ∈ R το σύνολο

{x ∈ D : f(x) ≤ a} ∈ B .

΄Οµως το D είναι αριθµήσιµο σύνολο οπότε και το {x ∈ D :

f(x) ≤ a} είναι αριθµήσιµο. Εποµένως το {x ∈ D : f(x) ≤ a}
είναι Borel µετρήσιµο σύνολο και κατά συνέπεια η f είναι Borel
µετρήσιµη συνάρτηση στο D.

(ϐʹ) Για κάθε a ∈ R

{D0 : f ≤ a} = {D : f ≤ a} ∩D0 .

Επειδή η η συνάρτηση f είναι Borel µετρήσιµη στο D, το {D :

f ≤ a} ∈ B οπότε και το {D0 : f ≤ a} ∈ B. Εποµένως
ο περιορισµός της f στο D0 είναι Borel µετρήσιµη συνάρτηση
στο D0.

(γʹ) Για κάθε a ∈ R

{D : f ≤ a} =

{ ∞∪
n=1

Dn : f ≤ a

}
=

∞∪
n=1

{Dn : f ≤ a} .
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Επειδή η συνάρτηση f είναι Borel µετρήσιµη στο Dn για κάθε
n ∈ N∗, το {Dn : f ≤ a} ∈ B για κάθε n ∈ N∗. Εποµένως το
{D : f ≤ a} ∈ B και κατά συνέπεια η f είναι Borel µετρήσιµη
συνάρτηση στο D.

(δʹ) Από το (α΄) τοD0 ∈ B οπότε και τοD\D0 είναι Borel µετρήσιµο
σύνολο στο R. Επειδή η f είναι Borel µετρήσιµη στο D ∈ B,
από το (ϐ΄) ϑα είναι Borel µετρήσιµη στο D \ D0. ∆ηλαδή η g

είναι Borel µετρήσιµη στο D \D0. Επίσης, επειδή το D0 είναι
αριθµήσιµο σύνολο στο R, από το (ϐ΄) η g είναι Borel µετρήσιµη
στο D0. Τότε, από το (γ΄) η g ϑα είναι Borel µετρήσιµη στο
D = D0 ∪ (D \D0).

Θέµα 3. (αʹ) ∆ιατυπώστε και αποδείξτε το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλι-
σης του Lebesgue.

(1,5 µον.)

(ϐʹ) (i) ∆ιατυπώστε το ϑεώρηµα φραγµένης σύγκλισης.

(ii) Με τεχνικές ῾῾Μιγαδικής Ανάλυσης ᾿᾿ αποδεικνύεται ότι∫ 2π

0
ln |1 + aeiθ| dθ = 0 , a ∈ C , |a| < 1 .

Χρησιµοποιώντας το παραπάνω αποτέλεσµα, υπολογίστε το ο-
λοκλήρωµα ∫ 2π

0
ln |1 + eiθ| dθ .

(1,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) Παραπέµπουµε στο [17].

(ϐʹ) (i) Παραπέµπουµε στο [17].
(ii) ΄Εστω (an), |an| < 1, ακολουθία µιγαδικών αριθµών µε
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limn→∞ an = 1. Επειδή η fn(θ) := ln |1 + ane
iθ| είναι α-

κολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων µε |fn(θ)| ≤ ln 2, από το
ϑεώρηµα φραγµένης σύγκλισης∫ 2π

0
ln |1 + eiθ| dθ =

∫ 2π

0
lim
n→∞

ln |1 + ane
iθ| dθ

= lim
n→∞

∫ 2π

0
ln |1 + ane

iθ| dθ .

΄Επειδή
∫ 2π
0 ln |1 + ane

iθ| dθ = 0, συµπεραίνουµε ότι το ολο-
κλήρωµα

∫ 2π
0 ln |1 + eiθ| dθ = 0.

Θέµα 4. ΄Εστω f Lebesgue ολοκληρώσιµη συνάρτηση στο R και έστω α > 0.
Αν n ∈ N∗, δείξτε ότι

lim
n→∞

(
n−αf(nx)

)
= 0 σχεδόν για κάθε x ∈ R .

Υπόδειξη. ∆είξτε ότι
∑∞

n=1

∫
R |n−αf(nx)| dm(x) <∞. (1,5 µον.)

Λύση. Βλέπε άσκηση 5, ῾῾2η Σειρά Ασκήσεων στη Θεωρία Μέτρου
και Ολοκλήρωση᾿᾿, ακαδ. έτος 2012-13.
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5.3 Ακαδηµαϊκό έτος 2013–14

ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

Εξετάσεις στη Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση

11 Απριλίου, 2014

Θ1. ΄Εστω m∗ το εξωτερικό µέτρο Lebesgue.

(αʹ) ∆ώστε τον ορισµό µετρησιµότητας του Κ. Καραθεοδωρή για τα υπο-
σύνολα του R και στη συνέχεια αποδείξτε ότι αν ισχύει

m∗(A) ≥ m∗(A∩E)+m∗(A∩Ec) , για κάθε A ⊂ R µε m∗(A) <∞ ,

τότε το σύνολο E είναι µετρήσιµο. (0,8 µον.)

(ϐʹ) Αποδείξτε ότι υπάρχει αριθµήσιµη οικογένεια (An) ξένων ανά δύο
υποσυνόλων του R, τέτοια ώστε

m∗

( ∞∪
n=1

An

)
<

∞∑
n=1

m∗(An) .

(1,2 µον.)

Λύση. Παραπέµπουµε στο [17].

Θ2. ΄Εστω η συνάρτηση f : R → R.

(αʹ) Αν η f είναι µετρήσιµη και η g : R → R είναι τέτοια ώστε f = g

σ.π. στο R, δείξτε ότι και η g ϑα είναι µετρήσιµη συνάρτηση.

(0,8 µον.)

(ϐʹ) Θεωρούµε τις προτάσεις :

(i) η f είναι συνεχής σ.π. στο R,

(ii) η f ισούται σ.π. στο R µε µια συνεχή συνάρτηση.

Με κατάλληλα αντιπαραδείγµατα δείξτε ότι η (i) δεν συνεπάγεται τη
(ii) και η (ii) δεν συνεπάγεται τη (i). (1,6 µον.)
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Λύση.

(αʹ) Παραπέµπουµε στο [17].

(ϐʹ) (i) ; (ii) ΄Εστω f = χ[0,+∞). Η f είναι συνεχής σ.π. στο R (η f δεν
είναι συνεχής στο 0). Υποθέτουµε ότι υπάρχει συνεχής συνάρτηση
g : R → R µε g = χ[0,+∞) σ.π. στο R. Τότε η g παίρνει τις τιµές
0 και 1 και από το ϑεώρηµα ενδιάµεσης τιµής ϑα παίρνει και την
τιµή 1/2. ΄Εστω g(x0) = 1/2, για κάποιο x0 ∈ R. Τότε ως γνωστόν
υπάρχει διάστηµα I = (x0 − δ, x0 + δ), δ > 0, τέτοιο ώστε

1

4
< g(x) <

3

4
, για κάθε x ∈ I .

Εποµένως, f(x) ̸= g(x) για κάθε x ∈ I µε m(I) = 2δ > 0 και αυτό
οδηγεί σε άτοπο. ΄Αρα, δεν υπάρχει συνεχής συνάρτηση g στο R που
να είναι ίση σ.π. µε την f = χ[0,+∞).

(γʹ) (ii) ; (i) Θεωρούµε τη συνάρτηση f = χQ. Επειδή m(Q) = 0 και
χQ(x) = 1 αν και µόνο αν x ∈ Q, η f = 0 σ.π. στο R. ∆ηλαδή η
f ισούται σ.π. στο R µε τη µηδενική συνάρτηση που είναι συνεχής
στο R. ΄Οµως η συνάρτηση Dirichlet

χQ(x) =

1 αν x ϱητός

0 αν x άρρητος ,

είναι ασυνεχής στο R.

Θ3. (αʹ) ∆ιατυπώστε και αποδείξτε το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης
του Lebesgue. (1,5 µον.)

(ϐʹ) Υποθέτουµε ότι το σύνολο X ⊂ R είναι µετρήσιµο µε m(X) < ∞.
΄Εστω

H := {f ∈ L1(X) : |f | ≤ g} ,

όπου g ∈ L1(X).
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(i) ∆είξτε ότι για κάθε f ∈ H, για κάθε n ∈ N∗ και για κάθε µετρή-
σιµο σύνολο A ⊆ X,∫

A
|f | dm ≤

∫
{g>n}

g dm+ nm(A) .

(ii) ∆είξτε ότι

lim
n→∞

∫
X
gχ{g>n} dm = 0 .

(iii) ∆είξτε ότι για κάθε ε > 0, υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε, για κάθε
µετρήσιµο σύνολο A ⊆ X µε m(A) < δ είναι

sup

{∫
A
|f | dm : f ∈ H

}
≤ ε .

(2,5 µον.)

Απόδειξη. (αʹ) Παραπέµπουµε στο [17].

(ϐʹ) (i) Για κάθε f ∈ H, για κάθε n ∈ N∗ και για κάθε µετρήσιµο σύνολο
A ⊆ X έχουµε∫

A
|f | dm =

∫
A∩{|f |>n}

|f | dm+

∫
A∩{|f |≤n}

|f | dm

≤
∫
A∩{|f |>n}

g dm+ nm(A ∩ {|f | ≤ n}) .

Επειδή |f | ≤ g, είναι {|f | > n} ⊆ {g > n} και κατά συνέπεια∫
A
|f | dm ≤

∫
{g>n}

g dm+ nm(A) .

(ii) ΄Εστω gn := gχ{g>n}. Επειδή η g ∈ L1(X), είναι g < ∞ σ.π.
στο X. Εποµένως,

lim
n→∞

gn = 0 σ.π. στο X και gn ≤ g στο X, για κάθε n ∈ N∗ .

Τότε, από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue

lim
n→∞

∫
X
gχ{g>n} dm = 0 .
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(iii) ΄Εστω ε > 0. Επειδή limn→∞
∫
{g>n} g dm = 0, υπάρχει n0 ∈

N∗ τέτοιο ώστε ∫
{g>n0}

g dm <
ε

2
.

Παίρνουµε δ := ε
2n0

> 0. Από τη (i), για κάθε f ∈ H και για κάθε
µετρήσιµο σύνολο A ⊆ X µε m(A) < δ έχουµε∫

A
|f | dm ≤

∫
{g>n0}

g dm+ n0m(A) <
ε

2
+ n0

ε

2n0
= ε .

Εποµένως, για κάθε µετρήσιµο σύνολο A ⊆ X µε m(A) < δ είναι

sup

{∫
A
|f | dm : f ∈ H

}
≤ ε .

�

Θ4. ΄Εστω (fn) ακολουθία συναρτήσεων στο [0, +∞) µε

fn(x) =
(−1)n−1

n(1 + x2)
.

∆είξτε ότι
+∞∑
n=1

(∫
[0,+∞)

|fn| dm

)
= +∞

και εξετάστε αν

+∞∑
n=1

(∫
[0,+∞)

fn dm

)
=

∫
[0,+∞)

(
+∞∑
n=1

fn

)
dm .

Αιτιολογήστε τις απαντήσεις σας. (1,6 µον.)

Λύση. (i) Η (fn) είναι ακολουθία συνεχών και εποµένως µετρήσιµων
συναρτήσεων στο [0, +∞). Επειδή το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ +∞

0

1

1 + x2
dx = lim

n→+∞
arctanx =

π

2
, (συγκλίνει)

είναι ∫
[0,+∞)

|fn| dm =
1

n

∫
[0,+∞)

1

1 + x2
dm(x) =

π

2n
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και εποµένως

+∞∑
n=1

(∫
[0,+∞)

|fn| dm

)
=
π

2

+∞∑
n=1

1

n
= +∞ .

(ii) Επειδή ως γνωστόν

+∞∑
n=1

fn(x) =
1

1 + x2

+∞∑
n=1

(−1)n−1

n
=

1

1 + x2
ln 2 ,

είναι∫
[0,+∞)

( ∞∑
n=0

fn(x)

)
dm(x) =

∫
[0,+∞)

(
1

1 + x2
ln 2

)
dm(x) =

π

2
ln 2

και

+∞∑
n=1

(∫
[0,+∞)

fn dm

)
=

+∞∑
n=1

(−1)n−1

n

∫
[0,+∞)

1

1 + x2
dm(x) =

π

2
ln 2 .

΄Αρα,
+∞∑
n=1

(∫
[0,+∞)

fn dm

)
=

∫
[0,+∞)

(
+∞∑
n=1

fn

)
dm .

Επαναληπτικές Εξετάσεις στη Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση

24 Οκτωβρίου, 2014

Θ1. ΄Εστω (X,M, µ) ένας χώρος µέτρου και έστω (An) αριθµήσιµη οικογένεια
µετρήσιµων υποσυνόλων του X. Ως γνωστόν

limAn =
∞∪
n=1

∞∩
k=n

Ak και limAn =
∞∩
n=1

∞∪
k=n

Ak .

(αʹ) ∆είξτε ότι µ (limAn) ≤ limµ(An). (1 µον.)

(ϐʹ) Αν µ (
∪∞

k=1Ak) <∞, δείξτε ότι µ
(
limAn

)
≥ limµ(An). (1 µον.)
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(γʹ) Αν
∑∞

k=1 µ(Ak) <∞, δείξτε ότι µ
(
limAn

)
= 0. (1 µον.)

Λύση.

(αʹ) ΄Εστω Bn :=
∩∞

k=nAk. Επειδή Bn ⊆ An, είναι µ(Bn) ≤ µ(An) και
κατά συνέπεια

limµ(Bn) ≤ limµ(An) .

Επειδή Bn ↗
∪∞

n=1Bn = limAn, από γνωστή ιδιότητα του µέτρου
έχουµε

lim
n→∞

µ(Bn) = µ (limAn) .

΄Αρα,

µ (limAn) = limµ(Bn) = limµ(Bn) ≤ limµ(An) .

(ϐʹ) Η απόδειξη είναι παρόµοια µε αυτή της (α΄).

(γʹ) Είναι το λήµµα Borel–Cantelli, παραπέµπουµε στο [17].

Θ2. (αʹ) ∆είξτε ότι η χαρακτηριστική συνάρτηση χ
A

ενός συνόλου A ⊆ R
είναι µετρήσιµη, αν και µόνο αν το A είναι Lebesgue µετρήσιµο
σύνολο. (1 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω f : X → R µετρήσιµη συνάρτηση στο Lebesgue µετρήσιµο
σύνολο X ⊆ R. Ορίζουµε τη συνάρτηση g : X → R µε g(x) = 0 αν
f(x) ∈ Q και g(x) = 1 αν f(x) /∈ Q. ∆είξτε ότι η g είναι µετρήσιµη
συνάρτηση. (1 µον.)

Λύση.

(αʹ) Παραπέµπουµε στο [17].

(ϐʹ) ΄Εστω {rn : n ∈ N∗} µια αρίθµηση του Q. Ορίζουµε

En := {x ∈ X : f(x) = rn} και E :=
∞∪
n=1

En .
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Επειδή η f είναι µετρήσιµη, τα En είναι µετρήσιµα υποσύνολα του
X και εποµένως το E ϑα είναι µετρήσιµο υποσύνολο του X. Τότε
από την υπόθεση έπεται ότι

g = 1−χ
E

και άρα η g ϑα είναι µετρήσιµη συνάρτηση.

Θ3. ΄Εστω X ⊆ R Lebesgue µετρήσιµο σύνολο.

(αʹ) ∆ιατυπώστε το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης και το λήµµα Fatou
για ακολουθία µη αρνητικών µετρήσιµων συναρτήσεων στο X. Α-
ποδείξτε το λήµµα Fatou.

(1,5 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω (fn), (gn) ακολουθίες µετρήσιµων συναρτήσεων στο X µε

|fn| ≤ gn , για κάθε n ∈ N∗ .

Υποθέτουµε ότι

lim
n→∞

fn(x) = f(x) , lim
n→∞

gn(x) = g(x) , για κάθε x ∈ X

και

lim
n→∞

∫
X
gn dm =

∫
X
g dm <∞ .

∆είξτε ότι η f ∈ L1(X) και

lim
n→∞

∫
X
fn dm =

∫
X
f dm .

(1,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) Παραπέµπουµε στο [17].
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(ϐʹ) ΄Εστω ε > 0. Επειδή limn→∞
∫
X gn dm =

∫
X g dm < ∞, υπάρχει

N ∈ N∗ τέτοιο ώστε∫
X
gn dm <

∫
X
g dm+ ε , για κάθε n ≥ N .

Εποµένως gn ∈ L1(X) για κάθε n ≥ N . Επειδή |fn| ≤ gn, για κάθε
n ∈ N∗, είναι |f | ≤ g και κατά συνέπεια η f ∈ L1(X). Επίσης
fn ∈ L1(X) για κάθε n ≥ N . Αν hn := gn + g − |fn − f |, η (hn)

είναι ακολουθία µη αρνητικών µετρήσιµων συναρτήσεων στο X µε
hn ∈ L1(X) για κάθε n ≥ N και limn→∞ hn = 2g. Είναι∫

X
2g dm =

∫
X
( lim
n→∞

hn) dm

≤ lim

∫
X
hn dm (λήµµα Fatou)

= lim

[∫
X
gn dm+

∫
X
g dm−

∫
X
|fn − f | dm

]
= 2

∫
X
g dm− lim

∫
X
|fn − f | dm .

Επειδή g ∈ L1(X), έπεται ότι lim
∫
X |fn − f | dm ≤ 0 και εποµένως

limn→∞
∫
X |fn − f | dm = 0. ΄Οµως για κάθε n ≥ N είναι∣∣∣∣∫

X
fn dm−

∫
X
f dm

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫
X
(fn − f) dm

∣∣∣∣ ≤ ∫
X
|fn − f | dm

και άρα limn→∞
∫
X fn dm =

∫
X f dm.

Θ4. (αʹ) ΄Εστω f : R → R Lebesgue ολοκληρώσιµη συνάρτηση. Αν το όριο
limx→+∞ f(x) υπάρχει, δείξτε ότι το όριο είναι µηδέν. (1 µον.)

(ϐʹ) Υπολογίστε, αν υπάρχει, το όριο

lim
n→+∞

∫ +∞

0

sin(ex)

1 + nx2
dx .

Αιτιολογήστε την απάντησή σας. (1 µον.)

Λύση.
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(αʹ) Υποθέτουµε ότι limx→+∞ f(x) = λ ̸= 0. Τότε για ε := |λ|/2 υπάρ-
χει a ∈ R τέτοιο ώστε |f(x) − λ| < |λ|/2, για κάθε x > a και κατά
συνέπεια

|f(x)| > |λ|
2
, για κάθε x > a .

Εποµένως ∫
R
|f | dm ≥

∫
(a,+∞)

|λ|
2
dm = +∞ .

∆ηλαδή f /∈ L1(R), άτοπο. ΄Αρα, limx→+∞ f(x) = 0.

(ϐʹ) Για κάθε n ∈ N∗ η fn(x) = sin(ex)
1+nx2 είναι συνεχής συνάρτηση στο

[0,∞) µε

lim
n→∞

fn(x) = f(x) =

sin 1 αν x = 0

0 αν x > 0 .

Εποµένως limn→+∞ fn(x) = 0 σχεδόν για κάθε x στο [0,+∞). Ε-
πίσης έχουµε

|fn(x)| ≤ g(x) :=
1

1 + x2
, για κάθε n ∈ N∗ και για κάθε x ∈ [0,∞) .

Επειδή το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ +∞

0
g(x) dx =

∫ +∞

0

1

1 + x2
dx = lim

x→+∞
arctanx =

π

2

συγκλίνει, η g ∈ L1 ([0,+∞)) και από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης
σύγκλισης του Lebesgue

lim
n→+∞

∫ +∞

0

sin(ex)

1 + nx2
dx = 0 .
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5.4 Ακαδηµαϊκό έτος 2012–13

ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

Εξετάσεις στη Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση

8 Μαρτίου, 2013

Θ1. (αʹ) ΄Εστω (X,M, µ) χώρος µέτρου και έστω (An) ακολουθία µετρήσιµων
συνόλων µε

µ

( ∞∪
n=1

An

)
<∞ και inf{µ(An) : n ∈ N∗} = a ≥ 0 .

Αποδείξτε ότι µ(limAn) ≥ a. (1 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω (R,M,m) ο χώρος Lebesgue και έστω µn := 1
nm φθίνου-

σα ακολουθία ϑετικών µέτρων. Αν µ := limn→∞ µn, αποδείξτε ότι
το µ δεν είναι ένα σ-αθροιστικό ϑετικό µέτρο στο µετρήσιµο χώρο
(R,M). (1 µον.)

Λύση.

(αʹ) Αν Bn :=
∪∞

k=nAk, η (Bn) είναι φθίνουσα ακολουθία µετρήσιµων
συνόλων µε µ(B1) <∞. Εποµένως από γνωστή ιδιότητα του µέτρου
έχουµε

lim
n→∞

µ(Bn) = µ

( ∞∩
n=1

Bn

)
= µ(limAn) .

Επειδή

µ(Bn) = µ

( ∞∪
k=n

Ak

)
≥ inf{µ(An) : n ∈ N} = a ≥ 0 ,

έπεται ότι µ(limAn) ≥ a.

(ϐʹ) ΄Εστω Ek := [k, k + 1), k ∈ N∗. Η (Ek) είναι ακολουθία ξένων ανά
δύο Lebesgue µετρήσιµων συνόλων µε

∞∪
k=1

Ek =

∞∪
k=1

[k, k + 1) = [1,∞) .
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Επειδή m([1,∞)) = ∞, είναι µn([1,∞)) = ∞ για κάθε n ∈ N∗ και
εποµένως µ([1,∞)) = ∞. ΄Οµως

µn(Ek) = µn([k, k + 1)) =
1

n
m([k, k + 1)) =

1

n
,

οπότε µ(Ek) = limn→∞ µn(Ek) = 0. Αποδείξαµε ότι

µ

( ∞∪
k=1

Ek

)
= ∞ ̸= 0 =

∞∑
k=1

µ(Ek)

και άρα το µ δεν είναι σ-αθροιστικό ϑετικό µέτρο στο µετρήσιµο
χώρο (R,M).

Θ2. ΄Εστω η συνάρτηση f : E → R, όπου E ∈ M.

(αʹ) Αν η f3 είναι µετρήσιµη, δείξτε ότι και η f ϑα είναι µετρήσιµη.

(0,5 µον.)

(ϐʹ) Αν m(E) > 0, δώστε ένα παράδειγµα µη µετρήσιµης συνάρτησης f
στο E για την οποία η f2 είναι µετρήσιµη. (1 µον.)

(γʹ) Αν η f είναι µετρήσιµη και η g : E → R είναι τέτοια ώστε f = g

σ.π. στο E, δείξτε ότι και η g ϑα είναι µετρήσιµη συνάρτηση.

(0,8 µον.)

(δʹ) ΄Εστω A ένα µη µετρήσιµο υποσύνολο του [0, 1] και έστω C το τρια-
δικό σύνολο Cantor. Αν

h(x) = χ
A∩C(x) sinx+χ(A∩C)c(x)x

2 ,

είναι η συνάρτηση h µετρήσιµη ; Αιτιολογήστε την απάντησή σας.

(0,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) Για κάθε a ∈ R, {f ≤ a} = {f3 ≤ a3}. Επειδή η η f3 είναι
µετρήσιµη, τότε και η f ϑα είναι µετρήσιµη
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(ϐʹ) ΄Εστω A ένα µη µετρήσιµο υποσύνολο του E (επειδή m(E) > 0,
υπάρχει µη µετρήσιµο υποσύνολο του E). Αν f := χ

A
− χE\A,

τότε f : E → {−1, 1}. Επειδή f−1((0, 2)) = A, η f δεν είναι
µετρήσιµη συνάρτηση. ΄Οµως

f2 =
(
χ

A
−χE\A

)2
= χ2

A
+χ2

E\AχE\A − 2χ
A
χE\A

= χ
A
+χE\A − 2χA∩(E\A)

= χ
A
+χE\A (A ∩ (E \A) = ∅)

= χ
E
= 1

και εποµένωςη f2 είναι µετρήσιµη.

(γʹ) Παραπέµπουµε στο [17].

(δʹ) Επειδή m(A ∩ C) = 0, είναι h(x) = x2 σχεδόν για κάθε x ∈ [0, 1].
Επειδή η y = x2 είναι µετρήσιµη, από το (γ΄) και η h ϑα είναι
µετρήσιµη στο [0, 1].

Θ3. (αʹ) ∆ιατυπώστε και αποδείξτε το λήµµα Fatou. (1 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω (fn), fn : X → [0,∞], X ∈ M, ακολουθία µετρήσιµων
συναρτήσεων µε limn→∞ fn = f σ.π. Αν f, fn ∈ L1(X) και
limn→∞

∫
X fn dm =

∫
X f dm, δείξτε ότι

lim
n→∞

∫
X
|fn − f | dm = 0 .

Υπόδειξη. Θεωρείστε τη gn := fn + f − |fn − f |.
(1,2 µον.)

Λύση.

(αʹ) Παραπέµπουµε στο [17].
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(ϐʹ) Αν gn := fn + f − |fn − f |, η (gn) είναι ακολουθία µη αρνητικών
µετρήσιµων συναρτήσεων στο X µε gn ∈ L1(X) και limn→∞ gn =

2f σ.π. Εποµένως∫
X
2f dm =

∫
X
( lim
n→∞

gn) dm

≤ lim

∫
X
gn dm (λήµµα Fatou)

= lim

[∫
X
fn dm+

∫
X
f dm−

∫
X
|fn − f | dm

]
= 2

∫
X
f dm− lim

∫
X
|fn − f | dm .

Επειδή f ∈ L1(X), συµπεραίνουµε ότι lim
∫
X |fn − f | dm ≤ 0 και

άρα limn→∞
∫
X |fn − f | dm = 0.

Θ4. (αʹ) ∆ιατυπώστε το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης. Αν η συνάρτηση f :

[0,∞) → [0,∞) είναι µετρήσιµη, να υπολογιστεί το όριο

lim
n→∞

n

∫
[0,1]

f(nt)√
1 + t

dm(t) .

(1,5 µον.)

(ϐʹ) ∆ιατυπώστε το ϑεώρηµα φραγµένης σύγκλισης του Lebesgue. Αν η
µετρήσιµη συνάρτηση g : [−1, 1] → R είναι φραγµένη και συνεχής
στο 0, υπολογίστε το όριο

lim
n→∞

n

∫
[−1/n, 1/n]

g(x)(1− n|x|) dm(x) .

(1,5 µον.)

Αιτιολογήστε τις απαντήσεις σας.

Λύση.
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(αʹ) Χρησιµοποιώντας την αντικατάσταση x = nt έχουµε

n

∫
[0,1]

f(nt)√
1 + t

dm(t) =

∫
[0,n]

f(x)√
1 + x

n

dm(x)

=

∫
[0,∞)

f(x)√
1 + x

n

χ[0,n] dm(x) .

Αν gn(x) :=
f(x)√
1+(x/n)

χ[0,n], η (gn) είναι ακολουθία µη αρνητικών

και µετρήσιµων συναρτήσεων. Επίσης εύκολα φαίνεται ότι η (gn)

είναι αύξουσα ακολουθία µε limn→∞ gn(x) = f(x) για κάθε x ≥ 0

και εποµένως από το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης έχουµε

lim
n→∞

n

∫
[−1/n, 1/n]

g(x)(1− n|x|) dm(x)

= lim
n→∞

∫
[0,∞)

f(x)√
1 + x

n

χ[0,n] dm(x) =

∫
[0,∞)

f(x) dm(x) .

(ϐʹ) Χρησιµοποιώντας την αντικατάσταση t = nx έχουµε

n

∫
[−1/n, 1/n]

g(x)(1− n|x|) dm(x) =

∫
[−1,1]

g

(
t

n

)
(1− |t|) dm(t) .

Αν gn(t) := g(t/n)(1 − |t|), η (gn) είναι ακολουθία µετρήσιµων
συναρτήσεων στο διάστηµα [−1, 1]. Επειδή η g είναι συνεχής στο 0,
limn→∞ gn(t) = g(0)(1−|t|) για κάθε t ∈ [−1, 1]. Από την υπόθεση
υπάρχει M > 0 τέτοιο ώστε |g(t)| ≤ M για κάθε t ∈ [−1, 1] και
εποµένως

|gn(t)| =
∣∣∣∣g( tn

)∣∣∣∣ |1− |t|| ≤M(1 + |t|) = 2M ,

για κάθε t ∈ [−1, 1] και κάθε n ∈ N∗. Επειδή m([−1, 1]) = 2 <∞,
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από το ϑεώρηµα φραγµένης σύγκλισης έχουµε

lim
n→∞

n

∫
[−1/n, 1/n]

g(x)(1− n|x|) dm(x)

= lim
n→∞

∫
[−1,1]

g

(
t

n

)
(1− |t|) dm(t)

=

∫
[−1,1]

g(0)(1− |t|) dm(t)

= g(0)

∫ 1

−1
(1− |t|) dt

= g(0) . (
∫ 1
−1(1− |t|) dt = 1)

Επαναληπτικές Εξετάσεις στη Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση

4 Σεπτεµβρίου, 2013

Θ1. ΄Εστω (R,M,m) ο χώρος µέτρου του Lebesgue.

(αʹ) Αν E1 ⊆ E2, όπου E1, E2 ∈ M, δείξτε ότι m(E1) ≤ m(E2). Αν
επιπλέον m(E1) <∞, δείξτε ότι

m(E2 \ E1) = m(E2)−m(E1) .

(0,5 µον.)

(ϐʹ) ∆είξτε ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει ανοικτό σύνολο A το οποίο είναι
πυκνό στο R και τέτοιο ώστε m(A) ≤ ε. (0,7 µον.)

(γʹ) ∆είξτε ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει κλειστό σύνολο F το οποίο δεν
περιέχει διάστηµα και τέτοιο ώστε m(F ∩E) ≥ m(E)− ε, για κάθε
E ∈ M. (0,8 µον.)

Λύση.
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(αʹ) Παραπέµπουµε στο [17].

(ϐʹ) ΄Εστω {r1, r2, . . . , rn, . . .} µια αρίθµηση των ϱητών αριθµών και έστω

A :=

∞∪
n=1

(
rn − ε

2n+1
, rn +

ε

2n+1

)
.

Το A είναι ανοικτό σύνολο. Επειδή το A περιέχει το σύνολο των
ϱητών Q και το Q είναι πυκνό στο R, το A είναι πυκνό στο R µε

m(A) ≤
∞∑
n=1

m
(
rn − ε

2n+1
, rn +

ε

2n+1

)
= ε

∞∑
n=1

1

2n
= ε .

(γʹ) ΄Εστω F := R \ A. Το F είναι κλειστό σύνολο και δεν περιέχει
διάστηµα. Πράγµατι, αν υποθέσουµε ότι (x − δ, x + δ) ⊂ F , τότε
(x− δ, x+ δ)∩A = ∅ και αυτό είναι άτοπο επειδή το A είναι πυκνό
στο R.

΄Εστω E ∈ M. Επειδή E = (A ∩E) ∪ (F ∩E), όπου A ∩E, F ∩E
ξένα µεταξύ τους Lebesgue µετρήσιµα σύνολα, είναι

m(E) = m(A ∩ E) +m(F ∩ E)

≤ m(A) +m(F ∩ E)

≤ ε+m(F ∩ E) (από το (ϐ΄))

και εποµένως m(F ∩ E) ≥ m(E)− ε.

Θ2. (αʹ) ΄Εστω m∗ το εξωτερικό µέτρο Lebesgue. ∆είξτε ότι υπάρχουν σύνολα
A,B ⊆ R µε A ∩B = ∅, τέτοια ώστε

m∗(A ∪B) < m∗(A) +m∗(B) .

(1 µον.)

(ϐʹ) Υποθέτουµε ότι η µετρήσιµη συνάρτηση f : E → R είναι φραγµένη
στο Lebesgue µετρήσιµο σύνολο E ⊆ R. ∆είξτε ότι για κάθε ε > 0

υπάρχουν απλές συναρτήσεις sε και tε ορισµένες στο E, τέτοιες ώστε

sε ≤ f ≤ tε και 0 ≤ tε − sε < ε στο E .
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(1,5 µον.)

Λύση. Για τις αποδείξεις παραπέµπουµε στο [17].

Θ3. ΄Εστω X ⊆ R Lebesgue µετρήσιµο σύνολο.

(αʹ) Αν (En) είναι αριθµήσιµη οικογένεια ξένων ανά δύο µετρήσιµων υ-
ποσυνόλων του X και η f : X → R είναι ολοκληρώσιµη συνάρτηση,
δείξτε ότι ∫

∪∞
n=1 En

f dm =

∞∑
n=1

∫
En

f dm .

(1 µον.)

(ϐʹ) Υποθέτουµε ότι οι g, h : X → R είναι ολοκληρώσιµες συναρτήσεις
µε
∫
X g dm =

∫
X h dm. ∆είξτε ότι είτε g = h σ.π. στο X ή υπάρχει

µετρήσιµο σύνολο E ⊂ X µε∫
E
g dm >

∫
E
h dm .

(1,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) Παραπέµπουµε στο [17].

(ϐʹ) Υποθέτουµε ότι για κάθε µετρήσιµο σύνολο E ⊂ X είναι∫
E
g dm ≤

∫
E
h dm .

Τότε ∫
X
g dm =

∫
E
g dm+

∫
X\E

g dm

≤
∫
E
h dm+

∫
X\E

h dm =

∫
X
h dm .

Επειδή ∫
X
g dm =

∫
X
h dm ,
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συµπεραίνουµε ότι για κάθε µετρήσιµο σύνολο E ⊆ X είναι∫
E
g dm =

∫
E
h dm

και κατά συνέπεια
∫
E(g − h) dm = 0.

Αν E+ := {x ∈ X : g(x) − h(x) ≥ 0} και E− := {x ∈ X :

g(x) − h(x) < 0}, τα E+, E− είναι ξένα µεταξύ τους µετρήσιµα
υποσύνολα του X και εποµένως∫

X
|g − h| dm =

∫
E+

|g − h| dm+

∫
E−

|g − h| dm

=

∫
E+

(g − h) dm−
∫
E−

(g − h) dm = 0 .

΄Αρα g = h σ.π. στο X.

Θ4. (αʹ) ∆ιατυπώστε το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης και το λήµµα Fatou.
∆ιατυπώστε και αποδείξτε το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης
του Lebesgue. (1,5 µον.)

(ϐʹ) Αν η συνάρτηση f : [0,∞) → [0,∞) είναι µετρήσιµη µε
∫ 1
0 f(x) dx <

∞, δείξτε ότι

lim
n→∞

∫ ∞

0

xn

1 + xn
f(x) dx =

∫ ∞

1
f(x) dx .

(1,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) Παραπέµπουµε στο [17].

(ϐʹ) Αν fn(x) := xn

1+xn f(x), η (fn) είναι ακολουθία µετρήσιµων συναρ-
τήσεων µε fn(x) ≤ f(x) για κάθε x ∈ [0, 1] και limn→∞ fn(x) = 0

για κάθε x ∈ [0, 1). Επειδή η f ∈ L1([0, 1]), από το ϑεώρηµα
κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue

lim
n→∞

∫ 1

0

xn

1 + xn
f(x) dx =

∫ 1

0
0 dx = 0 .
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Η fn(x) = xn

1+xn f(x) είναι αύξουσα ακολουθία µη αρνητικών µε-
τρήσιµων συναρτήσεων στο διάστηµα [1,∞) µε

lim
n→∞

xn

1 + xn
f(x) = lim

n→∞

1

1/xn + 1
f(x) = f(x) ,

για κάθε x ∈ (1,∞). Εποµένως από το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλι-
σης έχουµε

lim
n→∞

∫ ∞

1

xn

1 + xn
f(x) dx =

∫ ∞

1
f(x) dx .

΄Αρα,

lim
n→∞

∫ ∞

0

xn

1 + xn
f(x) dx

= lim
n→∞

(∫ 1

0

xn

1 + xn
f(x) dx+

∫ ∞

1

xn

1 + xn
f(x) dx

)
=

∫ ∞

1
f(x) dx .
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5.5 Ακαδηµαϊκό έτος 2011–12

ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

Εξετάσεις στη Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση

17 Μαρτίου, 2012

Θ1. (αʹ) ΄Εστω (X,M, µ) χώρος µέτρου και έστω (En) µια οποιαδήποτε ακο-
λουθία µετρήσιµων συνόλων. ∆είξτε ότι

µ

( ∞∪
n=1

En

)
≤

∞∑
n=1

µ (En) .

(Αν χρειαστείτε κάποια ϐοηθητική πρόταση, διατυπώστε την χωρίς
απόδειξη.) (0,8 µον.)

(ϐʹ) Να αναϕέρετε τις ϐασικές ιδιότητες τόσο του τριαδικού όσο και ενός
γενικευµένου συνόλου Cantor. Μπορείτε να ϐρείτε ακολουθία (An)

µετρήσιµων υποσυνόλων του [0, 1], έτσι ώστε κάθε An να µην περιέ-
χει ανοικτά διαστήµατα και η ένωση των An να έχει µέτρο Lebesgue
1; (1 µον.)

(γʹ) ΄Εστω οι συναρτήσεις f : E → R και g : f (E) → R, όπου E ∈ M.
Αν η f είναι µετρήσιµη και η g είναι συνεχής, δείξτε ότι η g ◦ f είναι
µετρήσιµη συνάρτηση. (0,7 µον.)

Λύση.

(αʹ) Παραπέµπουµε στο [17].

(ϐʹ) Για τις ιδιότητες τόσο του τριαδικού όσο και ενός γενικευµένου συ-
νόλου Cantor παραπέµπουµε στο [17].

΄Εστω An, An ⊂ [0, 1], ένα γενικευµένο σύνολο Cantor µε m(An) =

1 − 1/n για κάθε n ∈ N∗ (το A1 είναι το τριαδικό σύνολο Cantor
µε m(A1) = 0). Τα An δεν περιέχουν ανοικτά διαστήµατα. Αν
A =

∪∞
n=1An, τότε

An ⊂ A ⊂ [0, 1] , για κάθε n ∈ N∗
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και εποµένως

1− 1

n
= m(An) ≤ m(A) ≤ m([0, 1]) = 1 , για κάθε n ∈ N∗ .

΄Αρα m(A) = 1.

(γʹ) Παραπέµπουµε στο [17].

Θ2. ΄Εστω X ⊆ R Lebesgue µετρήσιµο σύνολο.

(αʹ) ∆ιατυπώστε το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης για αύξουσα ακολου-
ϑία µη αρνητικών µετρήσιµων συναρτήσεων καθώς επίσης και για
φθίνουσα ακολουθία µη αρνητικών µετρήσιµων συναρτήσεων. Αν
(fn), fn : X → [0,∞], είναι ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων,
χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης δείξτε ότι

∫
X

∞∑
n=1

fn dm =
∞∑
n=1

∫
X
fn dm .

(1 µον.)

(ϐʹ) Υποθέτουµε ότι τοX µεm(X) > 0 έχει σ-πεπερασµένο µέτρο, δηλα-
δήX =

∪∞
n=1An, όπου (An) είναι ακολουθία Lebesgue µετρήσιµων

συνόλων µε m(An) <∞ για κάθε n ∈ N∗. Αν

fn =
1

2n (1 +m(An))
χ

An
,

δείξτε ότι η f =
∑∞

n=1 fn ∈ L1(X) µε 0 < f(x) < 1 για κάθε x ∈ X.

(1,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) Παραπέµπουµε στο [17].
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(ϐʹ) Από το (α΄) έχουµε∫
X
f dm =

∞∑
n=1

∫
X

1

2n(1 +m(An))
χ

An
dm

=

∞∑
n=1

m(An)

2n(1 +m(An))
≤

∞∑
n=1

1

2n
= 1

και εποµένως η f ∈ L1(X). Επειδή

∞∑
n=1

fn(x) ≤
∞∑
n=1

1

2n(1 +m(An))
≤

∞∑
n=1

1

2n
= 1 ,

είναι 0 ≤ f(x) ≤ 1 για κάθε x ∈ X.

Είναι f(x) =
∞∑
n=1

1

2n (1 +m(An))
χ

An
(x) = 0 για κάποιο x ∈ X, αν

και µόνο αν χ
An

(x) = 0 για κάθε n ∈ N∗. Ισοδύναµα x /∈ An για
κάθε n ∈ N∗. ΄Ατοπο επειδή X =

∪∞
n=1An. Εποµένως f(x) > 0 για

κάθε x ∈ X.

΄Εστω f(x) = 1 για κάποιο x ∈ X. Τότε,

1 =
∞∑
n=1

1

2n (1 +m(An))
χ

An
(x) ≤

∞∑
n=1

1

2n
= 1

και κατά συνέπεια
∞∑
n=1

1

2n

[
1− 1

1 +m(An)
χ

An
(x)

]
= 0 .

΄Οµως το άθροισµα της σειράς µη αρνητικών όρων είναι µηδέν αν και
µόνο αν κάθε όρος της σειράς είναι µηδέν, δηλαδή

1

1 +m(An)
χ

An
(x) = 1 , για κάθε n ∈ N∗ .

Ισοδύναµα, x ∈ An και m(An) = 0 για κάθε n ∈ N∗. Επειδή
X =

∪∞
n=1An, τότε συνεπάγεται ότι και m(X) = 0 που είναι άτο-

πο. Εποµένως f(x) < 1 για κάθε x ∈ X. ΄Αρα 0 < f(x) < 1 για κάθε
x ∈ X.
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Θ3. (αʹ) ∆ιατυπώστε και αποδείξτε το ϑεώρηµα οµοιόµορϕης σύγκλισης για
µια ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων (fn), fn : E → R, όπου E
Lebesgue µετρήσιµο σύνολο. (1,3 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω (fn) ακολουθία συναρτήσεων µε

fn(x) =
1

n
e−x/n , x ∈ R .

Να ϐρεθεί η f(x) = limn→∞ fn(x) για κάθε x ∈ [0,∞). Συγκλίνει
η (fn) οµοιόµορϕα στο [0,∞); ∆είξτε ότι limn→∞

∫
[0,∞) fn dm ̸=∫

[0,∞) f dm. Γιατί δεν εϕαρµόζεται το ϑεώρηµα οµοιόµορϕης σύ-
γκλισης ;

(1,2 µον.)

Λύση.

(αʹ) Παραπέµπουµε στο [17].

(ϐʹ) Επειδή

∥fn − 0∥∞ = sup {|fn(x)| : x ∈ [0,∞)} ≤ 1

n
−−−→
n→∞

0 ,

limn→∞ fn(x) = f(x) οµοιόµορϕα στο [0,∞) µε f(x) = 0 για κάθε
x ≥ 0. Για κάθε n ∈ N∗ είναι∫

[0,∞)
fn(x) dm(x) =

1

n

∫ ∞

0
e−x/n dx = 1

και εποµένως limn→∞
∫
R fn dm = 1 ̸= 0 =

∫
R f dm. ∆εν εϕαρµόζε-

ται το ϑεώρηµα οµοιόµορϕης σύγκλισης επειδή m([0,∞)) = ∞.

Θ4. (αʹ) ∆ιατυπώστε το λήµµα Fatou και υπολογίστε το όριο

lim
n→∞

∫ 1

0

n3

1 + n2x3
sin
(x
n

)
dx .

(1,5 µον.)
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(ϐʹ) ∆ιατυπώστε το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue
και υπολογίστε το όριο

lim
n→∞

∫ 1

0

n3x3/2

1 + n2x3
sin
(x
n

)
dx .

(1,5 µον.)

Αιτιολογήστε τις απαντήσεις σας.

Λύση.

(αʹ) Για κάθε n ∈ N∗ η fn(x) = n3

1+n2x3 sin
(
x
n

)
είναι συνεχής και µη

αρνητική συνάρτηση στο [0, 1]. Είναι fn(0) = 0 και

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

n2x

1 + n2x3
·
sin
(
x
n

)
x
n

=
1

x2
, για κάθε x ∈ (0, 1] .

Επειδή το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ 1

0

1

x2
dx = +∞ , (αποκλίνει)

από το λήµµα Fatou έχουµε

lim inf
n→∞

∫ 1

0

n3

1 + n2x3
sin
(x
n

)
dx

≥
∫ 1

0

(
lim inf
n→∞

n3

1 + n2x3
sin
(x
n

))
dx =

∫ 1

0

1

x2
dx = +∞ .

΄Αρα,

lim
n→∞

∫ 1

0

n3

1 + n2x3
sin
(x
n

)
dx = +∞ .

(ϐʹ) Για κάθε n ∈ N∗ η fn(x) = n3x3/2

1+n2x3 sin
(
x
n

)
είναι συνεχής και µη

αρνητική συνάρτηση στο [0, 1]. Είναι fn(0) = 0 και

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

n2x5/2

1 + n2x3
·
sin
(
x
n

)
x
n

=
1√
x

, για κάθε x ∈ (0, 1] .
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Επίσης

|fn(x)| =
n3x3/2

1 + n2x3
sin
(x
n

)
≤ n3x3/2

1 + n2x3
· x
n
=

n2x5/2

1 + n2x3
<

1√
x
, για κάθε x ∈ (0, 1]

και το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ 1

0

1√
x
dx = 2

συγκλίνει. Αν g(x) := 1/
√
x, τότε g ∈ L1([0, 1]) και |fn(x)| < g(x)

για κάθε n ∈ N∗ και για κάθε x ∈ (0, 1]. ΄Αρα, από το ϑεώρηµα
κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue

lim
n→∞

∫ 1

0

n3x3/2

1 + n2x3
sin
(x
n

)
dx =

∫ 1

0

1√
x
dx = 2 .

Επαναληπτικές Εξετάσεις στη Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση

8 Οκτωβρίου, 2012

Θ1. ΄Εστω M η σ-άλγεβρα των Lebesgue µετρήσιµων υποσυνόλων του R και
έστω m∗ το εξωτερικό µέτρο Lebesgue.

(αʹ) Αν E ⊂ R µε m∗(E) = 0, δείξτε ότι E ∈ M. (0,5 µον.)

(ϐʹ) Αν E1, E2 ∈ M, δείξτε ότι E1 ∪ E2 ∈ M. (1 µον.)

(γʹ) ΄Εστω A△B = (A\B)∪(B\A) η συµµετρική διαϕορά των συνόλων
A,B ⊆ R. Αν m∗(A△B) = 0 και B ∈ M, δείξτε ότι A ∈ M.

(0,8 µον.)

Λύση.

(αʹ) Παραπέµπουµε στις σηµειώσεις του µαθήµατος.
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(ϐʹ) Παραπέµπουµε στις σηµειώσεις του µαθήµατος.

(γʹ) Επειδή A\B,B\A ⊆ A△B καιm∗(A△B) = 0, είναιm∗(A\B) =

m∗(B \A) = 0 και κατά συνέπεια A \B,B \A ∈ M. ΄Οµως

A = (A \B) ∪ (A ∩B)

µε A \B ∈ M και A ∩B = B \ (B \A) ∈ M. ΄Αρα, A ∈ M.

Θ2. ΄Εστω (R,M,m) ο χώρος µέτρου του Lebesgue και έστω X ∈ M.

(αʹ) (Λήµµα Borel-Cantelli) Αν (En) είναι ακολουθία Lebesgue µετρή-
σιµων υποσυνόλων του X µε

∑∞
n=1m(En) < ∞, δείξτε ότι το σύ-

νολο των σηµείων που ανήκουν σε άπειρο το πλήθος En, δηλαδή το
limEn :=

∩∞
n=1

∪∞
k=nEk, έχει µέτρο Lebesgue µηδέν.

(1 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω (fn), fn : X → R, ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων. Αν
∞∑
n=1

m {x ∈ X : |fn(x)| > 1} <∞ ,

δείξτε ότι

−1 ≤ lim fn(x) ≤ lim fn(x) ≤ 1 , σχεδόν για κάθε x ∈ X .

(1 µον.)

Λύση.

(αʹ) Για την απόδειξη παραπέµπουµε στο [17].

(ϐʹ) ΄Εστω En := {x ∈ X : |fn(x)| > 1}. Η (En) είναι ακολουθία Lebe-
sgue µετρήσιµων υποσυνόλων του X µε

∑∞
n=1m(En) < ∞. Τότε

από το λήµµα Borel-Cantelli σχεδόν όλα τα x ∈ X ανήκουν σε πε-
περασµένα το πολύ En. Εποµένως υπάρχει N ∈ N∗, τέτοιο ώστε για
κάθε n ≥ N σχεδόν κάθε x ∈ X δεν ανήκει στο En. Ισοδύναµα,

για κάθε n ≥ N : |fn(x)| ≤ 1 σχεδόν για κάθε x ∈ X .
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΄Αρα,

−1 ≤ lim fn(x) ≤ lim fn(x) ≤ 1 , σχεδόν για κάθε x ∈ X .

Θ3. (αʹ) ΄Εστω g : R → [0,∞] µετρήσιµη συνάρτηση. Θεωρούµε τη συνάρτη-
ση φ : M → [0,∞] µε

φ(A) :=

∫
A
g dm ,

όπου A ∈ M. ∆είξτε ότι το φ είναι ένα ϑετικό µέτρο στη σ-άλγεβρα
M των Lebesgue µετρήσιµων συνόλων.

(0,7 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω f ∈ L1(E), όπου E ∈ M.

(i) Αν (En) είναι φθίνουσα ακολουθία µετρήσιµων υποσυνόλων
του E, δείξτε ότι∫

∩∞
n=1 En

f dm = lim
n→∞

∫
En

f dm .

(1 µον.)

(ii) Αν En := {x ∈ E : |f(x)| ≥ n}, αποδείξτε ότι για κάθε ε > 0

υπάρχει N ∈ N∗ τέτοιο ώστε

για κάθε n ≥ N είναι
∣∣∣∣∫

En

f dm

∣∣∣∣ < ε .

(1 µον.)

Λύση.

(αʹ) Παραπέµπουµε στο [17].

(ϐʹ) (i) Επειδή f ∈ L1(E), η f είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη στα
µετρήσιµα υποσύνολα του E. Για κάθε n ∈ N∗ είναι∫

En

f dm =

∫
En

f+ dm−
∫
En

f− dm .
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µε
∫
En
f+ dm <∞ και

∫
En
f− dm <∞. Αν

φ(A) :=

∫
A
f+ dm ,

όπου A µετρήσιµο υποσύνολο του E, από το (α΄) το φ είναι
ένα ϑετικό µέτρο. Επειδή η (En) είναι φθίνουσα ακολουθία
µετρήσιµων υποσυνόλων του E µε φ(En) < ∞ για κάθε n ∈
N∗, από γνωστή ιδιότητα του ϑετικού µέτρου

φ(
∞∩
n=1

En) = lim
n→∞

φ(En) ⇔
∫
∩∞

n=1 En

f+ dm = lim
n→∞

∫
En

f+ dm .

Παρόµοια έχουµε∫
∩∞

n=1 En

f− dm = lim
n→∞

∫
En

f− dm .

Παρατηρούµε ότι τα όρια limn→∞
∫
En
f+ dm, limn→∞

∫
En
f− dm

είναι πραγµατικοί µη αρνητικοί αριθµοί. ΄Αρα,∫
∩∞

n=1 En

f dm =

∫
∩∞

n=1 En

f+ dm−
∫
∩∞

n=1 En

f− dm

= lim
n→∞

∫
En

f+ dm− lim
n→∞

∫
En

f− dm

= lim
n→∞

(∫
En

f+ dm−
∫
En

f− dm

)
= lim

n→∞

∫
En

f dm .

(ii) Αν En := {x ∈ E : |f(x)| ≥ n}, η (En) είναι φθίνουσα ακο-
λουθία µετρήσιµων υποσυνόλων του E µε

∞∩
n=1

En = {x ∈ E : |f(x)| = ∞} .

Επειδή f ∈ L1(E), είναι |f | < ∞ σχεδόν παντού στο E και
κατά συνέπεια

m(
∞∩
n=1

En) = m({x ∈ E : |f(x)| = ∞}) = 0 .
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Εποµένως, από το (i) έχουµε

lim
n→∞

∫
En

f dm =

∫
∩∞

n=1 En

f dm = 0 .

΄Αρα, για κάθε ε > 0 υπάρχει N ∈ N∗ τέτοιο ώστε

για κάθε n ≥ N είναι
∣∣∣∣∫

En

f dm

∣∣∣∣ < ε .

Θ4. (αʹ) ∆ιατυπώστε το λήµµα Fatou. ΄Εστω η ακολουθία συναρτήσεων (fn)

µε

fn =
1

n
χ[−n, n] .

Να ϐρεθεί η f(x) = limn→∞ fn(x) για κάθε x ∈ R. Συγκλίνει
η (fn) οµοιόµορϕα στο R; Υπολογίστε το όριο limn→∞

∫
R fn dm.

Ποιο είναι το συµπέρασµα για την ακολουθία (fn) στο λήµµα Fatou;
Εϕαρµόζεται το ϑεώρηµα οµοιόµορϕης σύγκλισης ; (1,5 µον.)

(ϐʹ) ∆ιατυπώστε το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue.
Αν η συνάρτηση f είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη στο [0, 1], απο-
δείξτε ότι

lim
n→∞

n

∫ 1

0
f(x) sin

(x
n

)
dx =

∫ 1

0
xf(x) dx .

(1,5 µον.)

Αιτιολογήστε τις απαντήσεις σας.

Λύση.

(αʹ) Λήµµα Fatou: Αν (fn) είναι ακολουθία µη αρνητικών µετρήσιµων
συναρτήσεων στο E ∈ M, τότε∫

E

(
lim inf
n→∞

fn

)
dm ≤ lim inf

n→∞

∫
E
fn dm. (5.1)

Αν fn =
1

n
χ[−n, n] , τότε

∥fn − 0∥∞ = sup {|fn(x)| : x ∈ R} ≤ 1

n
−−−→
n→∞

0 .
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∆ηλαδή limn→∞ fn(x) = f(x) οµοιόµορϕα στο R µε f(x) = 0 για
κάθε x ∈ R. Για κάθε n ∈ N∗ είναι∫

R
fn dm =

1

n

∫
R
χ[−n,n] dm =

1

n
m([−n, n]) = 2

και κατά συνέπεια

lim
n→∞

∫
R
fn dm = 2 > 0 =

∫
R
f dm =

∫
R
( lim
n→∞

fn) dm .

Εποµένως έχουµε αυστηρή ανισότητα στην (5.1).

∆εν εϕαρµόζεται το ϑεώρηµα οµοιόµορϕης σύγκλισης επειδήm(R) =
∞.

(ϐʹ) Αν fn(x) := nf(x) sin
(
x
n

)
, η (fn) είναι ακολουθία µετρήσιµων συ-

ναρτήσεων στο [0, 1]. Είναι

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

nf(x) sin
(x
n

)
= xf(x) lim

n→∞

sin
(
x
n

)
x
n

= xf(x) , για κάθε x ∈ [0, 1] .

Επίσης

|fn(x)| = n|f(x)| sin
(x
n

)
≤ n|f(x)| · x

n

= x|f(x)| ≤ |f(x)| , για κάθε x ∈ [0, 1] .

Επειδή η |f | ∈ L1([0, 1]), από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλι-
σης του Lebesgue

lim
n→∞

n

∫ 1

0
f(x) sin

(x
n

)
dx =

∫ 1

0
xf(x) dx .
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5.6 Ακαδηµαϊκό έτος 2010–11

ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

Εξετάσεις στη Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση

4 Μαρτίου, 2011

Θ1. ΄Εστω (R,M,m) ο χώρος µέτρου του Lebesgue και έστω m∗ το εξωτερικό
µέτρο Lebesgue.

(αʹ) Να αποδειχθεί ότι για κάθε υποσύνολο A του R υπάρχει ένα Gδ

σύνολο G ∈ M, τέτοιο ώστε A ⊆ G και m∗(A) = m(G). (1 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω (An) ακολουθία υποσυνόλων του R. Υποθέτουµε ότι υπάρχει
ακολουθία ξένων ανά δύο Lebesgue µετρήσιµων συνόλων (En) µε
An ⊆ En για κάθε n ∈ N∗. Να αποδειχθεί ότι

m∗

( ∞∪
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

m∗(An) .

(1,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) ΄Εστω (εn) ακολουθία ϑετικών αριθµών µε limn→∞ εn = 0(µπορούµε
να πάρουµε εn = 1/n). Είναι γνωστό ότι για κάθε n ∈ N∗ υπάρχει
ανοικτό σύνολο Gn µε Gn ⊇ A, τέτοιο ώστε m(Gn) ≤ m∗(A) + εn.
Αν G :=

∩∞
n=1Gn, τότε το G ∈ M είναι ένα Gδ σύνολο τέτοιο ώστε

A ⊆ G ⊆ Gn και m∗(A) ≤ m(G) ≤ m(Gn) < m∗(A) + εn ,

για κάθε n ∈ N∗. ΄Αρα, m∗(A) = m(G).

(ϐʹ) ΄Εστω A =
∪∞

n=1An. Τότε, από το (α΄) υπάρχουν σύνολα G,Gn ∈ M
µε A ⊆ G, An ⊆ Gn και m∗(A) = m(G), m∗(An) = m(Gn).
Θέτουµε

Dn = En ∩Gn ∩G .
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Τα Dn είναι ξένα ανά δύο Lebesgue µετρήσιµα σύνολα µε An ⊆
Dn ⊆ Gn. Εποµένως

m∗(An) ≤ m∗(Dn) = m(Dn) ≤ m(Gn)

και κατά συνέπεια m∗(An) = m(Dn). Τότε

∞∑
n=1

m∗(An) =

∞∑
n=1

m(Dn) = m

( ∞∪
n=1

Dn

)
.

(τα Dn ∈ M είναι ξένα ανά δύο)
Επειδή A ⊆

∪∞
n=1Dn ⊆ G, είναι

m∗(A) ≤ m∗

( ∞∪
n=1

Dn

)
= m

( ∞∪
n=1

Dn

)
≤ m(G)

και κατά συνέπεια m (
∪∞

n=1Dn) = m∗(A). ΄Αρα,

m∗

( ∞∪
n=1

An

)
= m∗(A) = m

( ∞∪
n=1

Dn

)
=

∞∑
n=1

m∗(An) .

Θ2. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : X → R, X ∈ M, είναι µετρήσιµη.

(αʹ) Αν α > 0, να αποδειχθεί ότι

m ({x ∈ X : |f(x)| > α}) ≤ 1

α

∫
X
|f(x)| dm(x) .

(0,5 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω f ∈ L1(X) και έστω suppf = {x ∈ X : f(x) ̸= 0} ο φορέας

της f . Να αποδειχθεί ότι το Lebesgue µετρήσιµο σύνολο suppf έχει
σ-πεπερασµένο µέτρο, δηλαδή να αποδειχθεί ότι

suppf =
∞∪
n=1

An ,

όπου (An) είναι ακολουθία Lebesgue µετρήσιµων συνόλων µεm(An) <

∞ για κάθε n ∈ N∗. (1 µον.)
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Λύση.

(αʹ) Παραπέµπουµε στο [17].

(ϐʹ) ΄Εστω An = {x ∈ X : |f(x)| > 1/n}, n ∈ N∗. Επειδή η |f | είναι
µετρήσιµη συνάρτηση, η (An) είναι αύξουσα ακολουθία Lebesgue
µετρήσιµων υποσυνόλων του X µε

∪∞
n=1An = X. Επειδή η f ∈

L1(X), από το (α΄) έχουµε

m(An) = m

({
x ∈ X : |f(x)| > 1

n

})
≤ n

∫
X
|f(x)| dm(x) <∞ .

Εποµένως, m (An) <∞ για κάθε n ∈ N∗.

Θ3. (B. Levi) ΄Εστω X Lebesgue µετρήσιµο υποσύνολο του R και έστω (fn),
fn : X → R, µονότονη ακολουθία συναρτήσεων µε fn ∈ L1(X) για
κάθε n ∈ N∗. Αν f := limn→∞ fn, να αποδειχθεί ότι η f ∈ L1 (X) αν
και µόνο αν το όριο limn→∞

∫
X fn dm είναι πεπερασµένο. Αν το όριο

limn→∞
∫
X fn dm είναι πεπερασµένο, τότε∫

X
f dm = lim

n→∞

∫
X
fn dm .

(1,5 µον.)

Λύση. Υποθέτουµε ότι η ακολουθία (fn) είναι αύξουσα, αν η (fn) είναι
φθίνουσα τότε ϑεωρούµε τη (−fn). Επειδή η f1 ∈ L1(X), το σύνολο A =

{x ∈ X : |f1(x)| <∞} είναι Lebesgue µετρήσιµο µε m (X \A) = 0. Οι
συναρτήσεις fnχA

− f1χA
είναι καλά ορισµένες. Η

(
fnχA

− f1χA

)
είναι αύξουσα ακολουθία µη αρνητικών Lebesgue ολοκληρώσιµων συ-
ναρτήσεων στο X µε

lim
n→∞

(
fnχA

− f1χA

)
= fχ

A
− f1χA

.

Τότε, από το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης∫
X

(
fχ

A
− f1χA

)
dm = lim

n→∞

∫
X

(
fnχA

− f1χA

)
dm .
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Επειδή για κάθε n ∈ N∗ είναι∫
X
fn dm =

∫
A
fn dm+

∫
X\A

fn dm =

∫
A
fn dm ,

τελικά έχουµε∫
X

(
fχ

A
− f1χA

)
dm = lim

n→∞

∫
X
fn dm−

∫
X
f1 dm . (5.2)

Από την (5.2) έπεται ότι η fχ
A
− f1χA

∈ L1 (X) και κατά συνέπεια η
f ∈ L1(X), αν και µόνο αν το όριο limn→∞

∫
X fn dm είναι πεπερασµένο.

Αν το όριο limn→∞
∫
X fn dm είναι πεπερασµένο, τότε η f ∈ L1(X) και

από την (5.2) παίρνουµε∫
X
f dm−

∫
X
f1 dm = lim

n→∞

∫
X
fn dm−

∫
X
f1 dm .

΄Οµως το ολοκλήρωµα
∫
X f1 dm υπάρχει(είναι πραγµατικός αριθµός) και

εποµένως ∫
X
f dm = lim

n→∞

∫
X
fn dm .

Θ4. ΄Εστω X ⊆ R Lebesgue µετρήσιµο σύνολο. Υποθέτουµε ότι η (fn) είναι
ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων στο X.

(αʹ) Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης να αποδειχθεί
το λήµµα Fatou, δηλαδή ότι∫

X

(
lim inf
n→∞

|fn|
)
dm ≤ lim inf

n→∞

∫
X
|fn| dm .

(1 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω fn ∈ L1(X) για κάθε n ∈ N∗ µε limn→∞ fn = f σχεδόν πα-
ντού στο X. Υποθέτουµε ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει ένα Lebesgue
µετρήσιµο σύνολο A ⊂ X, µια Lebesgue ολοκληρώσιµη συνάρτηση
g ≥ 0 και ένας n0 ∈ N∗, έτσι ώστε για κάθε n ≥ n0 είναι∫

X\A
|fn| dm < ε και |fn| ≤ g στο A .
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Να αποδειχθεί ότι κάτω από αυτές τις συνθήκες η f ∈ L1(X) και
ότι

lim
n→∞

∫
X
fn dm =

∫
X
f dm .

(2 µον.)

Λύση.

(αʹ) Για την απόδειξη παραπέµπουµε στο [17].

(ϐʹ) Είναι ∫
X\A

|f | dm =

∫
X\A

(
lim
n→∞

|fn|
)
dm

≤ lim inf
n→∞

∫
X\A

|fn| dm (λήµµα Fatou)

≤ ε .

Από την υπόθεση έχουµε |f | ≤ g σχεδόν παντού στο A και εποµένως∫
X
|f | dm =

∫
A
|f | dm+

∫
X\A

|f | dm ≤
∫
A
g dm+ ε ,

δηλαδή η f ∈ L1(X). Επειδή limn→∞ fn = f σχεδόν παντού στο
A και για κάθε n ≥ n0 είναι |fn| ≤ g στο A, από το ϑεώρηµα
κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue έχουµε

lim
n→∞

∫
A
|fn − f | dm = 0 .

Τότε, για κάθε n ≥ n0 είναι∫
X
|fn − f | dm =

∫
X\A

|fn − f | dm+

∫
A
|fn − f | dm

≤
∫
X\A

|fn| dm+

∫
X\A

|f | dm+

∫
A
|fn − f | dm

< 2ε+

∫
A
|fn − f | dm
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και κατά συνέπεια

lim sup
n→∞

∫
X
|fn − f | dm ≤ 2ε .

΄Αρα,

lim
n→∞

∫
X
|fn − f | dm = lim sup

n→∞

∫
X
|fn − f | dm = 0

και αυτό συνεπάγεται ότι

lim
n→∞

∫
X
fn dm =

∫
X
f dm .

Θ5. Να διατυπωθεί το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue και
να υπολογιστεί το όριο

lim
n→∞

∫ ∞

0
e−xn

arctan(nx) dx .

Αιτιολογήστε την απάντησή σας. (2 µον.)

Λύση. Για κάθε n ∈ N∗ η fn(x) = e−xn
arctan(nx) είναι συνεχής µη

αρνητική συνάρτηση στο [0,∞) µε

lim
n→∞

fn(x) = f(x) =



0 αν x > 1 ,

π/2e αν x = 1 ,

π/2 αν 0 < x < 1 ,

0 αν x = 0 .

Επίσης |fn(x)| ≤ g(x) για κάθε n ∈ N∗ και για κάθε x ∈ [0,∞) µε

g(x) =

π/2 αν 0 ≤ x ≤ 1 ,

(π/2)e−x αν x > 1 .

Επειδή το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ ∞

0
g(x) dx =

∫ 1

0

π

2
dx+

∫ ∞

1

π

2
e−x dx =

π

2
(1 + e−1)
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συγκλίνει, η g ∈ L1 ([0,∞)) και από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλι-
σης του Lebesgue

lim
n→∞

∫ ∞

0
e−xn

arctan(nx) dx =

∫ ∞

0
f(x) dx =

∫ 1

0

π

2
dx =

π

2
.

Επαναληπτικές Εξετάσεις στη Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση

22 Οκτωβρίου, 2011

Θ1. ΄Εστω m∗ το εξωτερικό µέτρο Lebesgue.

(αʹ) Αν (En) είναι αριθµήσιµη οικογένεια υποσυνόλων του R, να απο-
δειχθεί ότι

m∗

( ∞∪
n=1

En

)
≤

∞∑
n=1

m∗(En) .

(1 µον.)

(ϐʹ) Αν A,B είναι υποσύνολα του [0, 1] µε A∪B = [0, 1], να αποδειχθεί
ότι

m∗(A) ≥ 1−m∗(B) .

(0,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) Παραπέµπουµε στο [17].

(ϐʹ) Είναι

1 = m∗ ([0, 1]) = m∗ (A ∪B) ≤ m∗(A) +m∗(B)

και εποµένως
m∗(A) ≥ 1−m∗(B) .
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Θ2. ΄Εστω X ⊆ R Lebesgue µετρήσιµο σύνολο.

(αʹ) Υποθέτουµε ότι (fn), fn : X → [0,∞], είναι ακολουθία µετρήσιµων
συναρτήσεων. ∆ιατυπώστε το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης

(i) αν η (fn) είναι αύξουσα ακολουθία

και

(ii) αν η (fn) είναι φθίνουσα ακολουθία. (0,5 µον.)

(ϐʹ) Αν m(X) < ∞ και η f : X → R είναι µετρήσιµη συνάρτηση, να
υπολογιστεί το όριο

lim
t↓0

∫
X
e−|f(x)|2/t dm(x) .

(1,5 µον.)

(γʹ) ∆ώστε ένα παράδειγµα φθίνουσας ακολουθίας φραγµένων και µη
αρνητικών µετρήσιµων συναρτήσεων (fn) στο R, τέτοιας ώστε

lim
n→∞

∫
R
fn dm >

∫
R

lim
n→∞

fn dm .

(1 µον.)

Λύση.

(αʹ) Παραπέµπουµε στο [17].

(ϐʹ) ΄Εστω fn(x) := e−|f(x)|2/tn , όπου tn φθίνουσα ακολουθία ϑετικών
αριθµών µε limn→∞ tn = 0. Η fn είναι φθίνουσα ακολουθία µετρή-
σιµων και ϑετικών συναρτήσεων µε∫
X
fn(x) dm(x) =

∫
X
e−|f(x)|2/tn dm(x) ≤

∫
X
1 dm(x) = m(X) <∞ .

Αν f = 0 στο A ⊆ X, τότε το σύνολο A είναι Lebesgue µετρήσιµο
και∫
X
e−|f(x)|2/t dm(x) =

∫
A
e−|f(x)|2/t dm(x) +

∫
X\A

e−|f(x)|2/t dm(x)

=

∫
A
1 dm(x) +

∫
X\A

e−|f(x)|2/t dm(x)

= m(A) +

∫
X\A

e−|f(x)|2/t dm(x) .
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Επειδή f ̸= 0 στο X \A, η fn −→ 0 στο X \A και από το ϑεώρηµα
µονότονης σύγκλισης για φθίνουσα ακολουθία µετρήσιµων και µη
αρνητικών συναρτήσεων

lim
n→∞

∫
X\A

e−|f(x)|2/tn dm(x) =

∫
X\A

(
lim
n→∞

e−|f(x)|2/tn
)
dm(x) = 0 .

Εποµένως lim
t↓0

∫
X\A

e−|f(x)|2/t dm(x) = 0 και κατά συνέπεια

lim
t↓0

∫
X
e−|f(x)|2/t dm(x) = m(A) .

Ειδικά αν f ̸= 0 σ.π. στο X, τότε lim
t↓0

∫
X\A

e−|f(x)|2/t dm(x) = 0.

(γʹ) ΄Εστω fn =
1

n
χ[n,∞) , n ∈ N∗. Παρατηρούµε ότι η fn είναι φθίνουσα

ακολουθία µετρήσιµων και µη αρνητικών συναρτήσεων στο R µε
|fn| ≤ 1. Είναι limn→∞ fn = 0 και∫

R
fn dm =

∫
[n,∞)

1

n
dm = ∞ .

Εποµένως,

lim
n→∞

∫
R
fn dm = ∞ > 0 =

∫
R

lim
n→∞

fn dm .

Θ3. ΄Εστω E ⊆ R Lebesgue µετρήσιµο σύνολο και έστω (fn), fn : E → R,
ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων.

(αʹ) Αν
∫
E
|fn| dm <∞, να αποδειχθεί ότι |fn| < ∞ σχεδόν παντού στο

E. (0,8 µον.)

(ϐʹ) Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης να αποδειχθεί
ότι ∫

E

∞∑
n=1

|fn| dm =
∞∑
n=1

∫
E
|fn| dm .

(0,7 µον.)
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(γʹ) Αν fn ∈ L1(E), υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f ∈ L1(E) είναι τέτοια
ώστε ∫

E
|fn − f | dm ≤ 1

n2
, για κάθε n ∈ N∗ .

Να αποδειχθεί ότι fn −→ f σχεδόν παντού στο E. (1 µον.)

Απόδειξη. (αʹ) Παραπέµπουµε στο [17].

(ϐʹ) Παραπέµπουµε στο [17].

(γʹ) Από την υπόθεση έχουµε∫
E

∞∑
n=1

|fn − f | dm =
∞∑
n=1

∫
E
|fn − f | dm ≤

∞∑
n=1

1

n2
<∞ .

Εποµένως
∑∞

n=1 |fn − f | <∞ σ.π. στο E, δηλαδή η σειρά

∞∑
n=1

|fn − f | συγκλίνει σ.π. στο E .

΄Οµως είναι γνωστό ότι αν µια σειρά συγκλίνει, τότε ο γενικός όρος της
σειράς τείνει στο µηδέν. ΄Αρα, fn −→ f σ.π. στο E.

�

Θ4. ∆ιατυπώστε το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue. ΄Εστω
fn, f ∈ L1(E) για κάθε n ∈ N, όπου E ⊆ R Lebesgue µετρήσιµο σύνολο.
Αν fn −→ f σ.π. στο E, αποδείξτε ότι

lim
n→∞

(∥fn∥1 − ∥f∥1 − ∥fn − f∥1) = lim
n→∞

∫
E
||fn| − |f | − |fn − f || dm = 0 .

Είδικά αν ∥fn∥1 −→ ∥f∥1, τότε ∥fn − f∥1 −→ 0. (2 µον.)

Λύση. Επειδή

|∥fn∥1 − ∥f∥1 − ∥fn − f∥1| =
∣∣∣∣∫

E
(|fn| − |f | − |fn − f |) dm

∣∣∣∣
≤
∫
E
||fn| − |f | − |fn − f || dm ,
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αρκεί να δείξουµε ότι

lim
n→∞

∫
E
||fn| − |f | − |fn − f || dm = 0 .

΄Οµως, από την υπόθεση έχουµε

||fn| − |f | − |fn − f || −→ 0 σ.π. στο E .

Επίσης είναι

||fn| − |f | − |fn − f || ≤ ||fn| − |fn − f ||+ |f |

≤ |fn + (f − fn)|+ |f | = 2|f | ,

µε 2f ∈ L1(E). Τότε από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του
Lebesgue

lim
n→∞

∫
E
||fn| − |f | − |fn − f || dm

=

∫
E

(
lim
n→∞

||fn| − |f | − |fn − f ||
)
dm = 0 .

Θ5. Αν g ∈ L1 (R), δείξτε ότι η συνάρτηση

f(t) :=

∫
R
cos(tx)g(x) dm(x)

είναι φραγµένη και συνεχής στο R. (1,5 µον.)

Λύση. Επειδή |cos(tx)g(x)| ≤ |g(x)| ∈ L1 (R) η συνάρτηση f είναι καλά
ορισµένη. Είναι

|f(t)| ≤
∫
R
|cos(tx)g(x)| dm(x) ≤

∫
R
|g(x)| dm(x) ,

δηλαδή η f είναι φραγµένη στο R.
΄Εστω (tn) πραγµατική ακολουθία µε limn→∞ tn = t ∈ R και έστω

gn(x) := cos(tnx)g(x) .
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Επειδή η συνάρτηση y = cosx είναι συνεχής, η (gn) είναι ακολουθία
µετρήσιµων συναρτήσεων στο R µε limn→∞ gn(x) = cos(tx)g(x) και

|gn(x)| ≤ |g(x)| για κάθε x ∈ R, όπου g ∈ L1 (R) .

Εποµένως, από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue

lim
n→∞

f(tn) = lim
n→∞

∫
R
cos(tnx)g(x) dm(x)

=

∫
R

(
lim
n→∞

cos ((tnx)g(x))
)
dm(x)

=

∫
R
cos(tx)g(x) dm(x)

= f(t) .

∆ηλαδή η f είναι συνεχής στο R.
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5.7 Ακαδηµαϊκό έτος 2009–10

ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

Εξετάσεις στη Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση

26 Φεβρουαρίου, 2010

Θ1. ΄Εστω (X,M, µ) χώρος µέτρου και έστω X =
∪∞

n=1En, όπου (En) αριθ-
µήσιµη οικογένεια ξένων ανά δύο µετρήσιµων συνόλων µε µ(En) < ∞
για κάθε n ∈ N∗. Ορίζουµε το ν : M → [0,∞] µε

ν(A) =

∞∑
n=1

1

2n
µ(A ∩ En)

µ(En) + 1
.

(αʹ) Να αποδειχθεί ότι το ν είναι ένα ϑετικό µέτρο στο µετρήσιµο χώρο
(X,M) µε ν(X) <∞. (1 µον.)

(ϐʹ) ΄ΕστωA ∈ M. Να αποδειχθεί ότι µ(A) = 0 αν και µόνο αν ν(A) = 0.

(0,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) Είναι προϕανές ότι ν (∅) = 0 και

ν(X) =

∞∑
n=1

1

2n
µ(En)

µ(En) + 1
≤

∞∑
n=1

1

2n
= 1 <∞ .

Αν (Ak) είναι αριθµήσιµη οικογένεια ξένων ανά δύο µετρήσιµων
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συνόλων, τότε

ν

( ∞∪
k=1

Ak

)
=

∞∑
n=1

1

2n
µ ((
∪∞

k=1Ak) ∩ En)

µ(En) + 1

=

∞∑
n=1

1

2n
µ (
∪∞

k=1(Ak ∩ En))

µ(En) + 1

=

∞∑
n=1

1

2n

∞∑
k=1

µ(Ak ∩ En)

µ(En) + 1

=
∞∑
k=1

∞∑
n=1

1

2n
µ(Ak ∩ En)

µ(En) + 1

=
∞∑
k=1

ν(Ak) .

Εποµένως το ν είναι ένα ϑετικό µέτρο στο µετρήσιµο χώρο (X,M)

µε ν(X) <∞.

(ϐʹ) Αν µ(A) = 0, τότε µ(A ∩ En) = 0 για κάθε n ∈ N∗ και εποµένως
ν(A) = 0.
Αντίστροϕα, αν ν(A) = 0, τότε µ(A ∩ En) = 0 για κάθε n ∈ N∗.
ΕπειδήX =

∪∞
n=1En και η (En) είναι αριθµήσιµη οικογένεια ξένων

ανά δύο µετρήσιµων συνόλων, τότε και η (A∩En) είναι αριθµήσιµη
οικογένεια ξένων ανά δύο µετρήσιµων συνόλων. Εποµένως

µ(A) = µ

(
A ∩

( ∞∪
n=1

En

))

= µ

( ∞∪
n=1

(A ∩ En)

)

=

∞∑
n=1

µ(A ∩ En) = 0 .

Θ2. Εστω µ ένα ϑετικό µέτρο στη σ-άλγεβρα M των Lebesgue µετρήσιµων
συνόλων, τέτοιο ώστε µ(I) = ℓ(I) για κάθε ανοικτό διάστηµα I (ℓ(I) είναι



292 Κεϕάλαιο 5. Θέµατα Εξετάσεων

το µήκος του διαστήµατος I). Ζητείται να αποδειχθεί ότι µ = m, δηλαδή
µ(E) = m(E) για κάθε E ∈ M, όπου m(E) είναι το µέτρο Lebesgue του
E.

(αʹ) Αποδείξτε πρώτα ότι µ(E) = m(E) για κάθε E ∈ M υποσύνολο
ενός διαστήµατος In = (−n, n), n ∈ N∗. (1 µον.)

(ϐʹ) Αποδείξτε τη γενική περίπτωση, δηλαδή ότι µ(E) = m(E) για κάθε
E ∈ M.
Υπόδειξη. Θεωρείστε την αριθµήσιµη οικογένεια συνόλων (En) µε

E1 := E ∩ I1 και En := E ∩ (In \ In−1) , για κάθε n > 1 .

(0,5 µον.)

Απόδειξη. Για την απόδειξη παραπέµπουµε στο [17]. �

Θ3. ΄Εστω η συνάρτηση f : R → R µε

f(x) =

0 αν x < 0 ,

2−k αν x ∈ [k, k + 1), k = 0, 1, 2, . . . .

(αʹ) ∆είξτε ότι για κάθε a ∈ R το σύνολο

f−1 ((−∞, a]) = {x ∈ R : f(x) ≤ a}

είναι Lebesgue µετρήσιµο, δηλαδή η f είναι µετρήσιµη συνάρτηση.
Με ποιο άλλο τρόπο µπορείτε να δείξετε ότι η f είναι µετρήσιµη
συνάρτηση ; (1 µον.)

(ϐʹ) Υπολογίστε τα µέτρα Lebesgue των παρακάτω Lebesgue µετρήσιµων
συνόλων

{x ∈ R : f(x) > 1}, {x ∈ R : f(x) < 1}, {x ∈ R : 1/4 ≤ f(x) < 1}.

(0,5 µον.)

Λύση.
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(αʹ) Είναι

{x ∈ R : f(x) ≤ a} =



∅ αν a < 0 ,

(−∞, 0) αν a = 0 ,

(−∞, 0) ∪ [k + 1,∞) αν 1
2k+1 ≤ a < 1

2k
,

k = 0, 1, 2, . . . ,

R αν a ≥ 1 .

Εποµένως το σύνολο f−1 ((−∞, a]) = {x ∈ R : f(x) ≤ a} είναι Le-
besgue µετρήσιµο και κατά συνέπεια η f είναι µετρήσιµη συνάρτη-
ση.
Η συνάρτηση f είναι συνεχής σχεδόν παντού στο R, δεν είναι συ-
νεχής µόνο στους φυσικούς αριθµούς. Εποµένως, το ότι η f είναι
µετρήσιµη συνάρτηση προκύπτει και από την εξής γνωστή πρόταση:
῾῾Αν µια πραγµατική συνάρτηση f είναι συνεχής σ.π. στο Lebesgue
µετρήσιµο σύνολο E, τότε η f είναι µετρήσιµη᾿᾿.

(ϐʹ) Είναι
m ({x ∈ R : f(x) > 1}) = m(∅) = 0 ,

m ({x ∈ R : f(x) < 1}) = m ((−∞, 0) ∪ [1,∞)) = ∞

και

m ({x ∈ R : 1/4 ≤ f(x) < 1}) = m ([1, 2) ∪ [2, 3)) = 2 .

Θ4. ΄Εστω E ⊆ R Lebesgue µετρήσιµο σύνολο. Υποθέτουµε ότι η (fn) είναι
ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων στο E.

(αʹ) Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης να αποδειχθεί
το λήµµα Fatou, δηλαδή ότι∫

E

(
lim inf
n→∞

|fn|
)
dm ≤ lim inf

n→∞

∫
E
|fn| dm .

(1 µον.)
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(ϐʹ) Υποθέτουµε ότι limn→∞ fn = f σχεδόν παντού στο E και ότι fn, f ∈
L1(E), n = 1, 2, . . . .

(i) Να αποδειχθεί ότι

lim
n→∞

∫
E
|fn − f | dm = 0 ⇔ lim

n→∞

∫
E
|fn| dm =

∫
E
|f | dm .

Υπόδειξη. Αν limn→∞
∫
E |fn| dm =

∫
E |f | dm, ϑεωρείστε την

ακολουθία
gn := |fn|+ |f | − |fn − f | .

(1,5 µον.)

(ii) Ισχύει γενικά η παρακάτω συνεπαγωγή

lim
n→∞

∫
E
fn dm =

∫
E
f dm ⇒ lim

n→∞

∫
E
|fn| dm =

∫
E
|f | dm ;

Υπόδειξη. Θεωρείστε την ακολουθία συναρτήσεων (fn) στο [0, 1]

µε

fn(x) =


n x ∈ [0, 1/2n) ,

−n x ∈ [1/2n, 1/n) ,

0 διαϕορετικά .

(0,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) Για την απόδειξη παραπέµπουµε στο [17].

(ϐʹ) (i) ΄Εστω limn→∞
∫
E |fn − f | dm = 0. Επειδή∣∣∣∣∫

E
|fn| dm−

∫
E
|f | dm

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫
E
(|fn| − |f |) dm

∣∣∣∣
≤
∫
E
||fn| − |f || dm

≤
∫
E
|fn − f | dm ,

τότε και limn→∞
∫
E |fn| dm =

∫
E |f | dm.

Αντίστροϕα, έστω limn→∞
∫
E |fn| dm =

∫
E |f | dm.
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Αν gn := |fn|+ |f |− |fn−f |, η (gn) είναι ακολουθία µετρήσιµων
και µη αρνητικών συναρτήσεων µε limn→∞ gn = 2|f | σ.π. στο
E. Εποµένως,∫
E
2|f | dm =

∫
E

lim
n→∞

(|fn|+ |f | − |fn − f |) dm

≤ lim inf
n→∞

∫
E
(|fn|+ |f | − |fn − f |) dm

(λήµµα Fatou)

= lim inf
n→∞

(∫
E
|fn| dm+

∫
E
|f | dm−

∫
E
|fn − f | dm

)
= 2

∫
E
|f | dm+ lim inf

n→∞

(
−
∫
E
|fn − f | dm

)
(limn→∞

∫
E |fn| dm =

∫
E |f | dm)

=

∫
E
2|f | dm− lim sup

n→∞

∫
E
|fn − f | dm .

∆ηλαδή lim supn→∞
∫
E |fn − f | dm ≤ 0 και αυτό συνεπάγεται

ότι
lim
n→∞

∫
E
|fn − f | dm = 0 .

(ii) ΄Εστω
fn = nχ[0, 1/2n) − nχ[1/2n, 1/n) , n ∈ N∗ .

Είναι∫
[0, 1]

fn dm =

∫
[0, 1/2n)

fn dm+

∫
[1/2n, 1/n)

fn dm+

∫
[1/n, 1]

fn dm

= n
1

2n
− n

(
1

n
− 1

2n

)
= 0

και ∫
[0, 1]

|fn| dm =

∫
[0, 1/2n)

|fn| dm+

∫
[1/2n, 1/n)

|fn| dm

+

∫
[1/n, 1]

|fn| dm

= n
1

2n
+ n

(
1

n
− 1

2n

)
= 1 .
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Επειδή limn→∞ fn = 0 σχεδόν παντού στο [0, 1], έχουµε

lim
n→∞

∫
E
fn dm = 0 =

∫
E
f dm

και

lim
n→∞

∫
E
|fn| dm = 1 ̸= 0 =

∫
E
|f | dm .

Θ5. (αʹ) ∆ιατυπώστε το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue και
υπολογίστε το όριο

lim
n→∞

∫
[0, 1]

ln(x+ n)

n
e−x cosx dm(x) .

Αιτιολογήστε την απάντησή σας. (1,5 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω η ακολουθία συναρτήσεων

fn(x) =
1

(1 + x/n)nx1/n
, x > 0 .

Να ϐρεθεί συνάρτηση g1 ∈ L1 ((0, 1]), τέτοια ώστε fn(x) ≤ g1(x) για
κάθε x ∈ (0, 1], n ≥ 2 και συνάρτηση g2 ∈ L1 ((1,∞)), τέτοια ώστε
fn(x) ≤ g2(x) για κάθε x ∈ (1,∞), n ≥ 2. Να αποδειχθεί ότι

lim
n→∞

∫
(0,∞)

1

(1 + x/n)nx1/n
dm(x) = 1 .

(1,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) Για n ∈ N∗ και για κάθε x ∈ [0, 1] είναι

ln(x+ n)

n
≤ x+ n− 1

n
≤ 1 .

Αν

fn(x) =
ln(x+ n)

n
e−x cosx και g(x) = e−x ,
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τότε |fn(x)| ≤ g(x), για κάθε x ∈ [0, 1] και η g ∈ L1 ([0, 1]). Επειδή
για x ≥ 0

lim
n→∞

ln(x+ n)

n
= lim

t→∞

ln(x+ t)

t

(L’Hôpital)
= lim

t→∞

1

x+ t
= 0 ,

είναι limn→∞ fn(x) = 0. ΄Αρα, από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης
σύγκλισης του Lebesgue

lim
n→∞

∫
[0, 1]

ln(x+ n)

n
e−x cosx dm(x)

=

∫
[0, 1]

(
lim
n→∞

ln(x+ n)

n
e−x cosx

)
dm(x) = 0 .

(ϐʹ) Είναι∫
(0,∞)

fn(x) dm(x) =

∫
(0, 1]

fn(x) dm(x) +

∫
(1,∞)

fn(x) dm(x) .

΄Εστω x ∈ (0, 1]. Τότε (1 + x/n)−n < 1, n ∈ N∗ και x−1/n ≤ x−1/2

για κάθε n ≥ 2. Εποµένως για κάθε x ∈ (0, 1] και για κάθε n ≥ 2

fn(x) =
1

(1 + x/n)nx1/n
<

1

x1/2
.

Αν g1(x) := 1/x1/2, επειδή∫ 1

0
g1(x) dx =

∫ 1

0
x−1/2 dx = 2

η g1 ∈ L1 ((0, 1]).
΄Εστω x ∈ (1,∞). Τότε x1/n > 1, n ∈ N∗ και(

1 +
x

n

)n
>
n(n− 1)

2
· x

2

n2
=
n− 1

2n
x2 ≥ x2

4
, για κάθε n ≥ 2.

Εποµένως για κάθε x ∈ (1,∞) και για κάθε n ≥ 2

fn(x) =
1

(1 + x/n)nx1/n
<

4

x2
.
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Αν g2(x) := 4/x2, επειδή∫ ∞

1
g2(x) dx = 4

∫ ∞

1
x−2 dx = 4

η g2 ∈ L1(1,∞).
Για κάθε x > 0 είναι

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

1

(1 + x/n)nx1/n
=

1

ex
= e−x .

Εποµένως,

lim
n→∞

∫
(0,∞)

fn(x) dm(x)

= lim
n→∞

∫
(0, 1]

fn(x) dm(x) + lim
n→∞

∫
(1,∞)

fn(x) dm(x)

=

∫
(0, 1]

lim
n→∞

fn(x) dm(x) +

∫
(1,∞)

lim
n→∞

fn(x) dm(x)

(ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue)

=

∫
(0, 1]

e−x dm(x) +

∫
(1,∞)

e−x dm(x) =

∫ ∞

0
e−x dx = 1 .

Επαναληπτικές Εξετάσεις στη Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση

13 Σεπτεµβρίου, 2010

Θ1. (αʹ) ΄Εστω (X,M, µ) χώρος µέτρου µε µ(X) < ∞ και έστω (An), (Bn)

αριθµήσιµες οικογένειες µετρήσιµων συνόλων µε Bn ⊂ An για κάθε
n ∈ N∗. Αποδείξτε πρώτα ότι( ∞∪

n=1

An

)
\

∞∪
n=1

Bn ⊂
∞∪
n=1

(An \Bn)

και στη συνέχεια ότι

µ

( ∞∪
n=1

An

)
− µ

( ∞∪
n=1

Bn

)
≤

∞∑
n=1

(µ(An)− µ(Bn)) .

(1,3 µον.)
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(ϐʹ) ΄Εστω f : E → R µετρήσιµη συνάρτηση, όπου το E ⊆ R είναι
Lebesgue µετρήσιµο σύνολο. Αν

fA(x) =


−A αν f(x) < −A

f(x) αν |f(x)| ≤ A

A αν f(x) > A ,

όπου A > 0, δείξτε ότι η fA είναι µετρήσιµη συνάρτηση. (0,7 µον.)

Λύση.

(αʹ) Αν x ∈ (
∪∞

n=1An) \
∪∞

n=1Bn, τότε x ∈
∪∞

n=1An και x /∈
∪∞

n=1Bn.
Εποµένως υπάρχει p ∈ N∗ τέτοιο ώστε x ∈ Ap και x /∈ Bn, για
κάθε n ∈ N∗. Τότε, x ∈ Ap \ Bp και αυτό συνεπάγεται ότι x ∈∪∞

n=1(An \Bn). ΄Αρα,( ∞∪
n=1

An

)
\

∞∪
n=1

Bn ⊂
∞∪
n=1

(An \Bn) .

Επειδή µ(X) < ∞, αν A,B ∈ M µε B ⊂ A τότε ως γνωστόν
µ(A \B) = µ(A)− µ(B). Εποµένως,

µ

( ∞∪
n=1

An

)
− µ

( ∞∪
n=1

Bn

)
= µ

(( ∞∪
n=1

An

)
\

( ∞∪
n=1

Bn

))
(
∪∞

n=1Bn ⊂
∪∞

n=1An)

≤ µ

( ∞∪
n=1

(An \Bn)

)

≤
∞∑
n=1

µ(An \Bn)

(ιδιότητα του µέτρου)

=
∞∑
n=1

(µ(An)− µ(Bn)) .

(Bn ⊂ An για κάθε n ∈ N∗)
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(ϐʹ) Επειδή η f είναι µετρήσιµη συνάρτηση, τα σύνολα

E1 = {x ∈ E : f(x) < −A} = f−1 ((−∞, −A)) ,

E2 = {x ∈ E : |f(x)| ≤ A} = f−1 ([−A, −A]) ,

E3 = {x ∈ E : f(x) > A} = f−1 ((A, ∞)) ,

είναι Lebesgue µετρήσιµα. Επειδή

fA = −Aχ
E1

+ fχ
E2

+Aχ
E3
,

τότε και η fA είναι µετρήσιµη συνάρτηση.

Θ2. ΄Εστω E ⊂ R, E ∈ M, µε m(E) <∞ (m(E) είναι το µέτρο Lebesgue του
E). Αν η συνάρτηση f : E → R είναι µετρήσιµη, να αποδειχθεί ότι

για κάθε ε > 0 υπάρχει N ∈ N∗ τέτοιο ώστε m ({x ∈ E : |f(x)| ≥ N}) < ε.

Υπόδειξη. En =
∪∞

n=1 {x ∈ E : (n− 1) ≤ |f(x)| < n}. (1,3 µον.)

Λύση. Επειδή η |f | είναι µετρήσιµη συνάρτηση, τα σύνολα

En := {x ∈ E : (n− 1) ≤ |f(x)| < n} , n ∈ N∗ ,

είναι µετρήσιµα και ξένα ανά δύο. Είναι E =
∪∞

n=1En, οπότε

m(E) =

∞∑
n=1

m(En) =

∞∑
n=1

m ({x ∈ E : (n− 1) ≤ |f(x)| < n}) <∞ .

Εποµένως για κάθε ε > 0 υπάρχει N ∈ N∗ τέτοιο ώστε

∞∑
n=N+1

m ({x ∈ E : (n− 1) ≤ |f(x)| < n}) < ε .

Επειδή

{x ∈ E : |f(x)| ≥ N} =
∞∪

n=N+1

{x ∈ E : (n− 1) ≤ |f(x)| < n} ,
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τελικά έχουµε

m ({x ∈ E : |f(x)| ≥ N})

=

∞∑
n=N+1

m ({x ∈ E : (n− 1) ≤ |f(x)| < n}) < ε .

Θ3. ΄Εστω οι συναρτήσεις f, g : X → R είναι µετρήσιµες, X ∈ M και έστω τα
ολοκληρώµατα

∫
X f dm,

∫
X g dm υπάρχουν.

(αʹ) Αν f ≤ g σ.π. στο X, δείξτε ότι∫
X
f dm ≤

∫
X
g dm .

Αν E1 ⊆ E2 ⊆ X, E1, E2 ∈ M και το
∫
E2
f dm υπάρχει, δείξτε ότι

και το
∫
E1
f dm υπάρχει. (1 µον.)

(ϐʹ) ΑνX =
∪∞

k=1Ek, όπου τα Ek είναι ξένα ανά δύο µετρήσιµα σύνολα,
τότε τα ολοκληρώµατα

∫
Ek
f dm, k ∈ N∗, υπάρχουν και∫

X
f dm =

∞∑
k=1

∫
Ek

f dm .

(0,7 µον.)

(γʹ) Αν f, g ∈ L1 (X) και ∫
X
f dm =

∫
X
g dm ,

να αποδειχθεί ότι είτε f = g σ.π. στο X ή υπάρχει E ∈ M, E ⊂ X,
τέτοιο ώστε ∫

E
f dm >

∫
E
g dm .

(1,5 µον.)

Απόδειξη. (αʹ) Παραπέµπουµε στο [17].

(ϐʹ) Παραπέµπουµε στο [17].
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(γʹ) ΄Εστω ∫
E
f dm ≤

∫
E
g dm ,

για κάθε E ∈ M, E ⊂ X. Τότε από το (ϐ΄) έχουµε∫
E
f dm+

∫
X\E

f dm =

∫
X
f dm =

∫
X
g dm =

∫
E
g dm+

∫
X\E

g dm .

Επειδή
∫
E f dm ≤

∫
E g dm,

∫
X\E f dm ≤

∫
X\E g dm και τα ολο-

κληρώµατα είναι πεπερασµένα, από την προηγούµενη ισότητα συ-
νεπάγεται ότι∫

E
f dm =

∫
E
g dm , για κάθε E ∈ M, E ⊆ X.

Αν

E+ = {x ∈ X : f(x)− g(x) ≥ 0} ,

το E+ είναι Lebesgue µετρήσιµο υποσύνολο του X και∫
X
|f − g| dm =

∫
E+

|f − g| dm+

∫
X\E+

|f − g| dm

=

∫
E+

(f − g) dm−
∫
X\E+

(f − g) dm = 0 .

΄Αρα f = g σ.π. στο X.

�

Θ4. (αʹ) ΄Εστω (fn) ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων στο E ∈ M τέτοια
ώστε

∞∑
n=1

∫
E
|fn| dm <∞ .

Να αποδειχθεί ότι η σειρά
∑∞

n=1 fn(x) συγκλίνει σχεδόν παντού στο
E. Επιπλέον, αν

f(x) =
∞∑
n=1

fn(x) ,
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να αποδειχθεί ότι η f ∈ L1(E) και

∫
E
f dm =

∫
E

∞∑
n=1

fn dm =

∞∑
n=1

∫
E
fn dm .

(1 µον.)

(ϐʹ) Να αποδειχθεί ότι

∫ 1

0

ln2 x

1 + x2
dx = 2

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)3
.

(1,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) Θεώρηµα B. Levi([17]).

(ϐʹ) Είναι

ln2 x

1 + x2
=

∞∑
n=0

(−1)nx2n ln2 x , |x| < 1, x ̸= 0 .

Επειδή∫ 1

0
x2n ln2 x dx = − 1

2n+ 1
lim

x→0+
x2n+1 ln2 x− 2

2n+ 1

∫ 1

0
x2n lnx dx

(παραγοντική ολοκλήρωση)

=
2

(2n+ 1)2
lim

x→0+
x2n+1 lnx+

2

(2n+ 1)2

∫ 1

0
x2n dx

(παραγοντική ολοκλήρωση)

=
2

(2n+ 1)3
,

τότε

∞∑
n=0

∫ 1

0

∣∣(−1)nx2n ln2 x
∣∣ dx = 2

∞∑
n=0

1

(2n+ 1)3
<∞ .
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΄Αρα,∫ 1

0

ln2 x

1 + x2
dx =

∫ 1

0

( ∞∑
n=0

(−1)nx2n ln2 x

)
dx

=

∞∑
n=0

(−1)n
∫ 1

0
x2n ln2 x dx (Θεώρηµα B. Levi)

= 2
∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)3
.

Θ5. ∆ιατυπώστε το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue. ∆είξτε
ότι η συνάρτηση f(t) = e−t ln t είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη στο [0,∞)

και ότι ∫ ∞

0
e−t ln t dt = lim

n→∞

∫ n

0

(
1− t

n

)n

ln t dt .

(1,5 µον.)

Λύση. Είναι∫
(0,∞)

|e−t ln t| dm(t) =

∫
(0, 1]

|e−t ln t| dm(t) +

∫
(1,∞)

|e−t ln t| dm(t) .

Επειδή

lim
t→0+

|e−t ln t|
| ln t|

= lim
t→0+

e−t = 1

και το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫ 1
0 | ln t| dt = −

∫ 1
0 ln t dt = 1 συγκλί-

νει, από το οριακό κριτήριο σύγκρισης και το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ 1
0 |e−t ln t| dt ϑα συγκλίνει. Εποµένως f(t) = e−t ln t ∈ L1 ((0, 1]).

Επειδή για κάθε t ≥ 1

|e−t ln t| = e−t ln t < te−t

και το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ ∞

1
te−t dt = lim

R→∞

(
− te−t

∣∣R
t=1

+

∫ ∞

1
e−t dt

)
= 2e−1



5.7 Ακαδηµαϊκό έτος 2009–10 305

συγκλίνει, από το κριτήριο σύγκρισης και το γενικευµένο ολοκλήρω-
µα

∫∞
1 |e−t ln t| dt =

∫∞
1 e−t ln t dt ϑα συγκλίνει. Εποµένως η f(t) =

e−t ln t ∈ L1 ([1,∞)). ΄Αρα η συνάρτηση f(t) = e−t ln t είναι Lebesgue
ολοκληρώσιµη στο [0,∞).
Επειδή (1− t/n)n ↗ e−t, αν fn(t) = (1− t/n)n ln tχ(0,n)(t), τότε η (fn)

είναι γνήσια αύξουσα ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων τέτοια ώστε

lim
n→∞

fn(t) = e−t ln t και |fn(t)| < |e−t ln t| , για κάθε t > 0 .

Εποµένως,

lim
n→∞

∫ n

0

(
1− t

n

)n

ln t dt = lim
n→∞

∫
(0,∞)

fn(t) dm(t)

=

∫
(0,∞)

lim
n→∞

fn(t) dm(t)

(ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue)

=

∫
(0,∞)

e−t ln t dm(t) =

∫ ∞

0
e−t ln t dt .
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5.8 Ακαδηµαϊκό έτος 2008–9

ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

Εξετάσεις στη Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση

7 Μαρτίου, 2009

Θ 1. (αʹ) ΄Εστω (An) ακολουθία υποσυνόλων του R. Χρησιµοποιώντας τον
ορισµό του εξωτερικού µέτρου Lebesgue m∗, δείξτε ότι

m∗

( ∞∪
n=1

An

)
≤

∞∑
n=1

m∗(An) .

(0,8 µον.)

(ϐʹ) Ως γνωστόν υπάρχει ακολουθία (En) ξένων ανά δύο συνόλων που
δεν είναι Lebesgue µετρήσιµα, En ⊂ (−1, 2) για κάθε n ∈ N∗,
τέτοια ώστε

m∗

( ∞∪
n=1

En

)
<

∞∑
n=1

m∗(En) ,

όπου m∗ (En) = m∗(E) > 0 και E είναι το σύνολο του Vitali στο
(0, 1).
∆ώστε ένα παράδειγµα φθίνουσας ακολουθίας (An) υποσυνόλων
του R µε m∗(A1) <∞ και

m∗

( ∞∩
n=1

An

)
< lim

n→∞
m∗(An) .

(1 µον.)

Λύση.

(αʹ) Παραπέµπουµε στο [17].

(ϐʹ) ΄Εστω An =
∪∞

k=nEk. Τότε m∗(An) < ∞, για κάθε n ∈ N∗ και η
(An) είναι φθίνουσα ακολουθία υποσυνόλων του (−1, 2). Εποµέ-
νως η (m∗(An)) είναι φθίνουσα ακολουθία ϑετικών αριθµών και

∞∩
n=1

An =

∞∩
n=1

∞∪
k=n

Ek = ∅ .
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Επίσης

m∗(An) ≥ m∗(En) = m∗(E) > 0 , για κάθε n ∈ N∗ .

΄Αρα,

m∗

( ∞∩
n=1

An

)
= 0 < m∗(E) ≤ lim

n→∞
m∗(An) .

Θ 2. (αʹ) Αν (An) είναι αύξουσα ακολουθία Lebesgue µετρήσιµων συνόλων,
τότε

lim
n→∞

m (An) = m

( ∞∪
n=1

An

)
.

Χρησιµοποιώντας την παραπάνω ιδιότητα του µέτρου Lebesgue, να
αποδειχθεί ότι αν (An) είναι φθίνουσα ακολουθία Lebesgue µετρή-
σιµων συνόλων µε m(A1) <∞, τότε

lim
n→∞

m(An) = m

( ∞∩
n=1

An

)
.

(0,7 µον.)

(ϐʹ) Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : A ⊂ R → R είναι µετρήσιµη
και πεπερασµένη σχεδόν παντού στο Lebesgue µετρήσιµο σύνολο
A, µε m(A) < ∞. Να αποδειχθεί ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει
Lebesgue µετρήσιµο σύνολο B ⊂ A, τέτοιο ώστε m(A \ B) < ε

και η f είναι φραγµένη στο B (ο περιορισµός της f στο B είναι
φραγµένη συνάρτηση). (1 µον.)

(γʹ) ΄Εστω το διάστηµα I = (0, 1). Αν το E ⊂ I είναι µετρήσιµο σύνολο
µε m(E) = 1, να αποδειχθεί ότι το E είναι σύνολο πυκνό στο I.
Αν f είναι µια συνεχής και µη φραγµένη συνάρτηση στο I = (0, 1),
να δείξετε ότι για κάθε Lebesgue µετρήσιµο υποσύνολο E του I

µε m(I \ E) = 0, ο περιορισµός της f στο E είναι µη φραγµένη
συνάρτηση. (1 µον.)

Λύση.
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(αʹ) Παραπέµπουµε στο [17]

(ϐʹ) ΄Εστω

An = {x ∈ A : |f(x)| > n} ,n ∈ N∗ και Z = {x ∈ A : |f(x)| = ∞}.

Από την υπόθεση είναιm(Z) = 0. Επειδή η |f | είναι µετρήσιµη συ-
νάρτηση, η (An) είναι φθίνουσα ακολουθία Lebesgue µετρήσιµων
συνόλων µε

∩∞
n=1An = Z και m(A1) ≤ m(A) <∞. Εποµένως,

lim
n→∞

m(An) = m(Z) = 0 .

΄Αρα, για κάθε ε > 0 υπάρχει N ∈ N∗ τέτοιο ώστε m(AN ) < ε.
Είναι AN ⊂ A και αν B = A \ AN , τότε το B είναι Lebesgue
µετρήσιµο σύνολο µε

m(A \B) = m(AN ) < ε και |f(x)| ≤ N , για κάθε x ∈ B.

∆ηλαδή, ο περιορισµός της f στο B είναι φραγµένη συνάρτηση.

(γʹ) ΄Εστω ότι το E δεν είναι σύνολο πυκνό στο I = (0, 1). Τότε υπάρχει
x ∈ I και περιοχή (x− δ, x+ δ) του x, τέτοια ώστε

(x− δ, x+ δ) ∩ E = ∅ .

Εποµένως, (x− δ, x+ δ) ⊂ I \ E και αυτό συνεπάγεται ότι

0 < 2δ = m ((x− δ, x+ δ)) ≤ m(I \ E) = m(I)−m(E) = 0 .

(άτοπο)
΄Αρα το E είναι σύνολο πυκνό στο I.
΄Εστω f µια συνεχής και µη φραγµένη συνάρτηση στο I = (0, 1)

(µια τέτοια συνάρτηση είναι η f(x) = 1/x) και έστωM > 0. Επειδή
η συνάρτηση f δεν είναι φραγµένη στο I, υπάρχει x ∈ I τέτοιο ώστε
|f(x)| > 2M . Επειδή η f είναι συνεχής στο x ∈ I, υπάρχει δ > 0

τέτοιο ώστε για κάθε y ∈ (x− δ, x+ δ)∩I είναι |f(y)−f(x)| < M .
Εποµένως, για κάθε y ∈ (x− δ, x+ δ) ∩ I είναι

|f(y)| > |f(x)| −M > 2M −M =M .
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Επειδή από την υπόθεση m(E) = m(I) = 1, το E είναι σύνολο
πυκνό στο I και κατά συνέπεια υπάρχει a ∈ (x− δ, x+ δ) ∩ E. Γι᾿
αυτό το a ∈ E είναι |f(a)| > M . ΄Αρα, ο περιορισµός της f στο E
είναι µη φραγµένη συνάρτηση.

Θ 3. (αʹ) Αν f =
∑∞

n=1 fn, όπου οι συναρτήσεις fn : E → [0,∞], E ∈ M,
είναι µετρήσιµες, δείξτε ότι∫

E
f dm =

∞∑
n=1

∫
E
fn dm.

(0,8 µον.)

(ϐʹ) Αν p, q ∈ N∗, χρησιµοποιώντας το (α΄) να αποδειχθεί ότι∫ 1

0

xp−1

1 + xq
dx =

1

p
− 1

p+ q
+

1

p+ 2q
− 1

p+ 3q
+ · · · .

Εϕαρµογή. Να υπολογιστούν τα αθροίσµατα των σειρών

∞∑
n=0

(−1)n
1

n+ 1
και

∞∑
n=0

(−1)n
1

2n+ 1
.

(1,2 µον.)

Λύση.

(αʹ) Παραπέµπουµε στο [17].

(ϐʹ) Από τη γεωµετρική σειρά 1
1−t =

∑∞
n=0 t

n, |t| < 1, για x ∈ [0, 1)

έχουµε

xp−1

1 + xq
=
xp−1(1− xq)

1− x2q

= xp−1(1− xq)

∞∑
n=0

x2qn =

∞∑
n=0

(1− xq)xp−1+2nq .

Αν
fn(x) := (1− xq)xp−1+2nq , x ∈ [0, 1) ,
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οι συναρτήσεις fn είναι µη αρνητικές και συνεχείς στο [0, 1) µε

xp−1

1 + xq
=

∞∑
n=0

fn(x) , για κάθε x ∈ [0, 1) .

Επειδή οι συναρτήσεις fn είναι µετρήσιµες και µη αρνητικές στο
[0, 1), είναι∫

[0,1)

xp−1

1 + xq
dm(x) =

∫
[0,1)

∞∑
n=0

fn(x) dm(x)

=

∞∑
n=0

∫
[0,1)

fn(x) dm(x) (από το (α΄))

=
∞∑
n=0

∫ 1

0
(1− xq)xp−1+2nq dx

=

∞∑
n=0

∫ 1

0

(
xp−1+2nq − xp−1+(2n+1)q

)
dx

=
∞∑
n=0

(
1

p+ 2nq
− 1

p+ (2n+ 1)q

)
.

΄Αρα, ∫ 1

0

xp−1

1 + xq
dx =

∞∑
n=0

(
1

p+ 2nq
− 1

p+ (2n+ 1)q

)
.

Στην ειδική περίπτωση p = q = 1 έχουµε

∞∑
n=0

(−1)n
1

n+ 1
=

∫ 1

0

1

1 + x
dx = ln 2 .

Για p = 1, q = 2 παίρνουµε

∞∑
n=0

(−1)n
1

2n+ 1
=

∫ 1

0

1

1 + x2
dx = arctan 1 =

π

4
.

Θ 4. ΄Εστω f : R → R µια µετρήσιµη συνάρτηση.
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(αʹ) Αν α > 0 και E ∈ M, δείξτε ότι

m ({x ∈ E : |f(x)| > α}) ≤ 1

α

∫
E
|f(x)| dm(x) .

(0,5 µον.)

(ϐʹ) Ορίζουµε τη συνάρτηση φ : M → [0,∞], µε

φ(E) :=

∫
E
|f | dm ,

όπου E ∈ M. ∆είξτε ότι το φ είναι ένα ϑετικό µέτρο στη σ-άλγεβρα
M των Lebesgue µετρήσιµων συνόλων. (0,7 µον.)

(γʹ) ΄Εστω f ∈ L1 (E), όπου E ∈ M. ∆είξτε ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει
Lebesgue µετρήσιµο σύνολο Aε ⊆ E τέτοιο ώστε m (Aε) <∞ και∫

E
|f | dm <

∫
Aε

|f | dm+ ε .

(1,5 µον.)
Υπόδειξη. ΄Εστω

A = {x ∈ E : f(x) ̸= 0} και An = {x ∈ E : |f(x)| > 1/n}, n ∈ N∗ .

Λύση.

(αʹ) Είναι η ανισότητα Chebyshev([17]).

(ϐʹ) Εϕαρµογή του ϑέµατος 3(α΄) (παραπέµπουµε στο [17]).

(γʹ) ΄Εστω A = {x ∈ E : f(x) ̸= 0} και An = {x ∈ E : |f(x)| > 1/n},
n ∈ N∗. Επειδή η |f | είναι µετρήσιµη συνάρτηση, η (An) είναι
αύξουσα ακολουθία Lebesgue µετρήσιµων υποσυνόλων του E µε∪∞

n=1An = A. Επειδή από τη (ϐ΄) το φ είναι ένα ϑετικό µέτρο
στη σ-άλγεβρα M των Lebesgue µετρήσιµων συνόλων, από γνωστή
ιδιότητα του µέτρου

lim
n→∞

φ(An) = φ(A) ⇐⇒ lim
n→∞

∫
An

|f | dm =

∫
A
|f | dm .
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΄Οµως για κάθε x ∈ E \A είναι f(x) = 0 οπότε∫
E
|f | dm =

∫
A
|f | dm .

Εποµένως,

lim
n→∞

∫
An

|f | dm =

∫
E
|f | dm .

΄Αρα, για κάθε ε > 0 υπάρχει N ∈ N∗ τέτοιο ώστε∫
E
|f | dm−

∫
AN

|f | dm < ε

και ισοδύναµα ∫
E
|f | dm <

∫
AN

|f | dm+ ε .

Επειδή η f ∈ L1(E), από την (α΄) (ανισότητα Chebyshev) έχουµε

m(AN ) ≤ N

∫
E
|f | dm <∞ .

Αν Aε := AN , το σύνολο Aε ⊆ E είναι Lebesgue µετρήσιµο τέτοιο
ώστε m (Aε) <∞ και∫

E
|f | dm <

∫
Aε

|f | dm+ ε .

Θ 5. (αʹ) ΄Εστω (An) ακολουθία υποσυνόλων του R. Ως γνωστόν

lim supAn =

∞∩
n=1

∞∪
k=n

Ak και lim inf An =

∞∪
n=1

∞∩
k=n

Ak .

Αν χAk
είναι η χαρακτηριστική συνάρτηση του συνόλου Ak, απο-

δείξτε µία από τις παρακάτω ισότητες

χ∪∞
k=n Ak

= sup
k≥n

χAk
και χ∩∞

k=n Ak
= inf

k≥n
χAk

.
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Στη συνέχεια, χρησιµοποιώντας τις παραπάνω ισότητες αποδείξτε
µία από τις παρακάτω ισότητες

lim supχ
An

= χlim supAn
και lim inf χ

An
= χ

lim inf An
.

(0,8 µον.)

(ϐʹ) ∆ιατυπώστε το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue.
Αν f ∈ L1 (R) και x ∈ R, ϑεωρούµε τη συνάρτηση

F (x) :=

∫
(−∞, x]

f dm .

Εϕαρµόζοντας το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebe-
sgue, για κάθε πραγµατική ακολουθία (xn) µε limn→∞ xn = x

δείξτε ότι limn→∞ F (xn) = F (x). ∆ηλαδή ότι η F είναι συνεχής
συνάρτηση στο R. (1,3 µον.)

Λύση.

(αʹ) Είναι

χ∩∞
k=n Ak

(x) = 1 ⇐⇒ x ∈
∞∩
k=n

Ak

⇐⇒ x ∈ Ak , ∀k ≥ n

⇐⇒ χAk
(x) = 1 , ∀k ≥ n

⇐⇒ inf
k≥n

χAk
(x) = 1 .

Παρόµοια είναι η απόδειξη της άλλης ισότητας.
Τότε

χ
lim inf An

= χ∪∞
n=1

∩∞
k=n Ak

= sup
n∈N

χ∩∞
k=n Ak

= sup
n∈N

inf
k≥n

χAk
= lim inf χ

An
.

Ανάλογη είναι η απόδειξη της άλλης ισότητας.
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(ϐʹ) Παρατηρούµε ότι

F (xn) =

∫
(−∞, xn]

f dm =

∫
R
fχ(−∞, xn]

dm .

Επειδή limn→∞ xn = x, από την (α΄) έχουµε ότι limn→∞χ(−∞, xn]
=

χ(−∞, x] σ.π. στο R. Ας σηµειωθεί ότι limn→∞χ(−∞, xn]
(t) ̸=

χ(−∞, x](t), το πολύ αν t = x. Εποµένως,

lim
n→∞

fχ(−∞, xn]
= fχ(−∞, x] σ.π. στο R και

∣∣∣fχ(−∞, xn]

∣∣∣ < |f | ,

όπου f ∈ L1 (R) (επειδή η f ∈ L1 (R), είναι |f | < ∞ σ.π.). ΄Αρα,
από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue

lim
n→∞

F (xn) =

∫
R

(
lim
n→∞

fχ(−∞, xn]

)
dm

=

∫
R
fχ(−∞, x] dm =

∫
(−∞, x]

f dm = F (x) .

Επαναληπτικές Εξετάσεις στη Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση

2 Σεπτεµβρίου, 2009

Θ1. (αʹ) Να αποδειχθεί ότι για κάθε υποσύνολο E του R είναι

m∗ (E) = inf {m∗ (G) : G ⊇ E, G είναι ανοικτό σύνολο} ,

όπου m∗ είναι το εξωτερικό µέτρο Lebesgue. (0,8 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω E ένα Lebesgue µετρήσιµο σύνολο µε m (E) < ∞. Να απο-
δειχθεί ότι για κάθε ε > 0 υπάρχουν ανοικτά, φραγµένα και ξένα
ανά δύο διαστήµατα I1, I2, . . . , IN τέτοια ώστε

m

(
E \

N∪
n=1

In

)
< ε και m

(
N∪

n=1

In \ E

)
< ε .

(1,2 µον.)

Λύση.
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(αʹ) Παραπέµπουµε στο [17].

(ϐʹ) Από το (α΄) για κάθε ε > 0 υπάρχει ανοικτό σύνολο G ⊃ E, τέτοιο
ώστε

m(G)−m(E) = m (G \ E) < ε .

Εποµένως m(G) < m(E) + ε < ∞ και αυτό συνεπάγεται ότι G =∪∞
n=1 In, όπου (In) είναι αριθµήσιµη οικογένεια ξένων ανά δύο α-

νοικτών και φραγµένων διαστηµάτων. Επειδή

m (G) =
∞∑
n=1

m (In) =

∞∑
n=1

ℓ (In) <∞,

η σειρά
∑∞

n=1m (In) συγκλίνει και εποµένως υπάρχει N ∈ N∗ τέ-
τοιο ώστε

∑∞
n=N+1m (In) < ε. ΄Αρα,

m

(
E \

N∪
n=1

In

)
≤ m

(
G \

N∪
n=1

In

)

= m

( ∞∪
n=N+1

In

)
=

∞∑
n=N+1

m (In) < ε .

Επειδή G =
∪∞

n=1 In, είναι

m

(
N∪

n=1

In \ E

)
≤ m (G \ E) < ε .

Θ2. (αʹ) ΄Εστω E υποσύνολο του R. Υποθέτουµε ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει
κλειστό σύνολο Fε ⊂ E, τέτοιο ώστε

m∗ (E \ Fε) < ε .

Να αποδειχθεί ότι E = F ∪ N , όπου F είναι ένα Fσ σύνολο και
N = E \ F µε m∗ (N) = 0 και ότι το σύνολο E είναι Lebesgue
µετρήσιµο. (1 µον.)
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(ϐʹ) ΄Εστω η συνάρτηση f : A → R, όπου A Lebesgue µετρήσιµο σύνο-
λο. Υποθέτουµε ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει κλειστό σύνολο F ⊂ A

τέτοιο, ώστε m (A \ F ) < ε και ο περιορισµός της f στο F είναι
συνεχής συνάρτηση. Να αποδειχθεί ότι η f είναι µετρήσιµη συνάρ-
τηση. (1 µον.)
Υπόδειξη. Να αποδειχθεί ότι το σύνολο Ac := {x ∈ A : f(x) ≥ c},
c ∈ R, είναι Lebesgue µετρήσιµο. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής
σ᾿ ένα κλειστό υποσύνολο F του R, ϑεωρείστε γνωστό ότι το

Fc := {x ∈ F : f(x) ≥ c}

είναι κλειστό υποσύνολο του R.

Λύση.

(αʹ) Παραπέµπουµε στο [17].

(ϐʹ) ΄Εστω c ∈ R. Αρκεί να αποδειχθεί ότι το Ac := {x ∈ A : f(x) ≥ c}
είναι Lebesgue µετρήσιµο σύνολο. Για ε > 0 από την υπόθεση
υπάρχει κλειστό σύνολο F ⊂ A, τέτοιο ώστε m(A \F ) < ε και ο πε-
ϱιορισµός της f στο F είναι συνεχής συνάρτηση. Αυτό συνεπάγεται
ότι το σύνολο

Fc := {x ∈ F : f(x) ≥ c} = Ac ∩ F

είναι σχετικά κλειστό στο F , δηλαδή κλειστό ως προς τη σχετική
τοπολογία στο F . Επειδή το F είναι κλειστό σύνολο, το Fc είναι
κλειστό υποσύνολο του R µε Fc ⊂ Ac.
Επίσης, επειδή Ac \ Fc ⊂ A \ F , είναι

m∗(Ac \ Fc) ≤ m∗(A \ F ) = m(A \ F ) < ε .

Εποµένως από το (α΄) το σύνολο Ac είναι Lebesgue µετρήσιµο.

Θ3. ΄Εστω f : R → R µια µετρήσιµη συνάρτηση.
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(αʹ) Ορίζουµε τη συνάρτηση φ : M → [0,∞] µε

φ(E) :=

∫
E
|f | dm ,

όπου E ∈ M. Να αποδειχθεί ότι το φ είναι ένα ϑετικό µέτρο στη
σ-άλγεβρα M των Lebesgue µετρήσιµων συνόλων. (0,7 µον.)

(ϐʹ) Υποθέτουµε ότι η f είναι τοπικά ολοκληρώσιµη, δηλαδή

∀E ∈ M, m(E) <∞ ⇒
∫
E
|f | dm <∞ .

Να αποδειχθεί ότι

∀ε > 0 υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε A ∈ M,

m(A) < δ ⇒
∫
A
|f | dm < ε .

(5.3)

(1,5 µον.)
Υπόδειξη. ΄Εστω ότι δεν ισχύει η (5.3). Τότε υπάρχει ε > 0 τέτοιο
ώστε

∀ n ∈ N∗, ∃ An ∈ M , m(An) <
1

2n
και

∫
An

|f | dm ≥ ε .

Αν Bn =
∪∞

k=nAk, δείξτε ότι∫
∩∞

n=1 Bn

|f | dm ≥ ε και m

( ∞∩
n=1

Bn

)
= 0 .

Λύση.

(αʹ) Παραπέµπουµε στο [17].

(ϐʹ) Επειδή

m(Bn) = m

( ∞∪
k=n

Ak

)
≤

∞∑
k=n

m(Ak) ≤
∞∑
k=n

1

2k
=

1/2n

1− 1/2
=

1

2n−1
,

από την υπόθεση συνεπάγεται ότι
∫
Bn

|f(t)| dm <∞. Επίσης,∫
Bn

|f | dm ≥
∫
An

|f | dm ≥ ε .
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Από την (α΄) το φ είναι ένα ϑετικό µέτρο στη σ-άλγεβρα M των Le-
besgue µετρήσιµων συνόλων. Επειδή Bn ↘

∩∞
n=1Bn, µε φ(Bn) =∫

Bn
|f | dm <∞, από γνωστή ιδιότητα του µέτρου∫

∩∞
n=1 Bn

|f | dm = lim
n→∞

∫
Bn

f | dm ≥ ε .

Επειδή m(Bn) ≤ 1/2n−1 < ∞, από την ίδια ιδιότητα για το µέτρο
Lebesgue

m

( ∞∩
n=1

Bn

)
= lim

n→∞
m(Bn) ≤ lim

n→∞

1

2n−1
= 0

και εποµένως m (
∩∞

n=1Bn) = 0. ΄Αρα,

0 =

∫
∩∞

n=1 Bn

|f | dm ≥ ε . (άτοπο)

Καταλήξαµε σε άτοπο επειδή υποθέσαµε ότι δεν ισχύει η (5.3).
Σηµείωση. Επειδή lim supAn :=

∩∞
n=1

∪∞
k=nAk =

∩∞
n=1Bn και

∞∑
n=1

m(An) ≤
∞∑
n=1

1

2n
= 1 ,

το ότι m (
∩∞

n=1Bn) = 0 προκύπτει και από το λήµµα των Borel-
Cantelli.

Θ4. ΄Εστω f ∈ L1 (R).

(αʹ) Αν η συνάρτηση φ είναι φραγµένη και συνεχής στο R, να αποδειχθεί
ότι και η συνάρτηση

F (t) :=

∫
R
f(x)φ(t− x) dm(x)

είναι φραγµένη και συνεχής στο R. (1 µον.)
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(ϐʹ) Αν η g ∈ L1 (R), όπου g(x) = xf(x), να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση

F (t) :=

∫
R
f(x)e−2πitx dm(x)

είναι παραγωγίσιµη στο R και ότι

F ′(t) = −2πi

∫
R
xf(x)e−2πitx dm(x) .

Υπόδειξη. Αν (hn) είναι πραγµατική ακολουθία, µε hn ̸= 0 και
limn→∞ hn = 0, να αποδειχθεί ότι

lim
n→∞

F (t+ hn)− F (t)

hn
= −2πi

∫
R
xf(x)e−2πitx dm(x) .

(1,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) Επειδή από την υπόθεση ∥φ∥∞ = sup {|φ(x)| : x ∈ R} < ∞, είναι
|f(x)φ(t−x)| ≤ ∥φ∥∞|f(x)| ∈ L1(R) και η F είναι καλά ορισµένη.
Επειδή

|F (t)| ≤
∫
R
|f(x)φ(t− x)| dm(x) ≤ ∥φ∥∞

∫
R
|f(x)| dm(x) ,

η F είναι φραγµένη στο R.
΄Εστω (tn) πραγµατική ακολουθία µε limn→∞ tn = t ∈ R. Αν

fn(x) := f(x)φ(tn − x) ,

η (fn) είναι ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων στο R µε

|fn(x)| ≤ ∥φ∥∞|f(x)| .

Επειδή από την υπόθεση η f ∈ L1(R), από το ϑεώρηµα κυριαρχη-
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µένης σύγκλισης του Lebesgue

lim
n→∞

F (tn) = lim
n→∞

∫
R
f(x)φ(tn − x) dm(x)

=

∫
R

lim
n→∞

f(x)φ(tn − x) dm(x)

=

∫
R
f(x)φ(t− x) dm(x) (η φ είναι συνεχής)

= F (t) ,

δηλαδή η F είναι συνεχής στο R.

(ϐʹ) Επειδή η f ∈ L1(R), η F είναι καλά ορισµένη. ΄Εστω (hn) πραγµα-
τική ακολουθία µε hn ̸= 0 και limn→∞ hn = 0. Τότε,

F (t+ hn)− F (t)

hn
=

∫
R
f(x)

e−2πihnx − 1

hn
e−2πitx dm(x)

= −2πi

∫
R
f(x)

sinπhnx

πhn
e−πihnxe−2πitx dm(x) .

Η δεύτερη ισότητα προκύπτει από την ταυτότητα

e−2iu−1 = e−iu(e−iu−eiu) = −2ie−iu · e
iu − e−iu

2i
= −2ie−iu sinu ,

µε u = πhnx ∈ R. Επειδή∣∣∣∣f(x)sinπhnxπhn
e−πihnxe−2πitx

∣∣∣∣ = |f(x)| |sinπhnx|
|πhn|

≤ |f(x)| |πhnx|
|πhn|

= |xf(x)| = |g(x)|

και η g ∈ L1 (R), από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του
Lebesgue

lim
n→∞

F (t+ hn)− F (t)

hn

= −2πi

∫
R

(
lim
n→∞

f(x)
sinπhnx

πhn
e−πihnxe−2πitx

)
dm(x)

= −2πi

∫
R
xf(x) e−2πitx dm(x) .
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Ας σηµειωθεί ότι

lim
n→∞

sinπhnx

πhn
= lim

t→0

sin tx

t

(L’Hôpital)
= x .

΄Αρα, η F είναι παραγωγίσιµη στο R µε

F ′(t) = −2πi

∫
R
xf(x)e−2πitx dm(x) .

Θ5. (αʹ) Υποθέτουµε ότι η µετρήσιµη συνάρτηση f : [a,∞) → R, a ∈ R,
είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη, δηλαδή

∫
[a,∞ |f | dm < ∞. Αν N ∈

N∗, δείξτε ότι το όριο limN→∞
∫
[a,N) f dm υπάρχει και ότι

lim
N→∞

∫
[a,N)

f dm =

∫
[a,∞)

f dm .

(1 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω

f(x) =

∞∑
n=1

(−1)n

n
χ[n, n+1)(x) .

Εξετάστε αν
∫
[1,∞) |f | dm < ∞ και αν το όριο limN→∞

∫
[1,N) f dm

υπάρχει, N ∈ N∗. (1 µον.)

Λύση.

(αʹ) Επειδή
∣∣∣fχ[a,N)

∣∣∣ ≤ |f |, όπου f ∈ L1 ([a,∞)) και

lim
N→∞

f(x)χ[a,N)(x) = f(x) ,

από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue το όριο

lim
N→∞

∫
[a,N)

f dm = lim
N→∞

∫
[a,∞)

fχ[a,N) dm

υπάρχει και είναι

lim
N→∞

∫
[a,N)

f dm =

∫
[a,∞)

(
lim

N→∞
fχ[a,N)

)
dm =

∫
[a,∞)

f dm .
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(ϐʹ) Η f είναι συνεχής σχεδόν παντού στο R. Είναι∫
[1,∞)

|f | dm =

∫
∪∞

n=1[n, n+1)
|f | dm

=

∞∑
n=1

∫
[n, n+1)

|f | dm

(τα σύνολα [n, n+ 1) είναι ξένα ανά δύο)

=

∞∑
n=1

1

n
= ∞

και εποµένως
∫
[1,∞) |f | dm = ∞.

Επειδή η f είναι Riemann ολοκληρώσιµη σε κάθε κλειστό και φραγ-
µένο διάστηµα του R, είναι∫

[1, N)
f dm =

∫ N

1
f(x) dx

=

N−1∑
n=1

∫ n+1

n
f(x) dx =

N−1∑
n=1

(−1)n

n

και ως γνωστόν η εναλλάσσουσα σειρά
∑∞

n=1
(−1)n

n = − ln 2 συγκλί-
νει. Εποµένως το όριο

lim
N→∞

∫
[1,N)

f dm =
∞∑
n=1

(−1)n

n
= − ln 2

υπάρχει.

Σηµείωση. Η f(x) = sinx
x είναι ένα άλλο παράδειγµα συνάρτησης

για την οποία έχουµε∫
[0,∞)

∣∣∣∣sinxx
∣∣∣∣ dm(x) = ∞

και
lim

N→∞

∫
[0,N)

sinx

x
dm(x) =

∫ ∞

0

sinx

x
dx =

π

2
.
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5.9 Ακαδηµαϊκό έτος 2007–8

ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

Εξετάσεις στη Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση

26 Φεβρουαρίου, 2008

Θ1. (αʹ) Από τον ορισµό, η Borel σ-άλγεβρα B παράγεται από τα ανοι-
κτά σύνολα του R. Ζητείται να αποδειχθεί ότι η Borel σ-άλγεβρα
παράγεται επίσης από τα κλειστά και φραγµένα διαστήµατα E =

{[a, b] : a < b}. (0,7 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω η συνεχής συνάρτηση f : R → R είναι 1− 1 και επί, δηλαδή
αµϕιµονοσήµαντη. Αν

M = {A ⊆ R : f(A) ∈ B} ,

να αποδειχθεί ότι η M είναι µια σ-άλγεβρα στο R η οποία περιέχει
τα σύνολα Borel. ∆ηλαδή, η f απεικονίζει σύνολα Borel σε σύνολα
Borel. (1,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) ΄Εστω σ (E) η σ-άλγεβρα που παράγεται από την E . Επειδή κά-
ϑε ανοικτό σύνολο είναι ένωση αριθµήσιµου το πλήθος κλειστών
και φραγµένων διαστηµάτων, τα ανοικτά σύνολα ανήκουν στη σ-
άλγεβρα σ (E) και εποµένως B ⊆ σ (E). ΄Οµως τα κλειστά και
φραγµένα διαστήµατα είναι κλειστά σύνολα και εποµένως ανήκουν
στη σ-άλγεβρα B. Εποµένως σ (E) ⊆ B. ΄Αρα, B = σ (E).

(ϐʹ) Επειδή η συνάρτηση f : R → R είναι 1 − 1 και επί, για κάθε
A,B ⊆ R είναι

f (A ∩B) = f(A) ∩ f(B) και f (A \B) = f(A) \ f(B)

Θα αποδείξουµε ότι η M είναι µια σ-άλγεβρα στο R η οποία περιέχει
τα σύνολα Borel. Πράγµατι, επειδή f (R) = R, το R ∈ M. Αν
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E ∈ M, επειδή

f(Ec) = f (R \ E) = R \ f(E) ,

τότε Ec ∈ M. Επίσης αν (En) είναι αριθµήσιµη οικογένεια συνόλων
του M, τότε f (

∪∞
n=1En) =

∪∞
n=1 f (En) και αυτό αποδεικνύει ότι∪∞

n=1En ∈ M. ΄Αρα, η M είναι µια σ-άλγεβρα στο R.
Τέλος, επειδή η f είναι γνήσια µονότονη και συνεχής, για κάθε
κλειστό και φραγµένο διάστηµα [a, b] είναι f ([a, b]) = [f(a), f(b)]

ή f ([a, b]) = [f(b), f(a)]. Εποµένως, η σ-άλγεβρα M περιέχει τα
κλειστά και φραγµένα διαστήµατα τα οποία από την (α΄) παράγουν
τη Borel σ-άλγεβρα. ΄Αρα, η σ-άλγεβρα M περιέχει όλα τα σύνολα
Borel.

Θ2. (αʹ) ∆ιατυπώστε το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης και αποδείξτε ότι αν
(fn) είναι ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων, fn : R → [0,∞],
τότε ∫

R

∞∑
n=1

fn dm =
∞∑
n=1

∫
R
fn dm .

(0,8 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω f : R → [0,∞] µετρήσιµη συνάρτηση. Αν φ : M → [0,∞] µε

φ(E) :=

∫
E
f dm ,

όπου E ∈ M, δείξτε ότι το φ είναι ένα ϑετικό µέτρο στη σ-άλγεβρα
M των Lebesgue µετρήσιµων συνόλων. (0,7 µον.)

(γʹ) ΄Εστω f : E ⊂ R → R µετρήσιµη συνάρτηση, όπου E είναι ένα
µετρήσιµο σύνολο µε m(E) <∞ και έστω

En = {x ∈ E : n− 1 ≤ |f(x)| < n} , n ∈ N∗ ,

µε m(En) > 0. Ορίζουµε τη συνάρτηση g : E → R, µε

g(x) =
1

n2m(En)
, αν x ∈ En .
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Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση g είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη στο
E και να εξεταστεί αν η συνάρτηση fg είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη
στο E. (2 µον.)

Λύση.

(αʹ) Παραπέµπουµε στο [17].

(ϐʹ) Παραπέµπουµε στο [17].

(γʹ) Επειδή η |f | είναι µετρήσιµη συνάρτηση, τα σύνολα En, n ∈ N∗,
είναι µετρήσιµα και ξένα ανά δύο µε E =

∪∞
n=1En. Είναι

g(x) =

∞∑
n=1

1

n2m(En)
χ

En
(x)

και εποµένως η g είναι µετρήσιµη συνάρτηση. Επειδή

∫
E
|g(x)| dm(x) =

∫
∪∞

n=1 En

|g(x)| dm(x)

=
∞∑
n=1

∫
En

|g(x)| dm(x) (από τη (ϐ΄))

=
∞∑
n=1

1

n2m(En)
m(En) =

∞∑
n=1

1

n2
<∞ ,

η g ∈ L1 (E).

Επειδή

(n− 1)χ
En

(x) ≤ |f(x)|χ
En

(x) ≤ nχ
En

(x) ,

τότε και

(n− 1)|g(x)|χ
En

(x) ≤ |f(x)g(x)|χ
En

(x) ≤ n|g(x)|χ
En

(x) , (5.4)
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για κάθε n ∈ N∗. Εποµένως,∫
E
|f(x)g(x)| dm(x) =

∫
∪∞

n=1 En

|f(x)g(x)| dm(x)

=
∞∑
n=1

∫
En

|f(x)g(x)| dm(x) (από τη (ϐ΄))

=
∞∑
n=1

∫
E
|f(x)g(x)|χ

En
(x) dm(x)

≥
∞∑
n=1

(n− 1)

∫
E
|g(x)|χ

En
(x) dm(x)

(από την (5.4))

=

∞∑
n=1

(n− 1)

∫
En

|g(x)| dm(x)

=
∞∑
n=1

(n− 1)
1

n2m(En)
m(En)

=

∞∑
n=1

n− 1

n2
= ∞ .

΄Αρα, η συνάρτηση fg δεν είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη στο E.

Θ3. (αʹ) (Λήµµα Borel- Cantelli) Αν (En) είναι ακολουθία Lebesgue µε-
τρήσιµων συνόλων µε

∑∞
n=1m(En) < +∞, να αποδειχθεί ότι το

σύνολο των σηµείων που ανήκουν σε άπειρα το πλήθος En, δηλαδή
το limEn :=

∩∞
n=1

∪∞
k=nEk, έχει µέτρο µηδέν. (1 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω f : E → [−∞,∞] µετρήσιµη συνάρτηση, E ∈ M και έστω
α > 0. Να αποδειχθεί ότι

m ({x ∈ E : |f(x)| > α}) ≤ 1

α

∫
E
|f(x)| dm(x) .

(0,5 µον.)
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(γʹ) ΄Εστω (fn) ακολουθία µη αρνητικών και ολοκληρώσιµων συναρτή-
σεων στο διάστηµα [0, 1]. Υποθέτουµε ότι∫

[0,1]
fn(x) dm(x) = cn > 0 , µε

∞∑
n=1

√
cn <∞ .

ΑνEn =
{
x ∈ [0, 1] : fn(x) >

√
cn
}

, να αποδειχθεί ότι
∑∞

n=1m(En) <

+∞ και ότι σχεδόν για όλα τα x ∈ [0, 1] υπάρχει N = N(x) ∈ N∗

τέτοιο ώστε fn(x) ≤
√
cn, για κάθε n ≥ N .

(1 µον.)

Λύση.

(αʹ) Παραπέµπουµε στο [17].

(ϐʹ) Είναι ανισότητα Chebyshev([17]).

(γʹ) Από την ανισότητα Chebyshev

m (En) ≤
1

√
cn

∫
[0,1]

fn(x) dm(x) =
1

√
cn
cn =

√
cn ,

οπότε
∞∑
n=1

m (En) ≤
∞∑
n=1

√
cn <∞ .

Εποµένως, από το λήµµα των Borel– Cantelli είναι m
(
limEn

)
= 0.

Αν x /∈ limEn, τότε υπάρχει N = N(x) ∈ N∗ τέτοιο ώστε x /∈∪∞
k=N Ek και κατά συνέπεια x /∈ En, για κάθε n ≥ N . ΄Αρα, σχεδόν

για όλα τα x ∈ [0, 1] και για κάθε n ≥ N είναι fn(x) ≤
√
cn.

Θ4. (αʹ) Αν η f : E ⊆ R → R, E ∈ M, είναι µετρήσιµη συνάρτηση και
το F είναι ένα κλειστό υποσύνολο του R, δείξτε ότι το f−1(F ) είναι
µετρήσιµο σύνολο. (0,5 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω f ∈ L1 [0, 1] και A = {x ∈ [0, 1] : f(x) = 2k + 1 , k ∈ Z}. Να
αποδειχθεί ότι το σύνολο A είναι Lebesgue µετρήσιµο και ότι

lim
n→∞

∫ 1

0

∣∣∣sin(π
2
f(x)

)∣∣∣n dx = m(A) .
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(1,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) Επειδή το F c είναι ανοικτό σύνολο, το f−1(F c) είναι µετρήσιµο
σύνολο. ΄Αρα, το f−1(F ) =

(
f−1(F c)

)c ϑα είναι µετρήσιµο σύνολο.

(ϐʹ) Επειδή το Z, καθώς επίσης και κάθε υποσύνολο του Z είναι σύνολο
κλειστό, από το (α΄) το A ∈ M. Παρατηρούµε ότι

∣∣sin (π2 f(x))∣∣ = 1

αν και µόνο αν x ∈ A. Εποµένως,∫ 1

0

∣∣∣sin(π
2
f(x)

)∣∣∣n dx =

∫
A

∣∣∣sin(π
2
f(x)

)∣∣∣n dx
+

∫
[0,1]\A

∣∣∣sin(π
2
f(x)

)∣∣∣n dx
= m(A) +

∫
[0,1]\A

∣∣∣sin(π
2
f(x)

)∣∣∣n dx .
Επειδή f ∈ L1 [0, 1], είναι |f | <∞ σ.π. Επίσης

lim
n→∞

∣∣∣sin(π
2
f(x)

)∣∣∣n = 0 και
∣∣∣sin(π

2
f(x)

)∣∣∣n < 1,

σχεδόν για κάθε x ∈ [0, 1] \ A. Κατά συνέπεια, από το ϑεώρηµα
φραγµένης σύγκλισης έχουµε

lim
n→∞

∫
[0,1]\A

∣∣∣sin(π
2
f(x)

)∣∣∣n dx = 0 .

΄Αρα,

lim
n→∞

∫ 1

0

∣∣∣sin(π
2
f(x)

)∣∣∣n dx
= m(A) + lim

n→∞

∫
[0,1]\A

∣∣∣sin(π
2
f(x)

)∣∣∣n dx
= m(A) .
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Επαναληπτικές Εξετάσεις στη Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση

3 Σεπτεµβρίου, 2008

Θ1. ΄Εστω E ⊆ R Lebesgue µετρήσιµο σύνολο.

(αʹ) Να αποδειχθεί ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει ανοικτό σύνολο G ⊇ E

τέτοιο ώστε
m(G) ≤ m(E) + ε .

Στη συνέχεια να αποδειχθεί ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει ανοικτό
σύνολο G ⊇ E τέτοιο ώστε

m (G \ E) < ε .

(1,5 µον.)

(ϐʹ) Αν m(E) < ∞, δείξτε ότι υπάρχει φθίνουσα οικογένεια ανοικτών
συνόλων (Gn) µε E ⊆ Gn και m(Gn) <∞ για κάθε n ∈ N∗, τέτοια
ώστε limn→∞m(Gn) = m(E). (1 µον.)

Λύση.

(αʹ) Παραπέµπουµε στο [17].

(ϐʹ) Από το (α΄) για κάθε n ∈ N∗ υπάρχει ανοικτό σύνολο G′
n µε G′

n ⊇ E,
τέτοιο ώστε

m(G′
n) < m(E) +

1

n
.

Κατά συνέπεια m(G′
n) <∞ και επειδή E ⊆

∩∞
n=1G

′
n ⊆ G′

n, είναι

m(E) ≤ m

( ∞∩
n=1

G′
n

)
≤ m(G′

n) < m(E) +
1

n
,

για κάθε n ∈ N∗. Εποµένως, m (
∩∞

n=1G
′
n) = m(E).

Θεωρούµε τώρα τα ανοικτά σύνολα Gn :=
∩n

k=1G
′
k. Τότε E ⊆ Gn

και m(Gn) <∞ για κάθε n ∈ N∗. Επειδή

Gn ↘
∞∩
n=1

Gn =

∞∩
k=1

G′
k και m(G1) = m(G′

1) <∞ ,
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τελικά έχουµε

lim
n→∞

m(Gn) = m

( ∞∩
n=1

Gn

)
= m

( ∞∩
k=1

G′
k

)
= m(E) .

Θ2. ΄Εστω f : E ⊆ R → R µετρήσιµη συνάρτηση µε |f | ≤ 1 σχεδόν παντού
στο E, όπου E είναι Lebesgue µετρήσιµο σύνολο µε m(E) > 0. Υποθέ-
τουµε ότι |f | < 1 σ᾿ ένα Lebesgue µετρήσιµο υποσύνολο του E ϑετικού
µέτρου. Για κάθε ε > 0 ορίζουµε το σύνολο

Eε := {x ∈ E : |f(x)| ≤ 1− ε} .

(αʹ) Να αποδειχθεί ότι το Eε είναι Lebesgue µετρήσιµο σύνολο και ότι
υπάρχει ε > 0 τέτοιο ώστε m (Eε) > 0. (1 µον.)

(ϐʹ) Να ϐρεθούν δύο µετρήσιµες συναρτήσεις f1, f2 : E → R που να µην
είναι ίσες σχεδόν παντού στο E και τέτοιες ώστε

|f1| ≤ 1 , |f2| ≤ 1 και f =
f1 + f2

2
.

(1 µον.)

Λύση.

(αʹ) Επειδή η |f | είναι µετρήσιµη, το Eε είναι Lebesgue µετρήσιµο σύ-
νολο. Υποθέτουµε ότι m (Eε) = 0, για κάθε ε > 0. Αν

En :=

{
x ∈ E : |f(x)| ≤ 1− 1

n

}
,

τότε m(En) = 0, για κάθε n ∈ N∗. Είναι En ⊆ En+1,
∪∞

n=1En =

{x ∈ E : |f(x)| < 1} και εποµένως

0 = lim
n→∞

m(En) = m

( ∞∪
n=1

En

)
= m ({x ∈ E : |f(x)| < 1})

που είναι άτοπο (από την υπόθεση υπάρχει Lebesgue µετρήσιµο
υποσύνολο του E ϑετικού µέτρου και στο οποίο είναι |f | < 1). ΄Αρα
υπάρχει ε > 0 τέτοιο ώστε m(Eε) > 0.
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(ϐʹ) Από το (α΄), για κάποιο ε > 0 το Eε := {x ∈ E : |f(x)| ≤ 1− ε}
έχει ϑετικό µέτρο, δηλαδή m(Eε) > 0. Ορίζουµε τις συναρτήσεις
f1, f2 : E → R µε

f1 := f + εχ
Eε

και f2 := f − εχ
Eε
.

Επειδή οι συναρτήσεις f,χ
Eε

είναι µετρήσιµες και οι συναρτήσεις
f1, f2 ϑα είναι µετρήσιµες. Για κάθε x ∈ Eε είναι f1(x) = f(x) + ε

και f2(x) = f(x) − ε. Εποµένως f1(x) ̸= f2(x), για κάθε x ∈ Eε.
Επειδή m (Eε) > 0, οι συναρτήσεις f1, f2 δεν είναι ίσες σχεδόν
παντού στο E. Επίσης, από τον ορισµό των συναρτήσεων f1 και f2
έχουµε

|f1(x)| =

|f(x) + ε| ≤ (1− ε) + ε = 1 αν x ∈ Eε

|f(x)| ≤ 1 αν x ∈ E \ Eε

και

|f2(x)| =

|f(x)− ε| ≤ (1− ε) + ε = 1 αν x ∈ Eε

|f(x)| ≤ 1 αν x ∈ E \ Eε .

΄Αρα,

|f1| ≤ 1 , |f2| ≤ 1 και f =
f1 + f2

2
.

Θ3. ΄Εστω E ⊆ R Lebesgue µετρήσιµο σύνολο. Υποθέτουµε ότι η (fn) είναι
ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων στο E και ότι η f είναι µετρήσιµη
συνάρτηση στο E.

(αʹ) Να αποδειχθεί ότι
∫
E |f | dm = 0 αν και µόνο αν f = 0 σχεδόν

παντού στο E. (1 µον.)

(ϐʹ) Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης να αποδειχθεί
το λήµµα Fatou, δηλαδή ότι∫

E

(
lim inf
n→∞

|fn|
)
dm ≤ lim inf

n→∞

∫
E
|fn| dm .

(1 µον.)
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(γʹ) Υποθέτουµε ότι η ακολουθία (fn) συγκλίνει σχεδόν παντού στο E
και ότι

lim
n→∞

∫
E
|fn − f | dm = 0 .

Να αποδειχθεί ότι limn→∞ fn = f σχεδόν παντού στο E. (0,8 µον.)

Λύση.

(αʹ) Παραπέµπουµε στο [17].

(ϐʹ) Παραπέµπουµε στο [17].

(γʹ) ΄Εστω limn→∞ fn = g σχεδόν παντού στο E. Τότε, από γνωστή πρό-
ταση η συνάρτηση g είναι µετρήσιµη στο E και∫

E
|g − f | dm =

∫
E

lim
n→∞

|fn − f | dm

≤ lim inf
n→∞

∫
E
|fn − f | dm (λήµµα Fatou)

= lim
n→∞

∫
E
|fn − f | dm = 0 .

Εποµένως
∫
E |g − f | dm = 0 και από το (α΄) έπεται ότι g = f σχεδόν

παντού στο E. ΄Αρα, limn→∞ fn = f σχεδόν παντού στο E.

Θ4. (αʹ) Να εξεταστεί αν υπάρχει ακολουθία συναρτήσεων στο [0, 2π] της µορ-
φής

fn(x) = an cos(nx) + bn sin(nx) ,

an, bn ∈ R, η οποία να συγκλίνει στο 1 σχεδόν παντού στο [0, 2π]

και τέτοια ώστε |an|+ |bn| ≤ 5. Αιτιολογήστε την απάντησή σας.

(1 µον.)

(ϐʹ) Υποθέτουµε ότι η

g(t) :=

∫
[0,∞)

etxf(x) dm(x)
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είναι πεπερασµένη για κάθε t ≥ 0, όπου f είναι µη αρνητική µε-
τρήσιµη συνάρτηση στο [0,∞). Να αποδειχθεί ότι η g είναι συ-
νεχής για t > 0, αποδεικνύοντας ότι για κάθε ακολουθία (hn) µε
limn→∞ hn = 0 είναι

lim
n→∞

g(t+ hn) = g(t) .

(1 µον.)

Λύση.

(αʹ) ΄Εστω ότι υπάρχει τέτοια ακολουθία συναρτήσεων στο [0, 2π]. Οι fn
είναι συνεχείς συναρτήσεις και∫ 2π

0
fn(x) dx =

∫ 2π

0
(an cos(nx) + bn sin(nx)) dx

=
1

n
(an sin(nx)− bn cos(nx))

∣∣∣∣x=2π

x=0

= 0 ,

για κάθε n ∈ N∗. Επειδή από την υπόθεση limn→∞ fn = 1 σχεδόν
παντού στο [0, 2π] και

|fn(x)| = |an cos(nx) + bn sin(nx)| ≤ |an|+ |bn| ≤ 5 ,

από το ϑεώρηµα φραγµένης σύγκλισης έχουµε

0 = lim
n→∞

∫ 2π

0
fn(x) dx =

∫ 2π

0

(
lim
n→∞

fn(x)
)
dx = 2π

που είναι άτοπο. ΄Αρα, δεν υπάρχει τέτοια ακολουθία µετρήσιµων
συναρτήσεων.

(ϐʹ) ΄Εστω t > 0. Επειδή limn→∞ hn = 0, υπάρχει N1 ∈ N∗ τέτοιο ώστε
t + hn ≥ 0, για κάθε n ≥ N1. Από την υπόθεση, για κάθε n ≥ N1

η g (t+ hn) υπάρχει. Επίσης από τον ορισµό της g έχουµε

g(t+ hn)− g(t) =

∫
[0,∞)

etx
(
ehnx − 1

)
f(x) dm(x) .
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Αν
fn(x) := etx

(
ehnx − 1

)
f(x) ,

η (fn) είναι ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων στο [0,∞) µε

lim
n→∞

fn(x) = 0 .

Επειδή limn→∞
(
ehnx − 1

)
= 0, για ε = 1 υπάρχει N2 ∈ N∗ τέτοιο

ώστε
∣∣ehnx − 1

∣∣ < 1, για κάθε n ≥ N2. Εποµένως,

|fn(x)| = etx
∣∣∣ehnx − 1

∣∣∣ f(x) < etxf(x) , ∀n ≥ n0 = max {N1, N2} .

Από την υπόθεση g(t) =
∫
[0,∞) e

txf(x) dm(x) <∞, για κάθε t ≥ 0.
∆ηλαδή η συνάρτηση etxf(x) ∈ L1 ([0,∞)). ΄Αρα, από το ϑεώρηµα
κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue

lim
n→∞

(g(t+ hn)− g(t)) =

∫
[0,∞)

lim
n→∞

etx
(
ehnx − 1

)
f(x) dm(x) = 0 .

Θ5. ΄Εστω (fn) ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων στο Lebesgue µετρήσιµο
σύνολο E ⊆ R. Λέµε ότι η (fn) συγκλίνει ως προς το µέτρο Lebesgue

m στη συνάρτηση f , συµβολισµός fn
m−→ f , αν για κάθε ε > 0

lim
n→∞

m ({x ∈ E : |fn(x)− f(x)| > ε}) = 0 .

(αʹ) Αν En := {x ∈ E : |fn(x)− f(x)| > ε}, να αποδειχθεί ότι

ε

1 + ε
m(En) ≤

∫
E

|fn − f |
1 + |fn − f |

dm ≤ m(En) +
ε

1 + ε
m(E \ En) .

(5.5)
(1 µον.)

(ϐʹ) Αν m(E) <∞, να αποδειχθεί ότι fn
m−→ f αν και µόνο αν

lim
n→∞

∫
E

|fn − f |
1 + |fn − f |

dm = 0 .

(0,7 µον.)
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(γʹ) ΄Εστω η ακολουθία συναρτήσεων (fn), µε fn(x) = 1
nx , ορισµένη στο

διάστηµα E = (0,∞). Να αποδειχθεί ότι fn
m−→ 0 στο (0,∞) και

lim
n→∞

∫
(0,∞)

|fn|
1 + |fn|

dm ̸= 0 .

Τι συµπεραίνετε για το (ϐ΄); (1 µον.)

Λύση.

(αʹ) Είναι E \En = {x ∈ E : |fn(x)− f(x)| ≤ ε}. Επειδή η συνάρτηση
φ(t) := t

1+t είναι γνήσια αύξουσα στο διάστηµα (0,∞) µε φ(t) < 1,
έχουµε

|fn(x)− f(x)|
1 + |fn(x)− f(x)|

≤

1 αν x ∈ En

ε/(1 + ε) αν x ∈ E \ En .

Εποµένως,∫
E

|fn − f |
1 + |fn − f |

dm =

∫
En

|fn − f |
1 + |fn − f |

dm+

∫
E\En

|fn − f |
1 + |fn − f |

dm

≤ m(En) +
ε

1 + ε
m (E \ En) .

Επίσης,∫
E

|fn − f |
1 + |fn − f |

dm ≥
∫
En

|fn − f |
1 + |fn − f |

dm

≥
∫
En

ε

1 + ε
dm =

ε

1 + ε
m(En) .

(ϐʹ) ΄Εστω fn
m−→ f , δηλαδή limn→∞m(En) = 0. Αν m(E) = c < ∞,

τότε m (E \ En) ≤ c, για κάθε n ∈ N∗ και από τη δεξιά ανισότητα
της (5.5) προκύπτει ότι

lim
n→∞

∫
E

|fn − f |
1 + |fn − f |

dm ≤ ε

1 + ε
c < cε .

Εποµένως, για κάθε ε > 0

lim
n→∞

∫
E

|fn − f |
1 + |fn − f |

dm < cε
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και αυτό συνεπάγεται ότι

lim
n→∞

∫
E

|fn − f |
1 + |fn − f |

dm = 0 .

Αντίστροϕα, υποθέτουµε ότι

lim
n→∞

∫
E

|fn − f |
1 + |fn − f |

dm = 0 .

Τότε η αριστερή ανισότητα της (5.5) συνεπάγεται ότι limn→∞m(En) =

0, για κάθε σταθερό ε > 0. ΄Αρα, fn
m−→ f .

(γʹ) Είναι E = (0,∞) και m(E) = ∞. Αν En := {x ∈ E : |fn(x)| > ε},
µε fn(x) = 1

nx , τότε

En =

{
x ∈ (0,∞) :

1

nx
> ε

}
=

{
x ∈ (0,∞) : x <

1

nε

}
=

(
0,

1

nε

)
.

Εποµένως, limn→∞m(En) = limn→∞
1
nε = 0, για κάθε σταθερό

ε > 0. Ισοδύναµα,

fn
m−→ 0 στο (0,∞) .

Επειδή για κάθε n ∈ N∗∫ ∞

0

1

1 + nx
dx = ∞ ,

είναι

lim
n→∞

∫
(0,∞)

|fn|
1 + |fn|

dm = lim
n→∞

∫ ∞

0

1/nx

1 + 1/nx
dx

= lim
n→∞

∫ ∞

0

1

1 + nx
dx = ∞ ̸= 0 .

΄Αρα, αν m(E) = ∞ και fn
m−→ f στο E, τότε γενικά δεν ισχύει ότι

lim
n→∞

∫
E

|fn − f |
1 + |fn − f |

dm = 0 .

Αν όµως η τελευταία σχέση ισχύει, η (5.5) συνεπάγεται ότι fn
m−→ f

στο E.
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5.10 Ακαδηµαϊκό έτος 2004–5

ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

Εξετάσεις στη Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση

9 Φεβρουαρίου, 2005

Θ1. ΄Εστω το σύνολο E ⊆ R είναι µετρήσιµο και έστω ε > 0.

(αʹ) ∆είξτε ότι υπάρχει ανοικτό σύνολο G µε G ⊇ E και m(G \ E) < ε.
Επίσης να αποδειχθεί ότι υπάρχει κλειστό σύνολο F µε F ⊆ E και
m(E \ F ) < ε. (1,5 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω m(E) < ∞. Αν En := E ∩ [−n, n], n ∈ N∗, να αποδειχθεί
πρώτα ότι υπάρχει n0 ∈ N τέτοιο ώστε m(E) < m(En0) + ε/2 και
στη συνέχεια ότι υπάρχει συµπαγές σύνολο K µε K ⊆ E και

m(E \K) < ε .

(1 µον.)

Λύση.

(αʹ) Παραπέµπουµε στο [17].

(ϐʹ) Είναι m(En) < ∞, για κάθε n ∈ N∗. Επειδή En ⊆ En+1, η
(En) είναι αύξουσα ακολουθία µετρήσιµων συνόλων και από γνωστή
ιδιότητα του µέτρου limn→∞m(En) = m (

∪∞
n=1En) = m(E) <∞.

Εποµένως υπάρχει n0 ∈ N∗ τέτοιο ώστε

m(E)−m (En0) <
ε

2
και ισοδύναµα m(E) < m (En0) +

ε

2
.

Από το (α΄) υπάρχει κλειστό σύνολο K µε K ⊆ En0 και m (En0 \K)

= m (En0) −m(K) < ε/2. ∆ηλαδή m (En0) < m(K) + ε/2. ΄Αρα,
m(E) < m(K)+ε και ισοδύναµαm (E \K) < ε. ΕπειδήK ⊆ En0 ,
το K είναι κλειστό και φραγµένο και εποµένως συµπαγές σύνολο.
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Θ2. ΄Εστω η συνάρτηση f : E ⊆ R → R, όπου E ∈ M. ∆είξτε ότι η f είναι
µετρήσιµη αν και µόνο αν το σύνολο

Er := {x ∈ E : f(x) ≥ r} είναι µετρήσιµο , για κάθε r ∈ Q.

(1 µον.)

Λύση. Αν η f είναι µετρήσιµη, τότε το Er, r ∈ Q, είναι µετρήσιµο
σύνολο. Αντίστροϕα, υποθέτουµε ότι τα σύνολα Er είναι µετρήσιµα για
κάθε r ∈ Q. Αν a ∈ R, υπάρχει αύξουσα ακολουθία (rn) ϱητών αριθµών
µε limn→∞ rn = a. Εποµένως, το

{x ∈ E : f(x) ≥ a} =

∞∩
n=1

{x ∈ E : f(x) ≥ rn}

είναι ένα µετρήσιµο σύνολο. ∆ηλαδή το {x ∈ E : f(x) ≥ a} ∈ M, για
κάθε a ∈ R και εποµένως η f είναι µετρήσιµη συνάρτηση.

Θ3. ΄Εστω f ∈ L1 (E), όπου E είναι ένα Lebesgue µετρήσιµο υποσύνολο του
R.

(αʹ) Αν Ec = {x ∈ E : |f(x)| ≥ c}, c ∈ R, να αποδειχθεί ότι

lim
c→∞

∫
Ec

|f |dm = 0 .

(1,2 µον.)

(ϐʹ) Χρησιµοποιώντας το (α΄) να αποδειχθεί ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει
δ > 0, τέτοιο ώστε για κάθε µετρήσιµο σύνολο A ⊆ E µε m(A) < δ,
είναι

∫
A |f | dm < ε. (1,3 µον.)

Απόδειξη. (αʹ) ΄Εστω (cn) πραγµατική ακολουθία µε limn→∞ cn = ∞
και έστω fn = |f |χEcn

. Επειδή η f ∈ L1 (E), από γνωστή πρόταση
ϑα είναι |f | < ∞ σ.π. και εποµένως limn→∞ fn = 0 σ.π. στο E.
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Επίσης, fn ≤ |f | ∈ L1 (E) και από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης
σύγκλισης του Lebesgue έχουµε

lim
n→∞

∫
Ecn

|f | dm = lim
n→∞

∫
E
fn dm =

∫
E

lim
n→∞

fn dm = 0 .

΄Αρα, limc→∞
∫
Ec

|f | dm = 0.

(ϐʹ) Από το (α΄), για κάθε ε > 0 υπάρχει c > 0 τέτοιο ώστε
∫
Ec

|f | dm <

ε/2. ΄Εστω 0 < δ ≤ ε/2c. Αν το A ⊆ E είναι µετρήσιµο σύνολο µε
m(A) < δ, επειδή E \ Ec = {x ∈ E : |f(x)| < c}, τότε∫

A
|f | dm =

∫
A∩Ec

|f |dm+

∫
A∩(E\Ec)

|f | dm

< ε/2 + c ·m(A)

< ε/2 + ε/2 = ε .

�

Θ4. (αʹ) ΄Εστω E ∈ M και έστω (fn), fn : E → R, ακολουθία µετρήσιµων
συναρτήσεων. Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης
δείξτε ότι ∫

E

∞∑
n=1

|fn(x)| dm(x) =
∞∑
n=1

∫
E
|fn(x)| dm(x) .

Αν υποθέσουµε ότι
∑∞

n=1

∫
E |fn(x)|dm(x) < ∞, τι συµπεραίνετε

για τη σειρά
∑∞

n=1 fn(x); Αιτιολογήστε την απάντησή σας. (1 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω {r1, r2, . . . , rn, . . .} µια αρίθµηση των ϱητών αριθµών στο [0, 1]

και έστω (an) πραγµατική ακολουθία µε
∑∞

n=1 |an| <∞. ∆είξτε ότι
η σειρά

∑∞
n=1 an|x− rn|−1/2 συγκλίνει απόλυτα σ.π. στο [0, 1].

(1 µον.)

(γʹ) Να υπολογιστεί το άθροισµα της σειράς

∞∑
n=0

∫
[0, π/2]

(
1−

√
sinx

)n
cosx dm(x) .
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(1 µον.)

Λύση.

(αʹ) Για την απόδειξη της ισότητας παραπέµπουµε στο [17]. Αν υποθέ-
σουµε ότι

∑∞
n=1

∫
E |fn(x)| dm(x) <∞, τότε

∫
E

∞∑
n=1

|fn(x)| dm(x) <∞

και αυτό συνεπάγεται ότι η σειρά
∑∞

n=1 |fn(x)| < ∞ σ.π. στο E.
΄Αρα, η σειρά

∑∞
n=1 fn(x) συγκλίνει απόλυτα σ.π. στο E.

(ϐʹ) Το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ 1

0
|x− rn|−1/2 dx =

∫ rn

0
(rn − x)−1/2 dx+

∫ 1

rn

(x− rn)
−1/2 dx

= 2r1/2n + 2(1− rn)
1/2 ,

δηλαδή συγκλίνει. Επειδή max0≤x≤1

(
x1/2 + (1− x)1/2

)
=

√
2,

από γνωστό ϑεώρηµα∫
[0,1]

|x− rn|−1/2 dm(x) =

∫ 1

0
|x− rn|−1/2 dx ≤ 2

√
2 .

Εποµένως,

∞∑
n=1

|an|
∫
[0,1]

|x− rn|−1/2 dm(x) ≤ 2
√
2

∞∑
n=1

|an| <∞ .

΄Αρα, από το (α΄) (Θεώρηµα B. Levi) η σειρά
∑∞

n=1 an|x− rn|−1/2 ϑα
συγκλίνει απόλυτα σ.π. στο [0, 1].

(γʹ) Η fn(x) :=
(
1−

√
sinx

)n
cosx είναι ακολουθία µη αρνητικών συ-

νεχών συναρτήσεων στο διάστηµα [0, π/2] και από γνωστό ϑεώρηµα∫
[0, π/2]

(
1−

√
sinx

)n
cosx dm(x) =

∫ π/2

0

(
1−

√
sinx

)n
cosx dx .
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Επίσης, για κάθε x ∈ (0, π/2] από τη γεωµετρική σειρά έχουµε
∞∑
n=0

(
1−

√
sinx

)n
=

1

1−
(
1−

√
sinx

) =
1√
sinx

.

Εποµένως, από το (α΄) είναι
∞∑
n=0

∫
[0, π/2]

(
1−

√
sinx

)n
cosx dm(x)

=

∫
[0, π/2]

∞∑
n=0

(
1−

√
sinx

)n
cosx dm(x)

=

∫
[0, π/2]

cosx√
sinx

dm(x)

=

∫ π/2

0

cosx√
sinx

dx

= 2
√
sinx

∣∣∣x=π/2

x=0
= 2 .

Σηµείωση. Επειδή το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫ π/2
0

cosx√
sinx

dx συ-
γκλίνει και ισούται µε 2, από γνωστό ϑεώρηµα είναι∫

[0, π/2]

cosx√
sinx

dm(x) =

∫ π/2

0

cosx√
sinx

dx = 2 .

Θ5. ΄Εστω fn(x) =
nx lnx

1 + n2x2
, x ∈ (0, 1]. Να υπολογιστεί, αν υπάρχει, το όριο

lim
n→∞

∫
(0,1]

fn(x) dm(x) .

Αιτιολογήστε την απάντησή σας. (1,5 µον.)

Λύση. Για κάθε x ∈ (0, 1] είναι

lim
n→∞

fn(x) = x lnx lim
n→∞

n

1 + n2x2

= x lnx lim
t→∞

t

1 + t2x2

= x lnx lim
t→∞

1

2tx2
= 0 . (κανόνας L’Hôpital)
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Επειδή 1 + n2x2 ≥ 2nx, για κάθε x ∈ (0, 1], είναι

|fn(x)| =
nx| lnx|
1 + n2x2

≤ nx| lnx|
2nx

=
| lnx|
2

και η συνάρτηση g(x) := | lnx|/2 είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη στο
(0, 1]. Πράγµατι, χρησιµοποιώντας παραγοντική ολοκλήρωση εύκολα
αποδεικνύεται ότι το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ 1

0

| lnx|
2

dx = −1

2

∫ 1

0
lnx dx =

1

2
,

δηλαδή ότι συγκλίνει. Εποµένως, από γνωστό ϑεώρηµα η g ∈ L1 (0, 1].
΄Αρα, από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue

lim
n→∞

∫
(0,1]

fn(x) dm(x) =

∫
(0,1]

lim
n→∞

fn(x) dm(x) = 0 .

Επαναληπτικές Εξετάσεις στη Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση

30 Αυγούστου, 2005

Θ1. ΄Εστω το σύνολο A ⊆ R.

(αʹ) ∆είξτε ότι υπάρχει ένα Lebesgue µετρήσιµο σύνολο G (ένα Gδ σύνο-
λο), τέτοιο ώστε

A ⊆ G και m∗(A) = m(G) .

(1 µον.)

(ϐʹ) Αν το A δεν είναι Lebesgue µετρήσιµο, δείξτε ότι για κάθε Lebesgue
µετρήσιµο σύνολο M ⊃ A είναι m∗ (M \A) > 0. (0,5 µον.)

(γʹ) Αν το A είναι Lebesgue µετρήσιµο µε m(A) < ∞, δείξτε ότι για
κάθε σύνολο B ⊃ A είναι m∗(B \A) = m∗(B)−m(A). (0,5 µον.)



5.10 Ακαδηµαϊκό έτος 2004–5 343

Λύση.

(αʹ) Αν m∗(A) = ∞, τότε το G = R είναι ανοικτό σύνολο, Lebesgue
µετρήσιµο, µε A ⊆ G και m∗(A) = m(G) = ∞.

Υποθέτουµε ότι m∗(A) < ∞. Τότε από γνωστή πρόταση υπάρχει
ανοικτό σύνολο Gn µε Gn ⊇ A και m(Gn) < m∗(A) + 1/n, για
κάθε n ∈ N∗. Αν G :=

∩∞
n=1Gn, το G είναι ένα Gδ σύνολο τέτοιο

ώστε

A ⊆ G ⊆ Gn και m∗(A) ≤ m(G) ≤ m(Gn) < m∗(A) +
1

n
,

για κάθε n ∈ N∗. ΄Αρα, m∗(A) = m(G).

(ϐʹ) Υποθέτουµε ότι m∗(M \ A) = 0. Τότε το σύνολο M \ A είναι Lebe-
sgue µετρήσιµο. Επειδή και το M είναι Lebesgue µετρήσιµο, τότε
και το A =M \ (M \A) ϑα είναι Lebesgue µετρήσιµο, άτοπο. ΄Αρα
m∗(M \A) > 0.

(γʹ) Επειδή το A είναι Lebesgue µετρήσιµο,

m∗(B) = m∗(B ∩A) +m∗(B ∩Ac) = m(A) +m∗(B \A) .

Επειδή m(A) <∞, ισοδύναµα έχουµε:

m∗(B \A) = m∗(B)−m(A) .

Θ2. (αʹ) ΄Εστω το σύνολο A ⊂ R δεν είναι Lebesgue µετρήσιµο και έστω η
συνάρτηση f , µε

f(x) =

x2 αν x ∈ A ,

−x2 αν x ∈ Ac .

Είναι για κάθε a ∈ R το σύνολο {x : f(x) = a} Lebesgue µετρήσι-
µο ; Είναι η συνάρτηση f Lebesgue µετρήσιµη ; Αιτιολογήστε τις
απαντήσεις σας.

(0,5 µον.)
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(ϐʹ) ΄Εστω f : E ⊆ R → R, E ∈ M, Lebesgue µετρήσιµη συνάρτηση. Αν
η συνάρτηση g : f(E) → R είναι συνεχής, δείξτε ότι η g ◦f : E → R
είναι Lebesgue µετρήσιµη συνάρτηση.
Εϕαρµογή. Χρησιµοποιώντας την ακολουθία hn := nf

nf2+1
, δείξτε ότι

η συνάρτηση h : E → R µε

h(x) =

 1
f(x) αν f(x) ̸= 0

0 αν f(x) = 0 ,

είναι Lebesgue µετρήσιµη. (0,8 µον.)

Λύση.

(αʹ) Το σύνολο {x : f(x) = a}, a ∈ R, αποτελείται από δύο το πολύ
σηµεία και εποµένως είναι Lebesgue µετρήσιµο. Επειδή

{x : f(x) > 0} = A \ {0} ,

η f δεν είναι Lebesgue µετρήσιµη.

(ϐʹ) Παραπέµπουµε στο [17].
Εϕαρµογή. Επειδή η gn(x) := nx

nx2+1
, n ∈ N∗, είναι συνεχής, τότε η

hn = gn◦f , n ∈ N∗, είναι Lebesgue µετρήσιµη. ΄Οµως limn→∞ hn =

h, οπότε από γνωστή πρόταση και η h ϑα είναι Lebesgue µετρήσιµη.

Θ3. ΄Εστω f : E ⊂ R → R, E ∈ M, Lebesgue µετρήσιµη συνάρτηση και έστω

En = {x ∈ E : n− 1 ≤ |f(x)| < n} , n ∈ N∗ .

Υποθέτουµε ότι m(En) > 0, n ∈ N∗.

(αʹ) Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση g : E → R µε g(x) = (n2m(En))
−1

αν x ∈ En, n ∈ N∗, είναι ολοκληρώσιµη στο E. (1,2 µον.)

(ϐʹ) Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση fg δεν είναι ολοκληρώσιµη στο E.

(1,3 µον.)
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Απόδειξη. Επειδή η συνάρτηση |f | είναι µετρήσιµη, τα σύνολα En, n ∈
N∗, είναι µετρήσιµα και ξένα ανά δύο µε E =

∪∞
n=1En.

(αʹ) Η g είναι µετρήσιµη συνάρτηση και από γνωστό ϑεώρηµα∫
E
g dm =

∫
∪∞

n=1 En

g dm

=
∞∑
n=1

∫
En

g dm

=

∞∑
n=1

1

n2m(En)
m(En) =

∞∑
n=1

1

n2
<∞ .

∆ηλαδή η g ∈ L1 (E).

(ϐʹ) Είναι

(n− 1)g(x)χ
En

(x) ≤ |f(x)g(x)|χ
En

(x) ≤ ng(x)χ
En

(x) ,

για κάθε n ∈ N∗. Επειδή
∑∞

n=2
n−1
n2 ≥

∑∞
n=2

1
2n = ∞, από γνωστά

ϑεωρήµατα∫
E
|f(x)g(x)|dm(x) =

∫
∪∞

n=1 En

|f(x)g(x)| dm(x)

=

∞∑
n=1

∫
En

|f(x)g(x)|dm(x)

≥
∞∑
n=1

∫
En

(n− 1)g(x) dm(x)

=
∞∑
n=1

n− 1

n2m(En)
m(En) =

∞∑
n=1

n− 1

n2
= ∞ .

΄Αρα, ∫
E
|f(x)g(x)| dm(x) = ∞ ,

δηλαδή η συνάρτηση fg δεν είναι ολοκληρώσιµη στο E.

�
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Θ4. (αʹ) ΄Εστω (fn) ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων στο E ∈ M τέτοια
ώστε

lim
n→∞

fn(x) = f(x) , για κάθε x ∈ E .

Υποθέτουµε ότι υπάρχει συνάρτηση g ∈ L1(E) τέτοια ώστε |fn(x)| ≤
g(x), για κάθε x ∈ E. Εϕαρµόζοντας το λήµµα Fatou για την
ακολουθία των µετρήσιµων συναρτήσεων (2g − |fn − f |), δείξτε ότι
limn→∞

∫
E |fn−f |dm = 0 και στη συνέχεια ότι limn→∞

∫
E fn dm =∫

E f dm. (1 µον.)

(ϐʹ) Να υπολογιστεί, αν υπάρχει, το όριο

lim
n→∞

∫
(0,∞)

ln(x+ n)

n
e−x cosx dm(x) .

Αιτιολογήστε την απάντησή σας. (1,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) Είναι το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue (ϐλέπε
[17]).

(ϐʹ) Για n = 1, 2, . . . και για κάθε x > 0 είναι

ln(x+ n)

n
<
x+ n

n
≤ 1 + x .

Αν

fn(x) =
ln(x+ n)

n
e−x cosx και g(x) = (1 + x)e−x ,

τότε |fn(x)| < g(x) για κάθε x > 0. Χρησιµοποιώντας παραγοντική
ολοκλήρωση το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ ∞

0
g(x) dx =

∫ ∞

0
e−x dx+

∫ ∞

0
xe−x dx = 2

∫ ∞

0
e−x dx = 2 ,

δηλαδή συγκλίνει και εποµένως η g ∈ L1(0,∞). Επειδή για x > 0

lim
n→∞

ln(x+ n)

n
= lim

t→∞

ln(x+ t)

t

(L’Hôpital)
= lim

t→∞

1

x+ t
= 0 ,
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είναι limn→∞ fn(x) = 0. ΄Αρα, από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης
σύγκλισης του Lebesgue

lim
n→∞

∫
(0,∞)

ln(x+ n)

n
e−x cosx dm(x)

=

∫
(0,∞)

lim
n→∞

ln(x+ n)

n
e−x cosx dm(x) = 0 .

Θ5. (αʹ) ΄Εστω E ∈ M και έστω (fn), fn : E → R, ακολουθία µετρή-
σιµων συναρτήσεων µε fn ∈ L1(E). Αν

∑∞
n=1 fn ∈ L1(E) και

limN→∞
∫
E

∑∞
n=N+1 fn(x) dm(x) = 0, να αποδειχθεί ότι η σειρά∑∞

n=1

∫
E fn(x) dm(x) συγκλίνει και ότι

∞∑
n=1

∫
E
fn(x) dm(x) =

∫
E

∞∑
n=1

fn(x) dm(x) .

(1 µον.)

(ϐʹ) Να αποδειχθεί ότι η σειρά
∑∞

n=0(−1)n
∫ π/2
0 cosn x dx συγκλίνει και

να υπολογιστεί το άθροισµά της. (1,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) Από την υπόθεση
∑N

n=1 fn ∈ L1 (E), N ∈ N∗ και εποµένως

∫
E

∞∑
n=N+1

fn(x) dm(x) =

∫
E

( ∞∑
n=1

fn(x)−
N∑

n=1

fn(x)

)
dm(x)

=

∫
E

∞∑
n=1

fn(x) dm(x)−
∫
E

N∑
n=1

fn(x) dm(x)

=

∫
E

∞∑
n=1

fn(x) dm(x)−
N∑

n=1

∫
E
fn(x) dm(x) .
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΄Οµως limN→∞
∫
E

∑∞
n=N+1 fn(x) dm(x) = 0, οπότε

∞∑
n=1

∫
E
fn(x) dm(x) = lim

N→∞

N∑
n=1

∫
E
fn(x) dm(x)

=

∫
E

∞∑
n=1

fn(x) dm(x) .

(ϐʹ) 1ος τρόπος. Είναι∣∣∣∣∣
∫ π/2

0

∞∑
n=N+1

(−1)n cosn x dx

∣∣∣∣∣ =
∫ π/2

0

cosN+1 x

1 + cosx
dx

≤
∫ π/2

0
cosN+1 x dx .

Επειδή | cosN+1 x| ≤ 1 και limN→∞ cosN+1 x = 0 στο (0, π/2], από
το ϑεώρηµα φραγµένης σύγκλισης

lim
N→∞

∫ π/2

0
cosN+1 x dx =

∫ π/2

0

(
lim

N→∞
cosN+1 x

)
dx = 0 .

Εποµένως limN→∞
∫ π/2
0

∑∞
n=N+1(−1)n cosn x dx = 0. Επίσης, για

κάθε x ∈ (0, π/2] είναι

∞∑
n=0

(−1)n cosn x =
1

1 + cosx
(γεωµετρική σειρά)

και η σειρά είναι ολοκληρώσιµη στο [0, π/2]. ΄Αρα, από το (α΄) η
σειρά

∑∞
n=0(−1)n

∫ π/2
0 cosn x dx συγκλίνει και

∞∑
n=0

(−1)n
∫ π/2

0
cosn x dx =

∫ π/2

0

∞∑
n=0

(−1)n cosn x dx

=

∫ π/2

0

1

1 + cosx
dx

=
1

2

∫ π/2

0
cos−2(x/2) dx

= tan(x/2)|x=π/2
x=0 = 1 .
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2ος τρόπος. Η fn(x) :=
∑n

k=0(−1)k cosk x, n ∈ N∗, είναι ακολουθία
µη αρνητικών συνεχών συναρτήσεων τέτοια ώστε

fn(x) =
1− (−1)n+1 cosn+1 x

1 + cosx
≤ 2

1 + cosx
, x ∈ [0, π/2] .

Επειδή για κάθε x ∈ (0, π/2]

lim
n→∞

fn(x) =

∞∑
k=0

(−1)k cosk x =
1

1 + cosx

και η g(x) := 2/(1 + cosx) ∈ L1[0, π/2], από το ϑεώρηµα κυριαρ-
χηµένης σύγκλισης του Lebesgue

∞∑
n=0

(−1)k
∫ π/2

0
cosk x dx = lim

n→∞

n∑
k=0

(−1)k
∫ π/2

0
cosk x dx

= lim
n→∞

∫ π/2

0
fn(x) dx

=

∫ π/2

0
lim
n→∞

fn(x) dx

=

∫ π/2

0

1

1 + cosx
dx = 1 .
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5.11 Ακαδηµαϊκό έτος 2003–4

ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

Εξετάσεις στη Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση

4 Μαρτίου, 2004

Θ 1. (αʹ) ΄Εστω E ⊆ R.

(i) ∆είξτε ότι

m∗(E) = inf {m(G) : G ⊇ E, G είναι ανοικτό σύνολο} .

(1 µον.)

(ii) ∆είξτε ότι υπάρχει ακολουθία ανοικτών συνόλων (Gn) µε Gn ⊇
E για κάθε n ∈ N∗, τέτοια ώστε m∗(E) = m (

∩∞
n=1Gn).

(1 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω οι Lebesgue µετρήσιµες συναρτήσεις f, g : R → R µε f(x) =
χ{0}(x) και g(x) = χ{0,1}(x). ∆είξτε ότι η g ◦ f είναι Lebesgue
µετρήσιµη. Είναι οι f και g Lebesgue ολοκληρώσιµες ; Είναι η g ◦ f
Lebesgue ολοκληρώσιµη στο R; Αιτιολογήστε τις απαντήσεις σας.

(0,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) (i) Παραπέµπουµε στο [17].

(ii) Για κάθε n ∈ N∗ υπάρχει ανοικτό σύνολο Gn µε Gn ⊇ E, τέτοιο
ώστε

m(Gn) ≤ m∗(E) +
1

n
.

Εποµένως

m∗(E) ≤ m

( ∞∩
n=1

Gn

)
≤ m(Gn) ≤ m∗(E) +

1

n
,

για κάθε n ∈ N∗. ΄Αρα m∗(E) = m (
∩∞

n=1Gn).
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(ϐʹ) Επειδή (g ◦ f)(x) = 1 για κάθε x ∈ R, η g ◦ f είναι Lebesgue
µετρήσιµη. Είναι ∫

R
χ{0} dm =

∫
R
χ{0,1} dm = 0

και εποµένως οι f και g είναι Lebesgue ολοκληρώσιµες. ΄Οµως είναι∫
R g ◦ f dm = ∞, δηλαδή η g ◦ f δεν είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη.

Θ 2. (αʹ) ΄Εστω (fn), fn : R → [0,∞], ακολουθία Lebesgue µετρήσιµων συ-
ναρτήσεων. Να διατυπωθεί το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης και να
αποδειχθεί ότι ∫

R

∞∑
n=1

fn dm =

∞∑
n=1

∫
R
fn dm.

Εϕαρµογή. Χρησιµοποιώντας το ολοκλήρωµα
∫ 1
0

1
1+x2 dx, να υπολο-

γιστεί το άθροισµα της σειράς
∑∞

n=0(−1)n 1
2n+1 .

(1,5 µον.)

(ϐʹ) Υποθέτουµε ότι η f : R → [0,∞] είναι Lebesgue µετρήσιµη συνάρ-
τηση. Αν το E ⊆ R είναι Lebesgue µετρήσιµο σύνολο, ορίζουµε τη
συνάρτηση ϕ : M → [0,∞] µε

ϕ(E) :=

∫
E
f dm.

∆είξτε ότι η ϕ είναι ένα ϑετικό µέτρο στη σ-άλγεβρα M των Lebesgue
µετρήσιµων συνόλων. (1 µον.)

Λύση.

(αʹ) Παραπέµπουµε στο [17].
Εϕαρµογή. Επειδή

1

1 + x2
=

∞∑
n=0

(−1)nx2n =
∞∑
n=0

x4n(1− x2) , |x| < 1
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και η δεύτερη σειρά έχει ϑετικούς όρους, έχουµε
π

4
= arctan 1− arctan 0

=

∫ 1

0

1

1 + x2
dx

=

∫ 1

0

∞∑
n=0

x4n(1− x2) dx

=
∞∑
n=0

∫ 1

0
(x4n − x4n+2) dx

=

∞∑
n=0

(
1

4n+ 1
− 1

4n+ 3

)
=

∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
.

(ϐʹ) Παραπέµπουµε στο [17].

Θ 3. (αʹ) ΄Εστω

fn(x) :=
n2x

(1 + n2x2) lnn
,

για κάθε φυσικό αριθµό n ≥ 2 και για κάθε 0 ≤ x ≤ 1,

(i) Να υπολογιστεί το όριο

lim
n→∞

∫ 1

0
fn(x) dx .

(ii) Υπάρχει συνάρτηση φ ∈ L1[0, 1] µε fn ≤ φ στο [0, 1]; Αιτιολο-
γήστε την απάντησή σας.

(1,3 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω (an)
∞
n=2 ακολουθία πραγµατικών αριθµών µε |an| ≤ lnn. Να

αποδειχθεί ότι η
∑∞

n=2 ann
−x είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη στο

[2,∞) και ότι ∫ ∞

2

∞∑
n=2

ann
−x dx =

∞∑
n=2

an
n2 lnn

.

(1,2 µον.)

Λύση.
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(αʹ) (i)

lim
n→∞

∫ 1

0
fn(x) dx = lim

n→∞

1

lnn

∫ 1

0

n2x

1 + n2x2
dx

= lim
n→∞

ln(1 + n2)

2 lnn

= lim
t→∞

ln(1 + t2)

2 ln t

= lim
t→∞

t2

1 + t2
= 1 . (κανόνας L’Hôpital)

(ii) Η απάντηση είναι αρνητική. Πράγµατι, επειδή limn→∞ fn(x) =

0, αν υπήρχε συνάρτηση φ ∈ L1[0, 1] µε fn ≤ φ στο [0, 1], τότε
από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue ϑα
είχαµε

lim
n→∞

∫ 1

0
fn(x) dx =

∫ 1

0
lim
n→∞

fn(x) dx =

∫ 1

0
0 dx = 0 ̸= 1 .

(άτοπο)

(ϐʹ) Επειδή ως γνωστόν η σειρά
∑∞

n=1(1/n
2) συγκλίνει, είναι

∞∑
n=2

∫ ∞

2
|an|n−x dx =

∞∑
n=2

|an|
∫ ∞

2
e−x lnn dx

=
∞∑
n=2

|an|
lnn

(
1

n2
− lim

x→∞
e−x lnn

)

=

∞∑
n=2

|an|
n2 lnn

≤
∞∑
n=2

1

n2
<∞ .

Εποµένως, απο το ϑεώρηµα B. Levi η
∑∞

n=2 ann
−x ∈ L1[2,∞) και∫ ∞

2

∞∑
n=2

ann
−x dx =

∞∑
n=2

∫ ∞

2
ann

−x dx

=
∞∑
n=2

an

∫ ∞

2
e−x lnn dx

=
∞∑
n=2

an
lnn

(
1

n2
− lim

x→∞
e−x lnn

)
=

∞∑
n=2

an
n2 lnn

.
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Θ 4. ΄Εστω f : E → R Lebesgue µετρήσιµη συνάρτηση και

En := {x ∈ E : n ≤ |f(x)| < n+ 1} , n ∈ N ,

όπου E είναι µετρήσιµο σύνολο µε m(E) < ∞. Χρησιµοποιώντας τις
ανισότητες

∞∑
n=0

nχ
En

(x) ≤
∞∑
n=0

|f(x)|χ
En

(x) ≤
∞∑
n=0

(n+ 1)χ
En

(x) , (5.6)

να αποδειχθεί ότι η f ∈ L1(E) αν και µόνο αν
∑∞

n=0 nm(En) <∞ .

(2,5 µον.)

Απόδειξη. Επειδή η συνάρτηση |f | είναι µετρήσιµη, τα σύνολα En, n ∈
N, είναι µετρήσιµα και ξένα ανά δύο. Είναι

nχ
En

(x) ≤ |f(x)|χ
En

(x) ≤ (n+ 1)χ
En

(x) ,

για κάθε n ∈ N και εποµένως

∞∑
n=0

nχ
En

(x) ≤
∞∑
n=0

|f(x)|χ
En

(x) ≤
∞∑
n=0

(n+ 1)χ
En

(x) .

Είναι E =
∪∞

n=0En, όπου τα σύνολα En είναι µετρήσιµα και ξένα ανά
δύο. Από γνωστά ϑεωρήµατα∫

E
|f(x)|dm(x) =

∫
∪∞

n=0 En

|f(x)|dm(x)

=
∞∑
n=0

∫
En

|f(x)| dm(x)

=
∞∑
n=0

∫
E
|f(x)|χ

En
(x) dm(x)

=

∫
E

∞∑
n=0

|f(x)|χ
En

(x) dm(x) .



5.11 Ακαδηµαϊκό έτος 2003–4 355

΄Οµως∫
E

∞∑
n=0

nχ
En

(x) dm(x) =

∞∑
n=0

n

∫
E
χ

En
(x) dm(x) =

∞∑
n=0

nm(En)

και παρόµοια∫
E

∞∑
n=0

(n+ 1)χ
En

(x) dm(x) =

∞∑
n=0

(n+ 1)m(En) .

΄Αρα, η (5.6) συνεπάγεται ότι

∞∑
n=0

nm(En) ≤
∫
E
|f(x)| dm(x)

≤
∞∑
n=0

(n+ 1)m(En)

=
∞∑
n=0

nm(En) +
∞∑
n=0

m(En)

≤ m(E0) + 2

∞∑
n=0

nm(En) .

Από τις παραπάνω ανισότητες είναι προϕανές ότι f ∈ L1 (E) αν και µόνο
αν η σειρά

∑∞
n=0 nm(En) συγκλίνει, δηλαδή

∑∞
n=0 nm(En) <∞. �

Θ 5. ΄Εστω f : E → R Lebesgue µετρήσιµη συνάρτηση, όπου E είναι µετρή-
σιµο σύνολο µε m(E) <∞.

(αʹ) Αν (En) είναι η ακολουθία των µετρήσιµων συνόλων του προηγούµε-
νου ϑέµατος και

An := {x ∈ E : |f(x)| ≥ n} , n ∈ N ,

δείξτε ότι

N∑
n=1

m(An) =
N∑

n=0

nm(En) +N ·
∞∑

n=N+1

m(En) , N ∈ N∗ .
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Χρησιµοποιώντας το προηγούµενο ϑέµα να αποδειχθεί ότι η συνάρ-
τηση f ∈ L1 (E) αν και µόνο αν

∑∞
n=0m(An) <∞ .

(1,5 µον.)

(ϐʹ) Υποθέτουµε ότι η Lebesgue µετρήσιµη συνάρτηση f : E → R είναι
τέτοια ώστε

m ({x ∈ E : |f(x)| ≥ t}) < 1

1 + t2
, για κάθε t > 0 .

Αν 0 < p < 2, να αποδειχθεί ότι η |f |p ∈ L1 (E), δηλαδή η |f |p είναι
ολοκληρώσιµη. (1 µον.)

Απόδειξη. (αʹ) Είναι An =
∪∞

k=nEk, όπου (Ek) είναι ακολουθία µετρή-
σιµων συνόλων ξένων ανά δύο. Εποµένως, m(An) =

∑∞
k=nm(Ek)

και κατά συνέπεια

N∑
n=1

m(An) =
N∑

n=0

nm(En) +N ·
∞∑

n=N+1

m(En) , N ∈ N∗ .

Αν f ∈ L1 (E), από το προηγούµενο ϑέµα η σειρά
∑∞

n=0 nm(En)

συγκλίνει και εποµένως

lim
N→∞

N ·
∞∑

n=N+1

m(En) ≤ lim
N→∞

∞∑
n=N+1

nm(En) = 0 .

΄Αρα,

∞∑
n=1

m(An) = lim
N→∞

N∑
n=1

m(An) =
∞∑
n=0

nm(En) <∞ .

Αντίστροϕα, αν
∑∞

n=0m(An) <∞, τότε

N∑
n=0

nm(En) =
N∑

n=1

m(An)−N ·
∞∑

n=N+1

m(En) ≤
∞∑
n=1

m(An) <∞

και εποµένως
∑∞

n=0 nm(En) < ∞. ΄Αρα από το προηγούµενο ϑέµα
η f ∈ L1(E).
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(ϐʹ) Επειδή 2/p > 1, είναι
∞∑
n=1

m ({x ∈ E : |f(x)|p ≥ n}) =
∞∑
n=1

m
({
x ∈ E : |f(x)| ≥ n1/p

})
≤

∞∑
n=1

1

1 + n2/p

<
∞∑
n=1

1

n2/p
<∞ .

Απο την προηγούµενη περίπτωση προκύπτει ότι η |f |p ∈ L1(E).

�

Να επιλέξετε τέσσερα(4) από τα πέντε(5) ϑέµατα

Επαναληπτικές Εξετάσεις στη Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωση

30 Σεπτεµβρίου, 2004

Θ 1. ΄Εστω f : E ⊆ R → R µετρήσιµη συνάρτηση, όπου το E είναι µετρήσιµο
σύνολο και έστω η συνάρτηση g : E ⊆ R → R είναι τέτοια ώστε f = g

σ.π.

(αʹ) ∆είξτε ότι η συνάρτηση g είναι µετρήσιµη στο E. (0,7 µον.)

(ϐʹ) Αν η συνάρτηση f είναι ολοκληρώσιµη στο E, δείξτε ότι η συνάρτηση
g είναι ολοκληρώσιµη στο E και ότι∫

E
g dm =

∫
E
f dm.

(1 µον.)

(γʹ) ΄Εστω

g(x) =

x2 αν x είναι ϱητός ,

e−|x| αν x είναι άρρητος .

∆είξτε ότι η συνάρτηση g είναι ολοκληρώσιµη στο R και υπολογίστε
το ολοκλήρωµα

∫
R g dm. (0,8 µον.)
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Λύση.

(αʹ) Παραπέµπουµε στο [17].

(ϐʹ) Από την (α΄) η g, καθώς επίσης και οι g+, g− είναι µετρήσιµες στο E.
Οι συναρτήσεις f+, f− και g+, g− είναι µετρήσιµες στα µετρήσιµα
σύνολα A = {x ∈ E : f(x) ̸= g(x)} και E \ A. Είναι m(A) = 0 και
g+ = f+, g− = f− στο E \ A. Επειδή η f είναι ολοκληρώσιµη στο
E, ϑα είναι ∫

E
g+ dm =

∫
A
g+ dm+

∫
E\A

g+ dm

=

∫
E\A

g+ dm

=

∫
E\A

f+ dm

=

∫
A
f+ dm+

∫
E\A

f+ dm

=

∫
E
f+ dm <∞

και παρόµοια
∫
E g

− dm =
∫
E f

− dm < ∞. Εποµένως, η g είναι
ολοκληρώσιµη στο E και∫
E
g dm =

∫
E
g+ dm−

∫
E
g− dm =

∫
E
f+ dm−

∫
E
f− dm =

∫
E
f dm.

(γʹ) Αν f(x) = e−|x|, το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ ∞

−∞
f(x) dx =

∫ 0

−∞
ex dx+

∫ ∞

0
e−x dx = 2 .

Εποµένως, από γνωστό ϑεώρηµα η f είναι ολοκληρώσιµη στο R και∫
R f dm =

∫∞
−∞ f(x) dx = 2. Επειδή f = g σ.π., από τη (ϐ΄) η g είναι

ολοκληρώσιµη στο R και
∫
R g dm =

∫
R f dm = 2.
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Θ 2. (αʹ) ΄Εστω (fn) ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων, fn : R → [0,∞].
Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης να αποδειχθεί
το λήµµα του Fatou, δηλαδή ότι∫

R

(
lim inf
n→∞

fn

)
dm ≤ lim inf

n→∞

∫
R
fn dm.

(1 µον.)

(ϐʹ) Αν (An) είναι ακολουθία Lebesgue µετρήσιµων υποσυνόλων του R,
το lim infn→∞An ορίζεται ως εξής :

lim inf
n→∞

An =

∞∪
n=1

∞∩
k=n

Ak

= {x : x ∈ An για όλα εκτός από πεπερασµένα το πλήθος n} .

Να αποδειχθεί ότι

lim inf
n→∞

χ
An

= χ
lim infn→∞ An

.

Στη συνέχεια, χρησιµοποιώντας το λήµµα Fatou να αποδειχθεί ότι

m
(
lim inf
n→∞

An

)
≤ lim inf

n→∞
m(An) .

(1 µον.)

Λύση.

(αʹ) Παραπέµπουµε στο [17].

(ϐʹ) Είναι

χ
lim infn→∞ An

(x) = 1 ⇔ x ∈ lim inf
n→∞

An

⇔ x ∈ An για όλα εκτός από

πεπερασµένα το πλήθος n

⇔ χ
An

(x) = 1 για όλα εκτός από

πεπερασµένα το πλήθος n

⇔ lim inf
n→∞

χ
An

(x) = 1
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και εποµένως lim infn→∞χ
An

= χ
lim infn→∞ An

. Χρησιµοποιώντας
το λήµµα του Fatou µε fn = χ

An
έχουµε

m
(
lim inf
n→∞

An

)
=

∫
R
χ

lim infn→∞ An
dm

=

∫
R

(
lim inf
n→∞

χ
An

)
dm

≤ lim inf
n→∞

∫
R
χ

An
dm (λήµµα Fatou)

= lim inf
n→∞

m(An) .

Θ 3. (αʹ) Αν f ∈ L1 (R), δηλαδή η συνάρτηση f : R → R είναι Lebesgue
ολοκληρώσιµη, δείξτε ότι |f(x)| <∞ σ.π. (1 µον.)

(ϐʹ) Αν f ∈ L1 (0, 1), δείξτε ότι xnf(x) ∈ L1 (0, 1), για κάθε n ∈ N∗ και
ότι

lim
n→∞

∫
(0,1)

xnf(x) dm(x) = 0 .

(1 µον.)

Λύση.

(αʹ) Παραπέµπουµε στο [17].

(ϐʹ) Επειδή f ∈ L1 (0, 1), από την (α΄) η f είναι πεπερασµένη σ.π. Ε-
ποµένως, επειδή για κάθε x ∈ (0, 1) είναι limn→∞ xn = 0, ϑα είναι
limn→∞ xnf(x) = 0 σ.π. στο (0, 1). Επίσης είναι |xnf(x)| ≤ |f(x)|,
για κάθε x ∈ (0, 1) και για κάθε n ∈ N∗ και η f ∈ L1 (0, 1). ΄Αρα, από
το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue η συνάρτηση
xnf(x) ∈ L1 (0, 1) για κάθε n ∈ N∗ και

lim
n→∞

∫
(0,1)

xnf(x) dm(x) =

∫
(0,1)

(
lim
n→∞

xnf(x)
)
dm(x) = 0 .
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Θ 4. Αν α < 1, να υπολογιστεί το όριο

lim
n→∞

∫
[0,n)

(
1− x

n

)n
eαx dm(x).

(1,5 µον.)

Λύση. ΄Εστω fn(x) := (1− x/n)n eαxχ[0,n)(x), για κάθε n ∈ N∗. Τότε
limn→∞ fn(x) = e(α−1)x, για κάθε x ≥ 0. Επειδή e−x/n ≥ 1− x/n, για
κάθε x ≤ n ϑα είναι (1−x/n)n ≤ e−x οπότε και (1−x/n)neαx ≤ e(α−1)x.
Εποµένως, 0 ≤ fn(x) ≤ e(α−1)x, για κάθε x ≥ 0. ΄Οµως∫ ∞

0
e(α−1)x dx = lim

r→∞

∫ r

0
e(α−1)x dx

=
1

α− 1
lim
r→∞

(
e(α−1)r − 1

)
=

1

1− α
.

Τότε από γνωστό ϑεώρηµα η συνάρτηση e(α−1)x είναι Lebesgue ολοκλη-
ϱώσιµη στο [0,∞) µε∫

[0,∞)
e(α−1)x dm(x) =

∫ ∞

0
e(α−1)x dx =

1

1− α
.

Από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue έχουµε

lim
n→∞

∫
[0,n)

(
1− x

n

)n
eαx dm(x) = lim

n→∞

∫
R

(
1− x

n

)n
eαxχ[0,n)(x) dm(x)

=

∫
R

[
lim
n→∞

(
1− x

n

)n
eαxχ[0,n)(x)

]
dm(x)

=

∫
[0,∞)

e(α−1)x dm(x) =
1

1− α
.

Θ 5. ΄Εστω (fn) ακολουθία πραγµατικών ολοκληρώσιµων συναρτήσεων, δη-
λαδή fn ∈ L1 (R) και υποθέτουµε ότι υπάρχει f ∈ L1 (R) τέτοια ώστε∫

R
|fn − f |dm ≤ 1

n2
, για κάθε n ∈ N∗ .
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(αʹ) ∆είξτε πρώτα ότι

∞∑
n=2

∫
R
|fn − fn−1| dm <∞

και στη συνέχεια ότι η σειρά
∑∞

n=2 (fn(x)− fn−1(x)) συγκλίνει σχε-
δόν παντού στο R και το άθροισµά της είναι µια ολοκληρώσιµη συ-
νάρτηση.

(1 µον.)

(ϐʹ) ∆είξτε ότι limn→∞ fn(x) = f(x), σχεδόν παντού στο R.

(1 µον.)

Λύση.

(αʹ) Από την υπόθεση, για κάθε n ≥ 2 είναι∫
R
|fn − fn−1| dm ≤

∫
R
|fn − f | dm+

∫
R
|fn−1 − f |dm

≤ 1

n2
+

1

(n− 1)2
.

Εποµένως,

∞∑
n=2

∫
R
|fn − fn−1| dm ≤

∞∑
n=2

(
1

n2
+

1

(n− 1)2

)

=
∞∑
n=2

1

n2
+

∞∑
n=2

1

(n− 1)2
<∞ .

΄Αρα, από το ϑεώρηµα B. Levi η σειρά
∑∞

n=2 (fn(x)− fn−1(x)) συ-
γκλίνει σχεδόν παντού στο R και το άθροισµά της είναι µια ολοκλη-
ϱώσιµη συνάρτηση.

(ϐʹ) ΄Εστω g(x) := f1(x) +
∑∞

k=2 (fk(x)− fk−1(x)). Από το (α΄) η g ∈
L1 (R) και

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

(
f1(x) +

n∑
k=2

(fk(x)− fk−1(x))

)
= g(x)
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σχεδόν παντού στο R. Τότε, από το λήµµα Fatou∫
R
|g−f |dm =

∫
R

(
lim
n→∞

|fn − f |
)
dm ≤ lim inf

n→∞

∫
R
|fn−f | dm = 0 .

∆ηλαδή
∫
R |g− f |dm = 0 και εποµένως f = g σχεδόν παντού στο R.

΄Αρα, limn→∞ fn = f σχεδόν παντού στο R.
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