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Κεφάλαιο 1

Προκαταρτικά

1.1 Αριθµήσιµα και µη Αριθµήσιµα Σύνολα– Πληθάριθµοι

Το δυναµοσύνολο ενός συνόλουX είναι το σύνολο όλων των υποσυνόλων τουX και συµβολίζεται

µε P(X).

Ορισµός 1.1. ∆ύο σύνολα A, B λέγονται ισοδύναµα, συµβολισµός A ∼ B, αν υπάρχει µια 1− 1

και επί (δηλαδή αµφιµονοσήµαντη) απεικόνιση f : A→ B.

Ισχύουν οι παρακάτω ιδιότητες :

1. A ∼ A, για κάθε σύνολο A.

2. Αν A ∼ B, τότε B ∼ A.

3. Αν A ∼ B και B ∼ Γ, τότε A ∼ Γ.

Η απόδειξη της επόµενης πρότασης είναι προφανής.

Πρόταση 1.2. ΄Εστω (An)∞n=1, (Bn)∞n=1 ακολουθίες συνόλων µε Ai ∩ Aj = ∅, Bi ∩ Bj = ∅ για

κάθε i 6= j. Αν An ∼ Bn, ∀n ∈ N∗, τότε
⋃∞
n=1An ∼

⋃∞
n=1Bn.

Το σύνολο A λέγεται αριθµήσιµο απειροσύνολο αν A ∼ N. Το A ϑα λέγεται αριθµήσιµο αν

είναι είτε πεπερασµένο σύνολο ή αριθµήσιµο απειροσύνολο.

1
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Παρατήρηση 1.3. Εύκολα αποδεικνύεται ότι αν {A1, A2, . . . , An, . . .} είναι µια ακολουθία αριθ-

µήσιµων συνόλων, τότε η ένωση
⋃∞
n=1An είναι αριθµήσιµο σύνολο.

Ορισµός 1.4. ΑνA = {x1, x2, . . . , xn}, τότε ο πληθάριθµος του A είναι το πλήθος των στοιχείων

του A. Γενικά, λέµε ότι δύο σύνολα A και B έχουν τον ίδιο πληθάριθµο αν A ∼ B. Ο

πληθάριθµος του A συµβολίζεται µε cardA ή |A|. Ο πληθάριθµος του N συµβολίζεται µε ℵ0, ενώ ο

πληθάριθµος του R συµβολίζεται µε c και λέγεται πληθάριθµος του συνεχούς (cardinal of the

continuum).

΄Ενα σηµαντικό αξίωµα στη ϑεωρία συνόλων είναι το αξίωµα της επιλογής.

Αξίωµα 1.5 (Αξίωµα Επιλογής). ΄Εστω C µια οικογένεια µη-κενών συνόλων. Τότε υπάρχει συ-

νάρτηση f που ορίζεται στη C και είναι τέτοια ώστε για κάθε A ∈ C, f(A) ∈ A.

Η συνάρτηση f λέγεται και συνάρτηση επιλογής.

Πρόταση 1.6. Κάθε απειροσύνολο X περιέχει ένα αριθµήσιµο απειροσύνολο.

Απόδειξη. Από το αξίωµα της επιλογής υπάρχει συνάρτηση επιλογής f : P(X)→ X, δηλαδή για

κάθε µη κενό υποσύνολο A του X το f(A) ∈ A. Θεωρούµε την ακολουθία (an), µε

a1 = f(X), a2 = f (X \ {a1}) , a3 = f (X \ {a1, a2}) , . . . , an = f (X \ {a1, a2, . . . , an−1}) , . . . .

Επειδή το X είναι απειροσύνολο, το σύνολο X \ {a1, a2, . . . , an−1}, για κάθε n ∈ N∗, δεν είναι

το κενό σύνολο. Επίσης, για κάθε i < j είναι ai 6= aj . ∆ηλαδή τα στοιχεία an είναι διάφορα ανά

δύο και εποµένως τοD = {a1, a2, . . . , an, . . .}, που είναι υποσύνολο τουX, είναι ένα αριθµήσιµο

απειροσύνολο.

Αν A και B είναι δύο υποσύνολα του X, η διαφορά B \ A είναι το σύνολο των στοιχείων του B

που δεν ανήκουν στο A. ∆ηλαδή

B \A = {x : x ∈ B και x /∈ A} .
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Η συµµετρική διαφορά των συνόλων A και B, συµβολίζεται A4B, ορίζεται ως εξής

A4B = (A \B) ∪ (B \A) .

Το συµπλήρωµα του A ως προς το X, συµβολίζεται Ac, είναι το σύνολο των στοιχείων του X

που δεν ανήκουν στο A. ∆ηλαδή

Ac = {x ∈ X : x /∈ A} .

Είναι προφανές ότι B \A = B ∩Ac.

Πρόταση 1.7. ΄Εστω A και B δύο υποσύνολα ενός συνόλου X.

( i) Αν το A είναι αριθµήσιµο σύνολο και το B απειροσύνολο, τότε

A ∪B ∼ B.

( ii) Αν το B είναι απειροσύνολο µη-αριθµήσιµο και το A είναι αριθµήσιµο, τότε

B \A ∼ B.

Απόδειξη. (i) Από την Πρόταση 1.6 κάθε απειροσύνολο περιέχει ένα αριθµήσιµο απειροσύνολο.

΄Εστω το D ⊆ B είναι αριθµήσιµο απειροσύνολο. Επειδή B = D ∪ (B \D), είναι A ∪ B =

(A ∪D) ∪ (B \D). ΄Οµως B \D ∼ B \D και D ∼ A ∪D, µε D ∩ (B \D) = ∅, οπότε και

B ∼ A ∪B.

(ii) Το B \A δεν είναι πεπερασµένο. Από την προηγούµενη περίπτωση έχουµε ότι A∪ (B \A) ∼

B \A και εποµένως B ∼ B \A.

Για την απόδειξη της επόµενης πρότασης χρειαζόµαστε το παρακάτω γνωστό αποτέλεσµα. Παρα-

λείπουµε την εύκολη απόδειξη.
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Λήµµα 1.8 (Ιδιότητα κιβωτισµένων διαστηµάτων). ΄Εστω (In) ακολουθία κλειστών και ϕραγ-

µένων διαστηµάτων του R µε

I1 ⊇ I2 ⊇ · · · ⊇ In ⊇ · · · ,

δηλαδή η ακολουθία (In) των διαστηµάτων είναι κιβωτισµένη. Τότε
⋂∞
n=1 In 6= ∅. Επιπλέον, αν

`(In) −−−→
n→∞

0, όπου `(In) είναι το µήκος του διαστήµατος In, τότε η τοµή
⋂∞
n=1 In περιέχει ακριβώς

ένα στοιχείο ξ, δηλαδή
⋂∞
n=1 In = {ξ}.

Παρατήρηση 1.9. ( i) Αν τα κιβωτισµένα διαστήµατα είναι ϕραγµένα και όχι κλειστά, το παρα-

πάνω αποτέλεσµα µπορεί να µην ισχύει. Πράγµατι, τα διαστήµατα In = (0, 1/n), n ∈ N∗,

είναι κιβωτισµένα, ανοικτά και ϕραγµένα. Αν 0 < ξ < 1/n, τότε n < 1/ξ για κάθε n ∈ N∗

που είναι άτοπο.

( ii) Το παραπάνω αποτέλεσµα γενικά δεν ισχύει και στη περίπτωση που τα κιβωτισµένα διαστή-

µατα είναι κλειστά και µη ϕραγµένα. Πράγµατι, τα διαστήµατα In = [n, ∞), n ∈ N∗, είναι

κιβωτισµένα, κλειστά και µη ϕραγµένα. Και πάλι δεν υπάρχει ξ τέτοιο ώστε ξ ∈ In, για κάθε

n ∈ N∗.

Πρόταση 1.10. Το I = [0, 1] δεν είναι αριθµήσιµο σύνολο.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι το I = [0, 1] είναι αριθµήσιµο, δηλαδή I = {x1, x2, . . . , xn, . . .}. Τότε

τουλάχιστον ένα από τα κλειστά υποδιαστήµατα [0, 1/3], [1/3, 2/3] και [2/3, 1] δεν περιέχει το

x1, έστω το J1 := [0, 1/3]. ∆ιαιρούµε τώρα το J1 σε τρία κλειστά και ισοµήκη υποδιαστήµατα,

τα [0, 1/9], [1/9, 2/9], [2/9, 1/3]. Παρόµοια, ένα τουλάχιστον απ᾿ αυτά δεν περιέχει το x2, έστω

το J2 := [1/9, 2/9]. Συνεχίζοντας κατ᾿ αυτό τον τρόπο κατασκευάζουµε ακολουθία κλειστών

διαστηµάτων (Jn) µε J1 ⊃ J2 ⊃ · · · ⊃ Jn ⊃ · · · . Επειδή το µήκος του Jn είναι

`(Jn) =
1

3n
−−−→
n→∞

0 ,
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υπάρχει µοναδικό ξ τέτοιο ώστε {ξ} =
⋂∞
n=1 Jn. Το ξ ∈ I = [0, 1]. Επειδή xn /∈ Jn, ∀n ∈ N∗ και

ξ ∈ Jn, έπεται ότι ξ 6= xn ∀n ∈ N∗. ∆ηλαδή το ξ δεν είναι σηµείο του I, άτοπο. ΄Αρα το I = [0, 1]

δεν είναι αριθµήσιµο σύνολο.

Πρόταση 1.11. ΄Ολα τα διαστήµατα της µορφής [a, b], (a, b), [a, b), (a, b] είναι ισοδύναµα. Επίσης

όλα αυτά τα διαστήµατα έχουν τον πληθάριθµο του συνεχούς.

Απόδειξη. Η f(x) = a+ (b− a)x είναι µια 1− 1 απεικόνιση του [0, 1] επί του [a, b]. Επίσης, αν

από το σύνολο [a, b] αφαιρέσουµε ένα ή δύο σηµεία, τότε από την Πρόταση 1.7 (ii) και τα σύνολα

που προκύπτουν είναι ισοδύναµα µε το [a, b]. Τέλος, επειδή η συνάρτηση f : (−π/2, π/2)→ R,

µε f(x) = tanx είναι αµφιµονοσήµαντη, έχουµε (−π/2, π/2) ∼ R. Εποµένως όλα τα παραπάνω

διαστήµατα έχουν τον πληθάριθµο του συνεχούς.

Αν X είναι ένα σύνολο και χρησιµοποιήσουµε το 2 για το σύνολο {0, 1}, τότε το 2X = {0, 1}X

είναι το σύνολο των συναρτήσεων f : X → {0, 1}. Αν A ⊆ X, η χαρακτηριστική συνάρτηση

του A, συµβολίζεται µε χ
A
, ορίζεται ως εξής : χ

A
(x) = 1 αν x ∈ A και χ

A
(x) = 0 αν x /∈ A.

Εποµένως το σύνολο 2X αποτελείται από τις χαρακτηριστικές συναρτήσεις όλων των υποσυνόλων

του X. Προφανώς η αντιστοιχία A 7→ χ
A

είναι µια αµφιµονοσήµαντη απεικόνιση από το P(X)

στο 2X , δηλαδή P(X) ∼ 2X . Γι᾿ αυτό το λόγο ο πληθάριθµος του P(X) συµβολίζεται µε 2|X|.

Θεώρηµα 1.12 (Cantor). Για κάθε σύνολο X είναι |X| < 2|X|.

Απόδειξη. Η απεικόνιση g : X → P(X), µε g(x) = {x}, είναι 1−1. Εποµένως |X| ≤ 2|X|. Αρκεί

τώρα να αποδείξουµε ότι τα σύνολα X και P(X) δεν είναι ισοδύναµα. Αν υποθέσουµε ότι είναι

ισοδύναµα, τότε υπάρχει αµφιµονοσήµαντη απεικόνιση f : X → P(X). ΄Εστω

B = {x ∈ X : x /∈ f(x)} .

Το B είναι υποσύνολο του X, δηλαδή B ∈ P(X). Επειδή η f είναι επί, υπάρχει b ∈ X τέτοιο

ώστε f (b) = B. Αν b ∈ B, τότε από τον ορισµό του B το b /∈ f(b) = B, άτοπο. Παρόµοια, αν

b /∈ B, τότε b ∈ f(b) = B που είναι και πάλι άτοπο.
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Η σειρά
∑∞

k=1

(
ak/2

k
)
, όπου ak = 0 ή 1, συγκλίνει και το άθροισµά της x ∈ [0, 1]. Χρησιµο-

ποιούµε και το συµβολισµό

x =
2

0, a1a2a3 · · · ή x = 0, a1a2a3 · · · (ϐάση 2) (1.1)

όπου ak = 0 ή 1. Αυτό είναι το δυαδικό ανάπτυγµα του x ∈ [0, 1]. Κάθε αριθµός x ∈ [0, 1]

γράφεται στην παραπάνω µορφή. Το δυαδικό ανάπτυγµα ειναι µοναδικό αν ο x δεν είναι της

µορφής: m/2n, όπου m = 1, 3, . . . , 2n − 1. Οι αριθµοί 0 και 1 γράφονται κατά µοναδικό τρόπο

στη µορφή

0 = 0, 000 · · · , 1 = 0, 111 · · · . (ϐάση 2)

Αν x = m/2n (m = 1, 3, . . . , 2n − 1), τότε ο x έχει δύο δυαδικά αναπτύγµατα. Σ᾿ αυτά τα

αναπτύγµατα τα a1, a2, . . . , an−1 συµπίπτουν και το an ισούται µε 1 στο πρώτο ανάπτυγµα και µε

0 στο δεύτερο ανάπτυγµα. ΄Ολα τα υπόλοιπα ak είναι 0 στο πρώτο ανάπτυγµα και 1 στο δεύτερο

ανάπτυγµα. Για παράδειγµα

5

16
=


0, 0101000 · · · ,

0, 0100111 · · · .
(ϐάση 2)

Κάθε δυαδικό ανάπτυγµα (1.1) είναι ίσο µε κάποιο x ∈ [0, 1]. Αν στο ανάπτυγµα (1.1) από ένα

σηµείο και µετά όλα τα ak είναι 0 ή όλα τα ak είναι 1, τότε το x είναι της µορφής m/2n (m =

1, 3, . . . , 2n − 1). Σ᾿ αυτή την περίπτωση έχουµε δύο δυαδικά αναπτύγµατα. Αν το ανάπτυγµα

(1.1) δεν είναι τελικά ίσο µε 0 ή 1, τότε το x 6= m/2n και το x έχει ένα και µοναδικό δυαδικό

ανάπτυγµα. Συµφωνούµε να µη χρησιµοποιούµε αναπτύγµατα (1.1) στα οποία από κάποιο

σηµείο και µετά όλα τα ak είναι 1. Τότε, κάθε x ∈ [0, 1) έχει µοναδικό δυαδικό ανάπτυγµα

x = 0, a1a2a3 · · · (ϐάση 2)

έτσι ώστε για κάθε N ∈ N∗ υπάρχει ak, k > N , µε ak = 0.

Παρόµοια, η σειρά
∑∞

k=1

(
ak/3

k
)
, όπου ak ∈ {0, 1, 2}, συγκλίνει και το άθροισµά της x ∈ [0, 1].

Χρησιµοποιούµε το συµβολισµό

x =
3

0, a1a2a3 · · · ή x = 0, a1a2a3 · · · , (ϐάση 3) (1.2)

όπου ak = 0, 1 ή 2 και αυτό είναι το τριαδικό ανάπτυγµα του x ∈ [0, 1].
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Παρατηρήσεις 1.13. 1. Στην πράξη, αν για παράδειγµα ϑέλουµε να γράψουµε το 2/3 ∈

[0, 1) στο δυαδικό σύστηµα εργαζόµαστε ως εξής : Υποδιαιρούµε το [0, 1) στα υποδιαστή-

µατα [0, 1/2), [1/2, 1) και χρησιµοποιούµε τα ψηφία 0 και 1 για να απαριθµήσουµε τα δύο

αυτά διαστήµατα. Ο αριθµός 2/3 ανήκει στο [1/2, 1), στο οποίο κατά την παραπάνω αρίθµηση

αντιστοιχεί το ψηφίο 1. Είναι λοιπόν 2/3 = 0, 1 · · · . Στη συνέχεια υποδιαιρούµε το διάστηµα

[1/2, 1) στα υποδιαστήµατα [1/2, 3/4), [3/4, 1) και τα απαριθµούµε χρησιµοποιώντας και πά-

λι τα ψηφία 0 και 1. Τότε ο αριθµός 2/3 ανήκει στο [1/2, 3/4) στο οποίο αντιστοιχεί το ψηφίο

0. Κατά συνέπεια 2/3 = 0, 10 · · · . Αν συνεχίσουµε κατά τον ίδιο τρόπο, έχουµε

2

3
= 0, 10101 · · · . (ϐάση 2)

Με τον παραπάνω τρόπο, κάθε x ∈ [0, 1) έχει ένα και µοναδικό δυαδικό ανάπτυγµα.

2. Το ανάπτυγµα του x ∈ [0, 1) στο τριαδικό σύστηµα επιτυγχάνεται κατά παρόµοιο τρόπο. Το

διάστηµα [0, 1) υποδιαιρείται στα υποδιαστήµατα [0, 1/3), [1/3, 2/3), [2/3, 1) και χρησιµο-

ποιούµε τα ψηφία 0, 1 και 2 για να απαριθµήσουµε τα τρία αυτά διαστήµατα. Στη συνέχεια

το εκάστοτε υποδιάστηµα υποδιαιρείται σε τρία ίσα υποδιαστήµατα κλειστά από τα αριστερά

και ανοικτά από τα δεξιά και χρησιµοποιούµε τα ψηφία 0, 1 και 2 για την απαρίθµηση των

διαστηµάτων αυτών. Για παράδειγµα, ο αριθµός 1/4 γράφεται στη µορφή

1

4
= 0, 020202 · · · . (ϐάση 3)

Με τον παραπάνω τρόπο, κάθε x ∈ [0, 1) έχει ένα και µοναδικό τριαδικό ανάπτυγµα.

Πρόταση 1.14. Το σύνολο S των ακολουθιών x = {x1, x2, . . . , xn, . . .} των οποίων οι όροι είναι 0

ή 1 έχει τον πληθάριθµο του συνεχούς, δηλαδή |S| = c.

Απόδειξη. ΄Εστω T ⊂ S είναι το σύνολο των ακολουθιών του S στις οποίες όλα τα xk από έ-

να σηµείο και µετά ισούνται µε 1. Στο x = {x1, x2, . . . , xn, . . .} ∈ T , αντιστοιχούµε τον

αριθµό 0, x1x2 · · · (ϐάση 2). Αυτός ο αριθµός είναι είτε το 1 ή είναι της µορφής : m/2n

(m = 1, 3, . . . , 2n − 1). ΄Αρα |T | = ℵ0. Θεωρούµε τώρα την απεικόνιση f : S \ T → [0, 1),

µε f ({x1, x2, . . . , xn, . . .}) := 0, x1x2 · · · (ϐάση 2). Η f είναι αµφιµονοσήµαντη και εποµένως

|S \ T | = c. Κατά συνέπεια, από την Πρόταση 1.7 (ii) ϑα είναι και |S| = c.
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Πόρισµα 1.15. ΄Εστω C είναι το σύνολο των x ∈ [0, 1] για τα οποία το τριαδικό ανάπτυγµα

x = 0, a1a2a3 · · · (ϐάση 3) είναι τέτοιο ώστε ak = 0 ή 2. Τότε |C| = c.

Απόδειξη. Αντιστοιχούµε σε κάθε x = 0, a1a2a3 · · · ∈ C την ακολουθία {x1, x2, x3, . . .}, µε xk = 0

ή 1 αν ak = 0 ή 2 αντίστοιχα. ΄Εχουµε µια αµφιµονοσήµαντη αντιστοιχία και από την προηγού-

µενη πρόταση ϑα είναι |A| = c.

Θεώρηµα 1.16. Είναι c = 2ℵ0 .

Απόδειξη. Το σύνολο S όλων των ακολουθιών x = {x1, x2, . . . , xn, . . .} των οποίων οι όροι είναι 0

ή 1 είναι ισοδύναµο µε το σύνολο 2N
∗
του οποίου τα στοιχεία είναι οι χαρακτηριστικές συναρτήσεις

όλων των υποσυνόλων του N. Εποµένως P (N∗) ∼ 2N
∗ ∼ S και από την Πρόταση 1.14 ϑα είναι

2ℵ0 = c.

Παρατήρηση 1.17. Από τα Θεωρήµατα 1.12 και 1.16 προκύπτει ότι ℵ0 < 2ℵ0 = c. Η ῾῾Υπόθεση του

Συνεχούς ᾿᾿(Continuum Hypothesis) είναι η εικασία ότι ο πληθάριθµος κάθε άπειρου υποσυνόλου

του R είναι είτε ℵ0 ή c = 2ℵ0 .

1.2 Ταλάντωση(oscillation) συνάρτησης

Θα αποδείξουµε ότι το σύνολο των ασυνεχειών µιας πραγµατικής συνάρτησης ορισµένης στο R

είναι ειδικού τύπου. Αρχίζουµε µε τον παρακάτω ορισµό.

Ορισµός 1.18. Το σύνολο A ⊆ R είναι ένα Fσ σύνολο αν A =
⋃∞
k=1 Fk, όπου κάθε Fk είναι ένα

κλειστό σύνολο.

Παραδείγµατα 1.19. ( i) Αν το F είναι κλειστό υποσύνολο του R, το F είναι ένα Fσ σύνολο

επειδή F =
⋃∞
k=1 Fk, όπου F1 = F και F2 = F3 = · · · = ∅.
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( ii) Το σύνολοQ των ϱητών αριθµών στοR είναι ένα Fσ σύνολο. Πράγµατι, αν {r1, r2, . . . , rn, . . .}

είναι µια αρίθµηση των ϱητών, τότε κάθε {rk} είναι κλειστό σύνολο και Q =
⋃∞
k=1{rk}.

( iii) Κάθε ανοικτό και ϕραγµένο διάστηµα (a, b) είναι ένα Fσ σύνολο. Πράγµατι, αν ο ϕυσικός

αριθµός m είναι τέτοιος ώστε 2
m < b− a, τότε

(a, b) =

∞⋃
k=m

[
a+

1

k
, b− 1

k

]
,

όπου τα [a+ 1/k, b− 1/k] είναι κλειστά σύνολα για κάθε k.

Ορισµός 1.20. ΄Εστω η συνάρτηση f : R→ R. Αν I είναι ένα ανοικτό και ϕραγµένο διάστηµα του

R, η ταλάντωση(oscillation) στο I της συνάρτησης f , συµβολίζεται µε ω(f, I), ορίζεται ως εξής

ω(f, I) := sup
x∈I

f(x)− inf
x∈I

f(x) .

Από τον ορισµό εύκολα αποδεικνύεται(άσκηση) ότι

ω(f, I) = sup{|f(x)− f(y)| : x, y ∈ I} = sup{f(x)− f(y) : x, y ∈ I} .

Επίσης ω(|f |, I) ≤ ω(f, I)

΄Εστω x0 ∈ R. Η ταλάντωση(oscillation) στο x0 της συνάρτησης f , συµβολίζεται µε ω(f, x0),

ορίζεται ως εξής

ω(f, x0) := inf ω(f, I) ,

όπου το infimum το παίρνουµε πάνω σε όλα τα ανοικτά και ϕραγµένα διαστήµατα I που περιέχουν

το x0.

Από τον ορισµό είναι προφανές ότι ω(f, I) ≥ 0 και ω(f, x0) ≥ 0.

∆ίνουµε τώρα ένα κριτήριο για τη συνέχεια µιας συνάρτησης f σ᾿ ένα σηµείο x0.

Πρόταση 1.21. ΄Εστω η συνάρτηση f : R → R και έστω x0 ∈ R. Τότε ω(f, x0) = 0 αν και µόνο

αν η f είναι συνεχής στο x0.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f είναι συνεχής στο x0. ΄Εστω ε > 0. Υπάρχει δ > 0

τέτοιο ώστε

|x− x0| < δ ⇒ |f(x)− f(x0)| <
ε

2
⇔ f(x0)−

ε

2
< f(x) < f(x0) +

ε

2
.
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Αν I = (x0 − δ, x0 + δ), τότε για κάθε x ∈ I είναι f(x0)− ε/2 < f(x) < f(x0) + ε/2. Εποµένως

ω(f, I) = sup
x∈I

f(x)− inf
x∈I

f(x) ≤ (f(x0) + ε/2)− ((f(x0)− ε/2)) = ε

και κατά συνέπεια

ω(f, x0) = inf ω(f, I) ≤ ε .

Επειδή για κάθε ε > 0 είναι 0 ≤ ω(f, x0) ≤ ε, έπεται ότι ω(f, x0) = 0.

Αντίστροφα, έστω ω(f, x0) = 0. Αν η f δεν είναι συνεχής στο x0, υπάρχει ε > 0 τέτοιο ώστε σε κάθε

ανοικτό και ϕραγµένο διάστηµα που περιέχει το x0, υπάρχει x για το οποίο είναι |f(x)−f(x0)| ≥

ε. ∆ηλαδή

f(x) ≥ f(x0) + ε ή f(x) ≤ f(x0)− ε .

Εποµένως, για κάθε ανοικτό και ϕραγµένο διάστηµα I που περιέχει το x0 είναι

ω(f, I) = sup
x∈I

f(x)− inf
x∈I

f(x) ≥ (f(x0) + ε)− (f(x0)− ε) = 2ε .

Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι για κάποιο ε > 0 είναι

ω(f, x0) = inf ω(f, I) ≥ 2ε . (άτοπο)

΄Αρα η συνάρτηση f είναι συνεχής στο x0.

Θεώρηµα 1.22. ΄Εστω η συνάρτηση f : R→ R και έστω Fn =
{
x ∈ R : ω(f, x) ≥ 1

n

}
. Συµβολί-

Ϲουµε µε A το σύνολο των σηµείων του R στα οποία η f είναι ασυνεχής. Τότε, για κάθε n ∈ N∗ το

σύνολο Fn είναι κλειστό. Επιπλέον,

A =
∞⋃
n=1

Fn .

Εποµένως, το σύνολο των σηµείων του R στα οποία η f είναι ασυνεχής είναι ένα Fσ σύνολο.

Απόδειξη. ΄Εστω x σ.σ του Fn. Αρκεί να δείξουµε ότι x ∈ Fn(γιατί ;). Αν I είναι ένα ανοικτό και

ϕραγµένο διάστηµα που περιέχει το x, τότε το I ϑα περιέχει ένα σηµείο y ∈ Fn. Εποµένως

ω(f, I) ≥ ω(f, y) ≥ 1

n
.
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Επειδή αυτό ισχύει για κάθε ανοικτό και ϕραγµένο διάστηµα I που περιέχει το x, έπεται ότι

ω(f, x) ≥ 1/n. ΄Αρα x ∈ Fn.

Αποµένει να δείξουµε ότι A =
⋃∞
n=1 Fn. ΄Εστω x ∈ A. Από την Πρόταση 1.21 έπεται ότι

ω(f, x) > 0. Εποµένως υπάρχει n ∈ N∗ τέτοιο ώστε ω(f, x) ≥ 1/n και κατά συνέπεια x ∈ Fn.

΄Εστω τώρα x ∈ Fn, για κάποιο n ∈ N∗. Τότε και πάλι από την Πρόταση 1.21 το x ∈ A.

Θεώρηµα 1.23. Το σύνολο R \ Q των άρρητων αριθµών δεν είναι αριθµήσιµη ένωση κλειστών

υποσυνόλων του R. Εποµένως, δεν υπάρχει πραγµατική συνάρτηση ορισµένη στο R που να

είναι συνεχής σε κάθε ϱητό αριθµό και ασυνεχής σε κάθε άρρητο αριθµό.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι

R \Q =

∞⋃
n=1

Fn ,

όπου τα Fn είναι κλειστά σύνολα. Αν {r1, r2, . . . , rn, . . .} είναι µια αρίθµηση των ϱητών αριθµών,

τότε Q =
⋃∞
n=1{rn} και κατά συνέπεια

R =

( ∞⋃
n=1

Fn

)
∪

( ∞⋃
n=1

{rn}

)
.

Από το ϑεώρηµα κατηγορίας του Baire, παραπέµπουµε στο [3], τουλάχιστον ένα από τα Fn ϑα

πρέπει να περιέχει ένα διάστηµα. ΄Οµως κάθε διάστηµα περιέχει ϱητούς αριθµούς και Fn ⊆ R\Q,

δηλαδή το σύνολο Fn αποτελείται από άρρητους αριθµούς, άτοπο. Εποµένως το σύνολο R \ Q

των άρρητων αριθµών δεν είναι αριθµήσιµη ένωση κλειστών υποσυνόλων του R. Συµπεραίνουµε

λοιπόν από το Θεώρηµα 1.22 ότι δεν υπάρχει πραγµατική συνάρτηση ορισµένη στο R που να

είναι ασυνεχής στους άρρητους αριθµούς και συνεχής στους ϱητούς.

Θα δώσουµε τώρα ένα παράδειγµα πραγµατικής συνάρτησης ορισµένης στο R που είναι συνεχής

στους άρρητους αριθµούς και το 0 και ασυνεχής στο Q \ {0}.

Παράδειγµα 1.24. ΄Εστω η συνάρτηση f : R→ R µε

f(x) =


0 αν x άρρητος ή x = 0 ,

1
q αν x = p

q , p ∈ Z, q ∈ N∗ και p, q πρώτοι µεταξύ τους .

Η f είναι συνεχής στους άρρητους αριθµούς και το 0 και ασυνεχής στο Q \ {0}.
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Απόδειξη. (i) ΄Εστω x0 ϱητός αριθµός, x0 6= 0. Υπάρχει ακολουθία (αn) άρρητων αριθµών µε

αn → x0. Αν υποθέσουµε ότι η f είναι συνεχής στο x0, από την αρχή µεταφοράς έχουµε

0 = f(αn) → f(x0) και εποµένως f(x0) = 0. ΄Ατοπο, επειδή από τον ορισµό της f είναι

f(x0) 6= 0. ΄Αρα η f δεν είναι συνεχής στο x0.

(ii) ΄Εστω x0 άρρητος αριθµός. Από την αρχή µεταφοράς αρκεί να δείξουµε ότι για κάθε ακο-

λουθία (xn) πραγµατικών αριθµών µε xn → x0, η f(xn) → f(x0). Επειδή f(xn) = 0 αν xn

άρρητος ή xn = 0, µπορούµε να υποθέσουµε ότι η (xn) είναι ακολουθία ϱητών αριθµών, έστω

xn = pn/qn, µε pn ∈ Z \ {0}, qn ∈ N∗ και (pn, qn) = 1.

Επειδή f(x0) = 0 και f(xn) = f(pn/qn) = 1/qn, αρκεί να δείξουµε ότι η ακολουθία (qn)

ϕυσικών αριθµών τείνει στο άπειρο, δηλαδή limn→ qn =∞. Η απόδειξη ϑα γίνει µε την εις άτοπο

απαγωγή. Υποθέτουµε ότι η (qn) δεν τείνει στο άπειρο. Τότε υπάρχει υπακολουθία (qkn) ϕυσικών

αριθµών µε qkn ≤ A < ∞ για κάθε n ∈ N∗. Εποµένως πεπερασµένο το πλήθος όροι της (qkn)

είναι διάφοροι µεταξύ τους. Επειδή xn → x0, η υπακολουθία (xkn) = (pkn/qkn) τείνει στο x0 και

εποµένως ϑα είναι ϕραγµένη, έστω |xkn | ≤ B <∞ για κάθε n ∈ N∗. Τότε

|pkn | = qkn |xkn | ≤ AB <∞ , για κάθε n ∈ N∗

και εποµένως πεπερασµένο το πλήθος όροι της ακολουθίας (pkn) ακέραιων αριθµών είναι διάφο-

ϱοι µεταξύ τους. Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι το σύνολο

E :=

{
xkn =

pkn
qkn

: n ∈ N∗
}

των όρων της υπακολουθίας (xkn) είναι πεπερασµένο και κατά συνέπεια xkn → x0 ∈ E. ΄Ατο-

πο, επειδή το x0 είναι άρρητος αριθµός. Καταλήξαµε σε άτοπο γιατί υποθέσαµε ότι qn 9 ∞.

Εποµένως qn →∞ οπότε

lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

1

qn
= 0 = f(x0) .

(iii) x0 = 0. Από τον ορισµό της f είναι |f(x)| ≤ |x|, για κάθε x ∈ R. Εποµένως limx→0 f(x) =

0 = f(0) και άρα η f είναι συνεχής στο 0.

1.3 Μονότονες και αντίστροφες συναρτήσεις

Αν µία συνάρτηση f είναι αύξουσα ή ϕθίνουσα σ᾿ ένα σύνολο A ⊆ R, τότε λέµε ότι η f είναι

µονότονη στο A. Ας σηµειωθεί ότι αν η f : A → R είναι αύξουσα στο A, τότε η g := −f είναι
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ϕθίνουσα στο A. Αντίστοιχα, αν η f : A→ R είναι ϕθίνουσα στο A, τότε η g := −f είναι αύξουσα

στο A.

Οι µονότονες συναρτήσεις δεν είναι κατανάγκη συνεχείς. Για παράδειγµα, αν

f(x) =


0 x ∈ [−1, 0] ,

1 x ∈ (0, 1] ,

τότε η f είναι αύξουσα στο διάστηµα [−1, 1] και δεν είναι συνεχής για x = 0. Παρατηρούµε ότι

limx→0− f(x) = 0 και limx→0+ f(x) = 1. ∆ηλαδή f(0−) = 0 και f(0+) = 1. Στο παρακάτω

ϑεώρηµα αποδεικνύουµε ότι τα πλευρικά όρια µιας µονότονης συνάρτησης πάντοτε υπάρχουν

στα εσωτερικά σηµεία του πεδίου ορισµού της.

Θεώρηµα 1.25. ΄Εστω η συνάρτηση f : I → R είναι µονότονη στο διάστηµα I και έστω το x0 ∈ I

δεν είναι άκρο του διαστήµατος. Αν η f είναι αύξουσα, τότε τα πλευρικά όρια f(x0−), f(x0+)

υπάρχουν και είναι

( i) f(x0−) = lim
x→x−0

f(x) = sup {f(x) : x ∈ I, x < x0},

( ii) f(x0+) = lim
x→x+0

f(x) = inf {f(x) : x ∈ I, x > x0},

( iii) f(x0−) ≤ f(x0) ≤ f(x0+).

Επίσης αν τα σηµεία p, q ∈ I δεν είναι άκρα του διαστήµατος, τότε

p < q ⇒ f(p+) ≤ f(q−) .

Αν η f είναι ϕθίνουσα, τότε τα πλευρικά όρια f(x0−), f(x0+) υπάρχουν και είναι

( i΄) f(x0−) = lim
x→x−0

f(x) = inf {f(x) : x ∈ I, x < x0},

( ii΄) f(x0+) = lim
x→x+0

f(x) = sup {f(x) : x ∈ I, x > x0},

( iii΄) f(x0−) ≥ f(x0) ≥ f(x0+).

Επίσης αν τα σηµεία p, q ∈ I δεν είναι άκρα του διαστήµατος, τότε

p < q ⇒ f(p+) ≥ f(q−) .
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Απόδειξη. Αρκεί να αποδείξουµε το ϑεώρηµα στην περίπτωση που η συνάρτηση f είναι αύξουσα

στο διάστηµα I.

(i) Αν x ∈ I µε x < x0, τότε f(x) ≤ f(x0) και κατά συνέπεια το σύνολο {f(x) : x ∈ I, x < x0}

είναι άνω ϕραγµένο από το f(x0). Εποµένως το

L := sup {f(x) : x ∈ I, x < x0} υπάρχει .

Τότε, από τον ορισµό του supremum έπεται ότι

∀ε > 0 υπάρχει xε ∈ I µε xε < x0, τέτοιο ώστε L− ε < f(xε) ≤ L .

Στη συνέχεια παίρνουµε δ > 0 µε δ := x0 − xε. Για κάθε x ∈ I µε x0 − δ < x < x0 έπεται

ότι xε < x < x0 και επειδή η f είναι αύξουσα έχουµε

L− ε < f(xε) ≤ f(x) ≤ L < L+ ε .

΄Εχουµε λοιπόν αποδείξει ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0, τέτοιο ώστε για κάθε x ∈ I µε

x0 − δ < x < x0 είναι |f(x)− L| < ε. ΄Αρα, f(x0−) = limx→x−0
f(x) = L.

(ii) Η απόδειξη είναι παρόµοια.

(iii) Επειδή f(x) ≤ f(x0) για κάθε x < x0 και f(x) ≥ f(x0) για κάθε x > x0, έχουµε

f(x0−) = sup
x<x0

f(x) ≤ f(x0) ≤ inf
x>x0

f(x) = f(x0+) .

Αν τα σηµεία p, q ∈ I µε p < q δεν είναι άκρα του διαστήµατος, παίρνουµε x0 τέτοιο ώστε

p < x0 < q. Τότε

f(p+) = inf
x>p

f(x) ≤ f(x0) ≤ sup
x<q

f(x) = f(q−) .

Παράδειγµα 1.26. ΄Εστω (rn)n∈N µια αρίθµηση των ϱητών αριθµών στο διάστηµα [0, 1]. Ορίζουµε

τη συνάρτηση f : [0, 1]→ R µε

f(x) =
∑
rn<x

1

2n
.

Το άθροισµα το παίρνουµε για εκείνα τα n για τα οποία rn < x. Θέτουµε f(x) = 0 αν δεν υπάρχουν

σηµεία rn στα αριστερά του x.
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Η συνάρτηση f είναι αύξουσα στο διάστηµα [0, 1]. Για κάθε c ∈ (0, 1] είναι

f(c−) = lim
h→0+

f(c− h) = lim
h→0+

∑
rn<c−h

1

2n
=
∑
rn<c

1

2n
= f(c) ,

δηλαδή η συνάρτηση f είναι από αριστερά συνεχής για κάθε c ∈ (0, 1]. Για κάθε c ∈ [0, 1) έχουµε

f(c+) = lim
h→0+

f(c+ h)

= lim
h→0+

∑
rn<c+h

1

2n

=
∑
rn≤c

1

2n
.

Εποµένως

f(c+) =
∑
rn≤c

1

2n
=
∑
rn<c

1

2n
= f(c) (αν c άρρητος)

και

f(c+) =
∑
rn≤c

1

2n
>
∑
rn<c

1

2n
= f(c) . (αν c ϱητός)

Αν c ∈ (0, 1) είναι άρρητος αρθµός, τότε f(c−) = f(c+) = f(c) και κατά συνέπεια η συνάρτηση f

είναι συνεχής στους άρρητους αριθµούς του διαστήµατος [0, 1]. Επειδή f(c−) = f(c) και f(c+) >

f(c) για κάθε ϱητό αριθµό c ∈ [0, 1], το όριο limx→c f(x) δεν υπάρχει για κάθε ϱητό αριθµό

c ∈ [0, 1].

Η απόδειξη του επόµενου αποτελέσµατος προκύπτει εύκολα από το Θεώρηµα 1.25.

Πόρισµα 1.27. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : I → R είναι αύξουσα στο διάστηµα I και ότι το

c ∈ I δεν είναι άκρο του διαστήµατος. Οι παρακάτω προτάσεις είναι ισοδύναµες.

1. Η f είναι συνεχής στο c.

2. lim
x→c−

f(x) = f(c) = lim
x→c+

f(x).

3. sup {f(x) : x ∈ I, x < c} = f(c) = inf {f(x) : x ∈ I, x > c}.

Ανάλογο αποτέλεσµα ισχύει και στην περίπτωση που η συνάρτηση f : I → R είναι ϕθίνουσα στο

διάστηµα I.
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Πρόταση 1.28. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : I → R είναι µονότονη στο ανοικτό διάστηµα I.

Τότε, το σύνολο των σηµείων του I στα οποία η f δεν είναι συνεχής είναι αριθµήσιµο.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f είναι αύξουσα. ΄Εστω

D = {p ∈ I : η f δεν είναι συνεχής στο p} .

Τότε, p ∈ D ⇔ f(p−) < f(p+). Επειδή το σύνολο των ϱητών είναι πυκνό στο R, για κάθε p ∈ D

υπάρχει ϱητός rp µε

f(p−) < rp < f(p+) .

΄Εστω p, q ∈ D µε p < q. Από το Θεώρηµα 1.25 είναι f(p+) ≤ f(q−). Εποµένως υπάρχουν ϱητοί

αριθµοί rp, rq µε

f(p−) < rp < f(p+) ≤ f(q−) < rq < f(q+) .

∆ηλαδή p < q στο D συνεπάγεται rp < rq. Παρόµοια p > q στο D συνεπάγεται rp > rq.

΄Εχουµε λοιπόν αποδείξει ότι στα p, q ∈ D µε p 6= q αντιστοιχούν ϱητοί αριθµοί rp, rq µε rp 6= rq.

Εποµένως η συνάρτηση

E
p
−→
7−→

Q
rp

είναι ένα προς ένα. Κατά συνέπεια το σύνολο E είναι ισοδύναµο µε ένα υποσύνολο του Q. ΄Οµως

το σύνολο των ϱητών αριθµών είναι αριθµήσιµο. ΄Αρα και το σύνολο E ϑα είναι αριθµήσιµο.

Η απόδειξη είναι παρόµοια στην περίπτωση που η συνάρτηση f είναι ϕθίνουσα.

Θεώρηµα 1.29. ΄Εστω η συνάρτηση f : I → R είναι γνήσια αύξουσα(αντ. ϕθίνουσα) και συνεχής

στο διάστηµα I. Τότε η αντίστροφη συνάρτηση f−1 : f(I)→ I είναι γνήσια αύξουσα(αντ. ϕθίνουσα)

και συνεχής στο διάστηµα f(I).

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι η η συνάρτηση f είναι γνήσια αύξουσα(η απόδειξη είναι παρόµοια αν

η f είναι γνήσια ϕθίνουσα). Εποµένως η f είναι 1− 1.
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Επειδή η f είναι συνεχής, το f(I) είναι ένα διάστηµα. Θα αποδείξουµε ότι η f−1 είναι γνήσια

αύξουσα. ΄Εστω y1, y2 ∈ f(I) µε y1 < y2. Τότε υπάρχουν x1, x2 ∈ I µε f(x1) = y1 και

f(x2) = y2. Είναι x1 < x2. Πράγµατι, αν x1 ≥ x2 τότε ϑα έχουµε

y1 = f(x1) ≥ f(x2) = y2 . (άτοπο)

΄Αρα f−1(y1) = x1 < x2 = f−1(y2), δηλαδή η f−1 είναι γνήσια αύξουσα.

Αποµένει να δείξουµε ότι η f−1 είναι συνεχής στο διάστηµα f(I). Η απόδειξη ϑα γίνει µε την εις

άτοπο απαγωγή. Υποθέτουµε ότι η f−1 δεν είναι συνεχής σε κάποιο σηµείο c του διαστήµατος

f(I). Τότε από το Θεώρηµα 1.25 τα πλευρικά όρια limx→c− f
−1(x), limx→c+ f(x) υπάρχουν και

είναι

lim
x→c−

f−1(x) = f−1(c−) < f−1(c+) = lim
x→c+

f−1(x) .

Αν πάρουµε ένα οποιοδήποτε t 6= f−1(c) µε limx→c− f
−1(x) < t < limx→c+ f(x), τότε t 6= f−1(s)

για κάθε s ∈ f(I)(ϐλέπε το παραπάνω σχήµα). Εποµένως t /∈ I, άτοπο επειδή το I είναι διάστηµα.

΄Αρα η f−1 είναι συνεχής στο διάστηµα f(I).

1.4 Σύνολα Cantor και η ιδιάζουσα συνάρτηση Cantor–Lebesgue

΄Ενα τέτοιο σύνολο και συγκεκριµένα το τριαδικο σύνολο Cantor κατασκευάστηκε από τον Georg

Cantor (1845− 1918) προκειµένου να λύσει ένα πρόβληµα στις τριγωνοµετρικές σειρές.
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1.4.1 Κατασκευή του Τριαδικού Συνόλου Cantor

Το τριαδικό σύνολο Cantor είναι ένα υποσύνολο του [0, 1] που κατασκευάζεται ως εξής :

Πρώτο ϐήµα. ΄Εστω C0 = [0, 1]. Αφαιρώντας το ανοικτό διάστηµα I1,1 = (1/3, 2/3) παίρνουµε το

σύνολο C1 = J1,1 ∪ J1,2, όπου J1,1 = [0, 1/3] και J1,2 = [2/3, 1].
∆εύτερο ϐήµα. Στη συνέχεια αφαιρού-

µε από το σύνολο C1 τα διαστήµατα

I2,1 = (1/9, 2/9) και I2,2 = (7/9, 8/9),

οπότε προκύπτει το σύνολο C2 = J2,1 ∪

J2,2 ∪ J2,3 ∪ J2,4, όπου J2,1 = [0, 1/9],

J2,2 = [2/9, 1/3], J2,3 = [2/3, 7/9] και

J2,4 = [8/9, 1].

Εργαζόµαστε επαγωγικά.

n-οστό ϐήµα. Υποθέτουµε ότι το σύνολο Cn−1 =
⋃2n−1

k=1 Jn−1,k έχει κατασκευαστεί, όπου τα

διαστήµατα Jn−1,k (1 ≤ k ≤ 2n−1), µήκους 1/3n−1 το καθένα, είναι κλειστά και ξένα ανά δύο.

Αν αφαιρέσουµε από το Jn−1,k το ανοικτό διάστηµα In,k (1 ≤ k ≤ 2n−1) που έχει µήκος 1/3n και

έχει το ίδιο µέσο µε το κλειστό διάστηµα Jn−1,k, προκύπτουν τα υποδιαστήµατα Jn,2k−1 και Jn,2k.

Το Jn,2k−1 έχει το ίδιο αριστερό άκρο µε το Jn−1,k και το Jn,2k έχει το ίδιο δεξιό άκρο µε το Jn−1,k.

Επαγωγικά λοιπόν ορίζονται τα κλειστά και ξένα ανά δύο διαστήµατα (Jn,k)
2n

k=1 µήκους 1/3n το

καθένα. ΄Ετσι παίρνουµε το σύνολο

Cn = Jn,1 ∪ Jn,2 ∪ · · · ∪ Jn,2n .

∆ηλαδή το Cn προκύπτει από το Cn−1 αφαιρώντας από το µέσο των Jn−1,k (1 ≤ k ≤ 2n−1)

τα ανοικτά διαστήµατα In,k. Τα ανοικτά διαστήµατα In,k
(
1 ≤ k ≤ 2n−1

)
έχουν µήκος 1/3n και

προφανώς είναι ξένα ανά δύο. Επίσης είναι προφανές ότι

[0, 1] = C0 ⊃ C1 ⊃ C2 · · · ⊃ Cn ⊃ · · ·

και

Cn−1 \ Cn =
2n−1⋃
k=1

In,k .

Ας σηµειωθεί ότι τα ανοικτά και ξένα ανά δύο διαστήµατα In,k (1 ≤ k ≤ 2n−1), που αφαιρούνται
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από το σύνολο Cn−1 για την κατασκευή του συνόλου Cn, έχουν συνολικό µήκος

2n−1∑
k=1

` (In,k) = 2n−1
1

3n
=

1

2

(
2

3

)n
,

ενώ τα κλειστά και ξένα ανά δύο διαστήµατα Jn,k (1 ≤ k ≤ 2n) που αποτελούν το σύνολο Cn έχουν

συνολικό µήκος
2n∑
k=1

` (Jn,k) = 2n
1

3n
=

(
2

3

)n
.

΄Εχουµε λοιπόν κατασκευάσει µια ϕθίνουσα ακολουθία (Cn) κλειστών συνόλων. Το τριαδικό

σύνολο Cantor είναι το

C :=

∞⋂
n=1

Cn . (1.3)

Συνολικά, για την κατασκευή του C, το άθροισµα των µηκών των διαστηµάτων που αφαιρούνται

είναι
∞∑
n=1

2n−1
1

3n
=

1

2

∞∑
n=1

(
2

3

)n
= 1 .

Εποµένως m(C) = 0, δηλαδή το µέτρο Lebesgue του τριαδικού συνόλου Cantor C είναι µηδέν

(παραπέµπουµε στο επόµενο κεφάλαιο).

Αναφέρουµε τώρα τις ιδιότητες του τριαδικού συνόλου Cantor.

(1) Από τον ορισµό του τριαδικού συνόλου Cantor, δηλαδή από την (1.3), προκύπτει ότι το C

είναι κλειστό σύνολο. Επειδή το C είναι και ϕραγµένο, το C είναι ένα µη κενό συµπαγές

σύνολο.

(2) Το τριαδικό σύνολο Cantor C περιέχει όλα τα άκρα των κλειστών διαστηµάτων (Jn,k), n =

1, 2, . . . , k = 1, 2, . . . , 2n.

(3) Κάθε σηµείο του C είναι σηµείο συσσώρευσης (σ.σ) του C.

Απόδειξη. ΄Εστω c ∈ C και έστω δ > 0. Παίρνουµε n ∈ N τέτοιο ώστε 1/3n < δ. Επειδή

c ∈ Cn, c ∈ Jn,k για κάποιο k, 1 ≤ k ≤ 2n. ΄Οµως το Jn,k είναι ένα κλειστό διάστηµα της

µορφής

Jn,k =

[
xk
3n
,
xk + 1

3n

]
.
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Επειδή ` (Jn,k) = 1/3n < δ, Jn,k ⊂ (c− δ, c+ δ). Εποµένως τα δύο άκρα του κλειστού

διαστήµατος Jn,k ανήκουν στο C∩ (c− δ, c+ δ) και κατά συνέπεια τουλάχιστον ένα από αυτά

ϑα είναι διαφορετικό από το c. ∆ηλαδή (C \ {c}) ∩ (c− δ, c+ δ) 6= ∅, για κάθε δ > 0.

Σηµείωση. Για την απόδειξη ϑα µπορούσαµε να χρησιµοποιήσουµε και τον εξής χαρακτη-

ϱισµό ενός κλειστού συνόλου: ΄Ενα σύνολο F ⊆ R είναι κλειστό αν και µόνο αν τα σηµεία

συσσώρευσης του F ανήκουν στο F .

(4) Το C δεν περιέχει ανοικτό διάστηµα.

Απόδειξη. Αν (a, b) ⊂ C, τότε (a, b) ⊂ Cn, για κάθε n ∈ N∗. Κατά συνέπεια (a, b) ⊂ Jn,k,

∀n ∈ N∗ και για κάποιο k, 1 ≤ k ≤ 2n. Εποµένως ϑα είναι b− a ≤ ` (Jn,k) = 1/3n, ∀n ∈ N∗.

΄Αρα, (a, b) = ∅ (άτοπο).

(5) Το C είναι υπεραριθµήσιµο.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι το C είναι αριθµήσιµο, έστω C = {c1, c2, . . . , cn, . . .}.

Θέτουµε F1 = J1,1 = [0, 1/3](αντίστοιχα F1 = J1,2 = [2/3, 1]) αν το J1,1 δεν περιέχει το

c1(αντίστοιχα το J1,2 δεν περιέχει το c1).

Θέτουµε F2 = J2,1 = [0, 1/9] (αντίστοιχα F2 = J2,2 = [2/9, 1/3]) αν το J2,1 δεν περιέχει το c2

(αντίστοιχα το J2,2 δεν περιέχει το c2).

Συνεχίζοντας κατ᾿ αυτό τον τρόπο κατασκευάζουµε ακολουθία (Fk) κλειστών διαστηµάτων,

τέτοια ώστε

Fk+1 ⊂ Fk και Fk ⊂ Ck µε ck /∈ Fk .

Επειδή

lim
k→∞

`(Fk) = lim
k→∞

1

3k
= 0 ,

από την ιδιότητα των κιβωτισµένων διαστηµάτων η τοµή όλων των Fk περιέχει ένα ακριβώς

στοιχείο, έστω
⋂∞
k=1 Fk = {x}. ΄Οµως

∞⋂
k=1

Fk ⊂
∞⋂
k=1

Ck = C
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και εποµένως το x ∈ C, δηλαδή το x είναι στοιχείο του τριαδικού συνόλου Cantor C. Λόγω

της υπόθεσης ϑα είναι x = cn, για κάποιο n ∈ N∗. Τότε,

cn = x ∈
∞⋂
k=1

Fk ⊂ Fn .

΄Ατοπο, επειδή από την κατασκευή των διαστηµάτων Fk το cn /∈ Fn. ΄Αρα το C δεν είναι

αριθµήσιµο.

Θα αποδείξουµε στη συνέχεια ότι το C αποτελείται απο εκείνα τα x ∈ [0, 1] που στο τριαδικό τους

ανάπτυγµα υπάρχουν µόνο τα ψηφία 0 και 2. Εποµένως, από το Πόρισµα 1.15 το σύνολο Cantor

έχει τον πληθάριθµο του συνεχούς.

Στο πρώτο ϐήµα της κατασκευής του τριαδικού συνόλου Cantor C έχουµε το σύνολο

C1 = J1,1 ∪ J1,2 µε J1,1 =

[
0,

1

3

]
και J1,2 =

[
2

3
, 1

]
.

Επειδή
1

3
=
3

0, 0222 · · · ,

κάθε x ∈ J1,1 έχει στο τριαδικό ανάπτυγµα πρώτο ψηφίο το 0. Επειδή

2

3
=
3

0, 2 και 1 =
3

0, 222 · · · ,

κάθε x ∈ J1,2 έχει στο τριαδικό ανάπτυγµα πρώτο ψηφίο το 2.

Στο δεύτερο ϐήµα της κατασκευής του τριαδικού συνόλου Cantor C έχουµε το σύνολο

C2 = J2,1 ∪ J2,2 ∪ J2,3 ∪ J2,4 µε J2,1 =

[
0,

1

9

]
, J2,2 =

[
2

9
,
1

3

]
, J2,3 =

[
2

3
,
7

9

]
και J2,4 =

[
8

9
, 1

]
.

Επειδή
1

9
=
3

0, 01 =
3

0, 00222 · · · ,

κάθε x ∈ J2,1 έχει στο τριαδικό ανάπτυγµα δεύτερο ψηφίο το 0. Επειδή

2

9
=
3

0, 02 και
1

3
=
3

0, 1 =
3

0, 0222 · · · ,

κάθε x ∈ J2,2 έχει στο τριαδικό ανάπτυγµα δεύτερο ψηφίο το 2. Επειδή

2

3
=
3

0, 20 και
7

9
=
3

0, 21 =
3

0, 20222 · · · ,
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κάθε x ∈ J2,3 έχει στο τριαδικό ανάπτυγµα δεύτερο ψηφίο το 0. Τέλος, επειδή

8

9
=
3

0, 22 και 1 =
3

0, 222 · · · ,

κάθε x ∈ J2,4 έχει στο τριαδικό ανάπτυγµα δεύτερο ψηφίο το 2.

Συνεχίζοντας την παραπάνω διαδικασία διαπιστώνεται ότι κάθε x ∈ Cn έχει στο τριαδικό ανά-

πτυγµα n-οστό ψηφίο είτε το 0 ή το 2. ΄Αρα, επειδή C =
⋂∞
n=1Cn, κάθε x ∈ C έχει στο τριαδικό

ανάπτυγµα µόνο τα ψηφία 0 και 2.

Θα δώσουµε τώρα µια αναλυτική απόδειξη.

Πρόταση 1.30. ΄Εστω S το σύνολο των ακολουθιών ε = (εj)
∞
j=1, µε εj = 0 ή 2.

(αʹ) Για κάθε πεπερασµένη ακολουθία (ε1, . . . , εn), όπου εj = 0 ή 2, τα διαστήµατα

J (ε1, . . . , εn) :=

 n∑
j=1

εj
3j
,

1

3n
+

n∑
j=1

εj
3j

 , (1.4)

είναι ακριβώς τα κλειστά διαστήµατα Jn,k (1 ≤ k ≤ 2n) στην κατασκευή του συνόλου Cantor

C.

(ϐʹ) Η απεικόνιση f : S → C µε f(ε) :=
∑∞

j=1
εj
3j

είναι 1 − 1 και επί. ∆ηλαδή τα στοιχεία του C

είναι ακριβώς αυτά τα x ∈ [0, 1] τα οποία έχουν τριαδικό ανάπτυγµα µε ψηφία 0 ή 2.

Απόδειξη. (αʹ) Επειδή J(0) = [0, 1/3] = J1,1 και J(2) = [2/3, 1] = J1,2, η (α΄) ισχύει για n =

1. Υποθέτουµε ότι ισχύει η (α΄) για n − 1, δηλαδή J (ε1, . . . , εn−1) = Jn−1,k για µία και

µοναδική ακολουθία (ε1, . . . , εn−1). Υπενθυµίζεται, από την κατασκευή του συνόλου Cn, ότι

τα Jn,2k−1 και Jn,2k, µε µήκος 1/3n, είναι το πρώτο και το τρίτο υποδιάστηµα του Jn−1,k

αντίστοιχα. ΄Οµως από την (1.4), τα J (ε1, . . . , εn−1, 0) και J (ε1, . . . , εn−1, 2) είναι ακριβώς τα

υποδιαστήµατα Jn,2k−1 και Jn,2k του J (ε1, . . . , εn−1) = Jn−1,k. ΄Εχουµε λοιπόν αποδείξει ότι

η (α΄) ισχύει για κάθε n.

(ϐʹ) Επειδή

f (ε) =
∞∑
j=1

εj
3j

=

n∑
j=1

εj
3j

+

∞∑
j=n+1

εj
3j
≤

n∑
j=1

εj
3j

+

∞∑
j=n+1

2

3j
=

n∑
j=1

εj
3j

+
1

3n
, (1.5)
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από την (1.4) προκύπτει ότι η f(ε) ∈ J (ε1, . . . , εn), για κάθε n ∈ N∗. Επίσης από την (α΄),

∀n ∈ N∗ υπάρχει k(ε, n) (1 ≤ k(ε, n) ≤ 2n), τέτοιο ώστε J (ε1, . . . , εn) = Jn,k(ε,n) ⊂ Cn.

Εποµένως, f(ε) ∈ C =
⋂∞
n=1Cn. ∆ηλαδή η f απεικονίζει το S στο C.

Θα αποδείξουµε τώρα ότι η f είναι 1 − 1. Πράγµατι, αν ε 6= ε′, τότε εn 6= ε′n για κάποιο

n ∈ N∗. ΄Οµως από την (α΄) τα f(ε) και f(ε′) ϐρίσκονται σε διαφορετικά από τα 2n και ξένα

ανά δύο Jn,k. Εποµένως η f είναι 1− 1.

Τέλος αποδεικνύουµε ότι η f είναι επί. ΄Εστω x ∈ C. Επειδή το x ∈ C1, x ∈ J(0) ή

x ∈ J(2). Παίρνουµε ε1 τέτοιο ώστε x ∈ J(ε1). ΄Εστω τα ε1, . . . , εn−1 έχουν επιλεγεί έτσι ώστε

x ∈ J (ε1, . . . , εn−1). Επειδή

x ∈ Cn ∩ J (ε1, . . . , εn−1) = J (ε1, . . . , εn−1, 0) ∪ J (ε1, . . . , εn−1, 2) ,

παίρνουµε το εn έτσι ώστε το x ∈ J (ε1, . . . , εn). Επαγωγικά, έχουµε επιλέξει ακολουθία

ε = (εj)
∞
j=1 ∈ S τέτοια ώστε

x ∈
∞⋂
n=1

J (ε1, . . . , εn) .

΄Οµως από την (1.4) και την (1.5) το f(ε) ∈
⋂∞
n=1 J (ε1, . . . , εn). Επειδή

J(ε1) ⊃ J (ε1, ε2) ⊃ · · · ⊃ J (ε1, . . . , εn) ⊃ · · ·

και το µήκος ` (J (ε1, . . . , εn)) = 1
3n −→ 0, καθώς το n→∞, ϑα πρέπει να είναι f(ε) = x.

Παρατήρηση 1.31. Επειδή το σύνολο Cantor C έχει τον πληθάριθµο του συνεχούς, το C περιέχει

και άλλα άπειρα σηµεία εκτός από τα σηµεία

0, 1,
1

3
,

2

3
,

1

9
,

2

9
,

7

9
,

8

9
, . . .

τα οποία είναι τα άκρα των ανοικτών διαστηµάτων που αφαιρούνται κατά τη διαδικασία κατασκευής

του C και τα οποία προφανώς ανήκουν στο C. Για παράδειγµα, το 1/4 δεν αποτελεί άκρο κανενός

από τα διαστήµατα που αφαιρούνται για την κατασκευή του C. ΄Οµως

1

4
=
3

0, 020202 · · ·

και εποµένως το 1/4 ∈ C.
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Παράδειγµα 1.32. Αν C είναι το τριαδικό σύνολο Cantor και C − C ορ.
= {x− y : x, y ∈ C}, να

αποδειχθεί ότι C − C = [−1, 1].

Απόδειξη. Αν x, y ∈ C, τότε x =
∑∞

n=1
xn
3n και y =

∑∞
n=1

yn
3n , µε xn, yn ∈ {0, 2}. Εποµένως

x− y = 2 ·
∞∑
n=1

(xn − yn)/2

3n
, µε (xn − yn)/2 ∈ {−1, 0, 1} .

Αν τώρα a ∈ [−1, 1], είναι a = 2t − 1 για κάποιο t ∈ [0, 1] και στο τριαδικό σύστηµα a =

2 ·
∑∞

n=1
tn
3n − 1, µε tn ∈ {0, 1, 2}. Είναι λοιπόν

a = 2 ·
∞∑
n=1

tn
3n
− 2 ·

∞∑
n=1

1

3n
= 2 ·

∞∑
n=1

(tn − 1)

3n
, µε (tn − 1) ∈ {−1, 0, 1} .

΄Αρα, C − C = [−1, 1].

1.4.2 Η ιδιάζουσα συνάρτηση Cantor–Lebesgue.

Με τον όρο ῾῾ιδιάζουσα συνάρτηση᾿᾿ (singular function) εννοούµε µια συνάρτηση f ορισµένη σ᾿ ένα

διάστηµα [a, b] και η οποία έχει τις παρακάτω ιδιότητες:

• Η f είναι συνεχής στο διάστηµα [a, b].

• Υπάρχει ένα σύνολο N ⊂ [a, b] µέτρου Lebesgue µηδέν (ϑα ορίσουµε το µέτρο Lebesgue

στο επόµενο κεφάλαιο), τέτοιο ώστε για κάθε x ∈ [a, b] \ N η παράγωγος f ′ υπάρχει και

ισούται µε το µηδέν. ∆ηλαδή η παράγωγος της f µηδενίζεται σχεδόν παντού στο [a, b]

(παραπέµπουµε στο κεφάλαιο 3).

• Η f είναι αύξουσα στο διάστηµα [a, b].

• f(a) < f(b).

΄Ενα παράδειγµα τέτοιας συνάρτησης είναι η συνάρτηση Cantor–Lebesgue ϕ : [0, 1] → [0, 1] η

οποία λέγεται και ῾῾σκάλα του διαβόλου᾿᾿(devil’s staircase). Η ϕ είναι χρήσιµη στην κατασκευή

παραδειγµάτων και αντιπαραδειγµάτων.

Για κάθε n ∈ N∗ έστω Gn η ένωση όλων των 2n − 1 ανοικτών και ξένων ανά δύο διαστηµάτων

που αφαιρούνται στα πρώτα n ϐήµατα της διαδικασίας για την κατασκευή του τριαδικού συνόλου

Cantor C. ∆ηλαδή

Gn =
n⋃
j=1

2n−1⋃
k=1

Ij,k .
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Είναι Cn = [0, 1] \Gn. Αν G =
⋃∞
n=1Gn, τότε

C =
∞⋂
n=1

Cn =
∞⋂
n=1

([0, 1] \Gn) = [0, 1] \

( ∞⋃
n=1

Gn

)
= [0, 1] \G .

Παρότι ϕ(1) > ϕ(0), ϑα αποδείξουµε ότι η ϕ είναι παραγωγίσιµη στο ανοικτό σύνολο G µε

ϕ′(x) = 0 για κάθε x ∈ G. Είναι m(G) = 1, δηλαδή το µέτρο Lebesgue του G είναι 1. Επειδή

m(C) = 1 −m(G) = 0, δηλαδή το µέτρο Lebesgue του τριαδικού συνόλου Cantor είναι µηδέν,

είναι ϕ′(x) = 0 σχεδόν παντού στο [0, 1].

Πρόταση 1.33 (Ιδιάζουσα συνάρτηση Cantor–Lebesgue). Ορίζουµε τη συνάρτηση Cantor–

Lebesgue ϕ : [0, 1]→ [0, 1] ως εξής :

Αν x =

∞∑
n=1

an
3n

, an = 0 ή an = 2, δηλαδή το x ανήκει στο τριαδικό σύνολο Cantor C, ϑέτουµε

ϕ(x) = ϕ

( ∞∑
n=1

an
3n

)
:=

∞∑
n=1

an
2

1

2n
. (1.6)

∆ηλαδή, αν an είναι το n-οστό ψηφίο στο τριαδικό ανάπτυγµα του x, τότε το n-οστό ψηφίο στο δυαδικό

ανάπτυγµα της ϕ(x) είναι an2 . Στη συνέχεια επεκτείνουµε τη συνάρτηση ϕ στο [0, 1] ϑέτοντας

ϕ(x) = sup {ϕ(y) : y ∈ C, y < x} . (1.7)

Τότε, η συνάρτηση ϕ απεικονίζει το C επί του [0, 1]. Επιπλέον, η ϕ είναι αύξουσα και συνεχής στο

[0, 1] µε ϕ′(x) = 0 για κάθε x ∈ G = [0, 1] \ C.

Απόδειξη. 1. Η ϕ απεικονίζει το τριαδικό σύνολο Cantor C επί του [0, 1].

Πράγµατι, έστω y ∈ [0, 1]. Αν y =

∞∑
n=1

bn
2n

µε bn = 0 ή 1 είναι το δυαδικό ανάπτυγµα του y,

τότε

y =
∞∑
n=1

bn
2n

= ϕ

( ∞∑
n=1

2bn
3n

)
µε 2bn = 0 ή 2 .

2. Η ϕ είναι αύξουσα στο [0, 1].

Θα αποδείξουµε πρώτα ότι η ϕ είναι αύξουσα στο τριαδικό σύνολο Cantor C. ΄Εστω x, y ∈ C

µε x < y. Τότε για κάποιο N ∈ N∗

x =
3

0, a1a2 · · · aN−1aNaN+1 · · · , an = 0 ή 2 ,
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y =
3

0, b1b2 · · · bN−1bNbN+1 · · · , bn = 0 ή 2 ,

όπου an = bn για n < N και aN = 0, bN = 2 (αν N = 1, τότε a1 = 0, b1 = 2). ∆ηλαδή

x =
3

0, a1a2 · · · aN−10 aN+1 · · · , an = 0 ή 2 ,

y =
3

0, a1a2 · · · aN−12 bN+1 · · · , bn = 0 ή 2 .

Από την (1.6) έχουµε

ϕ(x) =
N−1∑
n=1

an
2n+1

+
0

2N+1
+

∞∑
n=N+1

an
2n+1

≤
N−1∑
n=1

an
2n+1

+
∞∑

n=N+1

2

2n+1

=
N−1∑
n=1

an
2n+1

+
2

2N+1

= 0,
(a1

2

)(a2
2

)
· · ·
(aN−1

2

)(2

2

)(
0

2

)
· · · (ϐάση 2)

≤ 0,
(a1

2

)(a2
2

)
· · ·
(aN−1

2

)(2

2

)(
bN+1

2

)
· · · (ϐάση 2)

= ϕ(y) .

Εποµένως η ϕ είναι αύξουσα στο τριαδικό σύνολο Cantor C. Τότε, από την (1.7) είναι προφα-

νές ότι η ϕ είναι αύξουσα στο [0, 1].

3. Η ϕ είναι συνεχής στο [0, 1].

Επειδή η ϕ είναι αύξουσα, για κάθε x0 ∈ (0, 1) έχουµε

ϕ(x0−) ≤ ϕ(x0) ≤ ϕ(x0+) ,

όπου ϕ(x0−) = limx→x−0
ϕ(x) και ϕ(x0+) = limx→x+0

ϕ(x). Ως γνωστόν, Θεώρηµα 1.25,

είναι

ϕ (x0−) = sup {ϕ(x) : 0 ≤ x < x0} και ϕ (x0+) = inf {ϕ(x) : x0 < x ≤ 1} .

Αν υποθέσουµε ότι ϕ(x0−) < ϕ(x0), η ϕ δεν παίρνει τιµές στο διάστηµα (ϕ(x0−), ϕ(x0)).

΄Ατοπο επειδή ϕ (C) = [0, 1]. Παρόµοια καταλήγουµε σε άτοπο αν υποθέσουµε ότι ϕ(x0) <

ϕ(x0+). Εποµένως ϕ(x0−) = ϕ(x0) = ϕ(x0+), δηλαδή η ϕ είναι συνεχής στο x0.

Παρόµοια αποδεικνύεται ότι η ϕ είναι συνεχής στο 0 και στο 1.
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4. Η ϕ είναι παραγωγίσιµη στο G = [0, 1] \ C µε ϕ′(x) = 0 για κάθε x ∈ G.

Παρατηρούµε ότι η ϕ είναι σταθερή σε κάθε ανοικτό διάστηµα In,k, n = 1, 2, . . . , k =

1, 2, . . . , 2n−1 που αφαιρείται στη διαδικασία κατασκευής του τριαδικού συνόλου Cantor C.

Πράγµατι, λόγω της (1.6) έχουµε ϕ(1/3) = ϕ(2/3) = 1/2. Επειδή η ϕ είναι αύξουσα,

ϕ (x) =
1

2
για x ∈ I1,1 =

(
1

3
,
2

3

)
.

Παρόµοια, επειδή ϕ(1/9) = ϕ(2/9) = 1/4 και ϕ(7/9) = ϕ(8/9) = 3/4, είναι

ϕ (x) =
1

22
για x ∈ I2,1 =

(
1

32
,

2

32

)
και ϕ (x) =

3

22
για x ∈ I2,2 =

(
7

32
,

8

32

)
.

Επαγωγικά, η συνάρτηση ϕ ισούται µε

1

2n
,

3

2n
,

5

2n
, . . . ,

2n − 1

2n

στα 2n−1 ανοικτά διαστήµατα

In,1, In,2, In,3, . . . , In,2n−1

αντίστοιχα που αφαιρούνται στο n-οστό ϐήµα της διαδικασίας για την κατασκευή του τριαδικού

συνόλου Cantor.

΄Οµως το G είναι η ένωση των ξένων ανά δύο ανοικτών διαστηµάτων In,k, n = 1, 2, . . . , k =

1, 2, . . . , 2n−1 και εποµένως ϕ′(x) = 0 για κάθε x ∈ G.

Στα παρακάτω σχήµατα ϕαίνεται η γραφική παράσταση της ϕ. Στο πρώτο σχήµα έχουµε

επεκτείνει τη συνάρτηση ϕ σ᾿ όλο το R ϑέτοντας ϕ(x) = 0 για x < 0 και ϕ(x) = 1 για

x > 1. Η γραφική παράσταση της ϕ στο δεύτερο σχήµα έγινε µε τη ϐοήθεια του λογισµικού

῾῾Mathematica᾿᾿.
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Πόρισµα 1.34. Επεκτείνουµε τη συνάρτηση Cantor–Lebesgue ϕ σ᾿ όλο το R ϑέτοντας ϕ(x) = 0

για x < 0 και ϕ(x) = 1 για x > 1. Ορίζουµε τη συνάρτηση F : R→ R µε

F (x) := x+ ϕ(x) , x ∈ R .

Τότε η συνάρτηση F είναι γνήσια αύξουσα, συνεχής και απεικονίζει το R επί του R.

Εναλλακτικός ορισµός της ιδιάζουσας συνάρτησης Cantor–Lebesgue.

Θα ορίσουµε τώρα τη συνάρτηση Cantor–Lebesgue µε ένα διαφορετικό αλλά ισοδύναµο τρόπο

µε αυτόν που δώσαµε στην Πρόταση 1.33.

Παραπέµπουµε και πάλι στην κατασκευή του τριαδικού συνόλου Cantor C. Για κάθε n ∈

N∗ ϑεωρούµε τα ανοικτά και ξένα ανά δύο διαστήµατα In,k, k = 1, 2, . . . , 2n − 1, µε διάταξη

από αριστερά προς τα δεξιά, που αφαιρούνται στα πρώτα n ϐήµατα της διαδικασίας για την

κατασκευή του Cn =
⋃2n

k=1 Jn,k. Είναι

In,1 =

(
1

3n
,

2

3n

)
, In,2 =

(
3

3n
,

6

3n

)
, . . . , In,2n−1 =

(
3n − 2

3n
,
3n − 1

3n

)
.
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Ορίζουµε την ακολουθία συναρτήσεων (fn) µε fn(x) = k/2n στο In,k, k = 1, 2, . . . , 2n − 1 και

παίρνουµε την fn να είναι γραµµική σε κάθε ένα από τα κλειστά διαστήµατα του Cn. Θέτουµε

fn(0) = 0, fn(1) = 1. Οι γραφικές παραστάσεις των f1 και f2 ϕαίνονται στα παρακάτω σχήµατα.

Κάθε συνάρτηση fn είναι συνεχής και αύξουσα στο διάστηµα [0, 1]. Επίσης είναι fn+1(x) = fn(x)

για κάθε x ∈ In,k, k = 1, 2, . . . , 2n − 1 και

|fn+1(x)− fn(x)| < 1

2n
, για κάθε x ∈ [0, 1] .

Επειδή η σειρά
∑∞

n=1 (1/2n) = 1 συγκλίνει, από το κριτήριο Weierstrass η σειρά
∑∞

n=1 (fn+1 − fn)

ϑα συγκλίνει οµοιόµορφα στο [0, 1]. ΄Εστω

∞∑
n=1

(fn+1(x)− fn(x)) = f(x) .

Επειδή

fn(x) =

n−1∑
k=1

(fk+1(x)− fk(x)) + f1(x) −−−→
n→∞

f(x) + f1(x) ,

αν ϕ(x) := f(x) + f1(x), η (fn) συγκλίνει οµοιόµορφα στη ϕ στο [0, 1]. Τότε, η συνάρτηση ϕ

είναι αύξουσα και συνεχής στο [0, 1] µε ϕ(0) = 0 και ϕ(1) = 1. Επίσης, η ϕ είναι σταθερή σε

κάθε ανοικτό διάστηµα που αφαιρείται για την κατασκευή του τριαδικού συνόλου Cantor. Η

ϕ : [0, 1]→ [0, 1] είναι η ιδιάζουσα συνάρτηση Cantor–Lebesgue.
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1.4.3 Κατασκευή του Γενικευµένου Συνόλου Cantor Ca, 0 < a ≤ 1.

Πρώτο ϐήµα. ΄Εστω K0 = [0, 1]. Αφαιρώντας από το µέσο 1/2 του [0, 1] ανοικτό διάστηµα

µήκους a/3, δηλαδή το διάστηµα

G1 = I1,1 =

(
1

2
− a

2 · 3
,

1

2
+

a

2 · 3

)
,

παίρνουµε το σύνολο K1 = J1,1 ∪ J1,2, όπου

J1,1 =

[
0 ,

1

2
− a

2 · 3

]
και J1,2 =

[
1

2
+

a

2 · 3
, 1

]
.

Είναι

` (J1,1) = ` (J1,2) =
1

2

(
1− a

3

)
>

a

32
.

∆εύτερο ϐήµα. Στη συνέχεια αφαιρούµε από τα µέσα των J1,1 και J1,2 τα ανοικτά διαστήµατα

I2,1 και I2,2 αντίστοιχα µήκους a/32 το καθένα. Αν G2 = I2,1 ∪ I2,2, τότε προκύπτει το σύνολο

K2 = [0, 1] \ (G1 ∪G2) =
⋃22

i=1 J2,i = J2,1 ∪ J2,2 ∪ J2,3 ∪ J2,4 µε

` (J2,i) =
1

22

(
1− a

3
− 2a

32

)
=

1

22

[
1− a

3

(
1 +

2

3

)]
.

n-οστό ϐήµα. Υποθέτουµε ότι έχουµε κατασκευάσει το σύνολο

Kn−1 = [0, 1] \

(
n−1⋃
i=1

Ei

)
=

2n−1⋃
i=1

Jn−1,i ,

όπου τα κλειστά διαστήµατα Jn−1,i, i = 1, . . . , 2n−1, είναι ξένα ανά δύο µε µήκος

` (Jn−1,i) =
1

2n−1

1− a

3

n−1∑
p=1

(
2

3

)p−1 .
Για να αποδείξουµε ότι το µήκος ` (Jn−1,i) > a/3n, αρκεί να δείξουµε ότι

a

3

n∑
p=1

(
2

3

)p−1
< 1 .

Πράγµατι, είναι
a

3

n∑
p=1

(
2

3

)p−1
<
a

3

∞∑
p=1

(
2

3

)p−1
= a ≤ 1 .



1.4. ΣΥΝΟΛΑ CANTOR ΚΑΙ Η Ι∆ΙΑΖΟΥΣΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ CANTOR–LEBESGUE 31

Εποµένως, από το µέσο κάθε διαστήµατος Jn−1,i µπορούµε να αφαιρέσουµε ανοικτό διάστηµα

In,i µήκους a/3n. Αν Gn =
⋃2n−1

i=1 In,i, τότε προκύπτει το σύνολο

Kn = [0, 1] \

(
n⋃
i=1

Ei

)
=

2n⋃
i=1

Jn,i ,

όπου τα κλειστά διαστήµατα Jn,i, i = 1, . . . , 2n, είναι ξένα ανά δύο µε µήκος

` (Jn,i) =
1

2n

1− a

3

n−1∑
p=1

(
2

3

)p−1− a

2 · 3n
=

1

2n

1− a

3

n∑
p=1

(
2

3

)p−1 .
Ας σηµειωθεί ότι

` (Jn,i) = (1− a)
1

2n
+

a

3n
, i = 1, . . . , 2n

και
2n∑
i=1

` (Jn,i) = 1− a+ a

(
2

3

)n
.

΄Εχουµε λοιπόν κατασκευάσει ακολουθία (Kn) κλειστών και ϕραγµένων συνόλων, τέτοια ώστε

Kn+1 ⊂ Kn.

Το γενικευµένο σύνολο Cantor είναι το

Ca :=

∞⋂
n=1

Kn .

Το Ca είναι ένα συµπαγές σύνολο που δεν περιέχει ανοικτά διαστήµατα. Επειδή τα ανοικτά και

ξένα ανά δύο διαστήµατα In,i
(
1 ≤ i ≤ 2n−1

)
, που αφαιρούνται από το σύνολο Kn−1 για την

κατασκευή του συνόλου Kn, έχουν συνολικό µήκος

2n−1∑
i=1

` (In,i) = 2n−1
a

3n
=
a

2

(
2

3

)n
,

το άθροισµα των µηκών όλων των ανοικτών διαστηµάτων που αφαιρούνται για την κατασκευή του

Ca είναι:
a

2
·
∞∑
n=1

(
2

3

)n
= a .

Εποµένως m(Ca) = 1 − a, δηλαδή το µέτρο Lebesgue του γενικευµένου συνόλου Cantor Ca

ισούται µε 1− a (ϐλέπε Παράδειγµα 2.55 στο κεφάλαιο 2). Παρατηρούµε ότι αν 0 < a < 1, τότε

m(Ca) > 0.

Σηµείωση. Για a = 1 παίρνουµε το τριαδικό σύνολο Cantor C, δηλαδή C1 ≡ C.
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Κεφάλαιο 2

Χώροι Μέτρου–Μέτρο Lebesgue

2.1 Η ΄Εννοια της Μετρησιµότητας

Ορισµός 2.1. Μια οικογένεια M υποσυνόλων του συνόλου X είναι µια σ-άλγεβρα, αν η M έχει

τις παρακάτω ιδιότητες :

(1) X ∈M.

(2) Αν A ∈M, τότε Ac ∈M (Ac είναι το συµπλήρωµα του A ως προς το X ).

(3) Αν An ∈M, n ∈ N∗, τότε και
⋃∞
n=1An ∈M.

Παρατηρήσεις 2.2. ( i) Επειδή ∅ = Xc, το ∅ ∈M.

( ii) Αν πάρουµε An+1 = An+2 = · · · = ∅ στην (3), τότε έχουµε ότι
⋃n
k=1Ak ∈ M όταν Ak ∈ M,

1 ≤ k ≤ n.

( iii) Αν An ∈M, επειδή
⋂∞
n=1An = (

⋃∞
n=1A

c
n)c, το σύνολο

⋂∞
n=1An ∈M.

( iv) Αν A,B ∈M, επειδή A \B = A ∩Bc, το A \B ∈M.

Αν M είναι µια οικογένεια υποσυνόλων του συνόλου X και υποθέσουµε ότι
⋃n
k=1Ak ∈ M,

για κάθε πεπερασµένη ακολουθία (Ak)
n
k=1 συνόλων της M, τότε η M µπορεί να µην είναι µια

σ-άλγεβρα.

33
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Παράδειγµα 2.3. ΄Εστω M η οικογένεια η οποία αποτελείται από το κενό σύνολο και όλα τα

υποσύνολα του [0, 1) τα οποία είναι ένωση πεπερασµένου το πλήθος υποσυνόλων του [0, 1) της

µορφής [a, b). Να αποδειχθεί ότι η M δεν είναι σ-άλγεβρα.

Απόδειξη. Προφανώς το [0, 1) ∈M. Αν Ai =
⋃m
k=1[ai(k), bi(k)) ∈M, 1 ≤ i ≤ n, τότε

n⋃
i=1

Ai =
n⋃
i=1

m⋃
k=1

[
ai(k), bi(k)

)
∈M και

n⋂
i=1

Ai =
n⋂
i=1

m⋃
k=1

[
ai(k), bi(k)

)
=

m⋃
k=1

n⋂
i=1

[
ai(k), bi(k)

)
∈M .

Αν A =
⋃m
k=1 [ak, bk), τότε

Ac = [0, 1) \A =

m⋂
k=1

([0, 1) \ [ak, bk)) =

m⋂
k=1

([0, ak) ∪ [bk, 1)) ∈M .

Επειδή
⋃∞
n=2 [1/n, 1) = (0, 1) /∈M, η M δεν είναι µια σ-άλγεβρα.

Ορισµός 2.4. Αν M είναι µια σ-άλγεβρα στο X, ο X λέγεται µετρήσιµος χώρος και τα στοιχεία

του M λέγονται µετρήσιµα σύνολα του X.

Ορισµός 2.5. Αν M είναι µια σ-άλγεβρα στο X, η συνάρτηση µ : M → [0,∞] λέγεται σ-

αθροιστικό (ή αριθµήσιµα αθροιστικό) ϑετικό µέτρο ή απλά ϑετικό µέτρο, αν η µ είναι

σ-αθροιστική. ∆ηλαδή αν (An)n∈N∗ είναι µια ακολουθία ξένων ανά δύο µετρήσιµων συνόλων, τότε

µ

( ∞⋃
n=1

An

)
=
∞∑
n=1

µ(An) . (2.1)

Υποθέτουµε ότι υπάρχει A ∈M τέτοιο ώστε µ(A) <∞.

Συνήθως µε τον όρο ῾῾χώρος µέτρου᾿᾿ εννοούµε τη διατεταγµένη τριάδα (X,M, µ), ενώ µε τον

όρο ῾῾µετρήσιµος χώρος᾿᾿ εννοούµε το διατεταγµένο Ϲεύγος (X,M). Ειδικά, αν µ(X) = 1 η

διατεταγµένη τριάδα (X,M, µ) λέγεται χώρος πιθανότητας και το ϑετικό µέτρο µ είναι ένα µέτρο

πιθανότητας.

Το µ λέγεται πεπερασµένα αθροιστικό ϑετικό µέτρο αν η (2.1) ισχύει για πεπερασµένα το

πλήθος µετρήσιµα σύνολα (Ak)
n
k=1.

Θα λέµε ότι το µετρήσιµο σύνολο E ⊆ X έχει σ-πεπερασµένο µέτρο, αν το E είναι αριθµήσιµη

ένωση µετρήσιµων συνόλων που έχουν πεπερασµένο µέτρο. ∆ηλαδή αν

E =

∞⋃
n=1

En , µε µ(En) <∞ για κάθε n ∈ N∗ .
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Θεώρηµα 2.6 (Ιδιότητες του µέτρου). ΄Εστω µ είναι ένα ϑετικό µέτρο στη σ-άλγεβρα M του

συνόλου X. Τότε

(αʹ) µ (∅) = 0.

(ϐʹ) Το µ είναι ένα πεπερασµένα αθροιστικό ϑετικό µέτρο, δηλαδή

µ (A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An) = µ(A1) + µ(A2) + · · ·+ µ(An) ,

όπου τα A1, A2, . . . , An είναι ξένα ανά δύο µετρήσιµα σύνολα.

(γʹ) Αν A ⊆ B, όπου A,B ∈ M τότε µ(A) ≤ µ(B). ∆ηλαδή η µ είναι µονότονη. Αν επιπλέον

µ(A) <∞, τότε

µ(B \A) = µ(B)− µ(A) .

(δʹ) Αν

A1 ⊆ A2 ⊆ · · · ⊆ An ⊆ · · · ,

όπου An ∈M, δηλαδή An ↗
⋃∞
n=1An, τότε

lim
n→∞

µ(An) = µ

( ∞⋃
n=1

An

)
.

(εʹ) ΄Εστω

A1 ⊇ A2 ⊇ · · · ⊇ An ⊇ · · · ,

όπου An ∈M, δηλαδή An ↘
⋂∞
n=1An. Αν µ(AN ) <∞ για κάποιο N ∈ N∗, τότε

lim
n→∞

µ(An) = µ

( ∞⋂
n=1

An

)
.

Απόδειξη. (αʹ) ΄Εστω A1 = A, µε µ(A) <∞ και A2 = A3 = · · · = ∅. Από τη (2.1) έχουµε

µ(A) = µ

( ∞⋃
n=1

An

)
=
∞∑
n=2

µ(An) + µ(A1) =
∞∑
n=2

µ(∅) + µ(A).

Τότε όµως
∑∞

n=2 µ(∅) = 0 που συνεπάγεται ότι µ(∅) = 0.
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(ϐʹ) Αν An+1 = An+2 = · · · = ∅, τότε

µ

( ∞⋃
k=1

Ak

)
= µ

(
n⋃
k=1

Ak

)
=

∞∑
k=1

µ(Ak) =

n∑
k=1

µ(Ak) .

(γʹ) Είναι B = A ∪ (B \A) και A ∩ (B \A) = ∅. Εποµένως, από τη (ϐ΄) έχουµε

µ(B) = µ(A) + µ(B \A) .

Κατά συνέπεια µ(B) ≥ µ(A) και αν µ(A) <∞, τότε

µ(B \A) = µ(B)− µ(A) .

(δʹ) ΄Εστω B1 = A1 και Bn = An \ An−1, n = 2, 3, . . . . Τα Bn ∈ M είναι ξένα ανά δύο,

An =
⋃n
k=1Bk και

⋃∞
n=1An =

⋃∞
k=1Bk. Εποµένως

µ

( ∞⋃
n=1

An

)
= µ

( ∞⋃
k=1

Bk

)
=

∞∑
k=1

µ(Bk) και µ(An) =

n∑
k=1

µ(Bk) .

΄Αρα

lim
n→∞

µ(An) =

∞∑
k=1

µ(Bk) = µ

( ∞⋃
n=1

An

)
.

(εʹ) ΄Εστω Cn := AN \An (για n ≤ N το Cn = ∅). Τότε C1 ⊆ C2 ⊆ · · · ⊆ Cn ⊆ · · · και από τη (γ΄)

µ(Cn) = µ(AN )− µ(An) .

Αν A =
⋂∞
n=1An,

AN \A = AN \
∞⋂
n=1

An =
∞⋃
n=1

(AN \An) =
∞⋃
n=1

Cn

και από τη (δ΄) έχουµε

µ(AN \A) = lim
n→∞

µ(Cn) = µ(AN )− lim
n→∞

µ(An) .

΄Οµως µ(AN ) <∞, οπότε

µ(AN )− µ(A) = µ(AN )− lim
n→∞

µ(An) .

΄Αρα, limn→∞ µ(An) = µ(A).
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Παράδειγµα 2.7. Αν (X,M, µ) είναι ένας χώρος µέτρου, τότε για κάθε A,B ∈M είναι

µ(A) + µ(B) = µ(A ∪B) + µ(A ∩B) . (2.2)

Απόδειξη. ΄Εχουµε

A ∪B = (A \B) ∪ (B \A) ∪ (A ∩B) ,

όπου τα A \B, B \A και A ∩B είναι ξένα ανά δύο µετρήσιµα σύνολα. Εποµένως,

µ(A ∪B) + µ(A ∩B) = µ(A \B) + µ(B \A) + µ(A ∩B) + µ(A ∩B)

= [µ(A \B) + µ(A ∩B)] + [µ(B \A) + µ(A ∩B)]

= µ(A) + µ(B) .

Η ταυτότητα (2.2) γενικεύεται για n το πλήθος µετρήσιµα σύνολα (άσκηση 1).

Παράδειγµα 2.8 (Το Αριθµητικό Μέτρο). ΄Εστω X είναι ένα σύνολο και M = P(X), το δυνα-

µοσύνολο του X. Αν µ : M→ [0,∞] µε

µ(E) =


|E| αν το σύνολο E είναι πεπερασµένο

∞ αν το E είναι απειροσύνολο ,

το µ λέγεται αριθµητικό µέτρο. Εύκολα διαπιστώνεται ότι (X,M, µ) είναι ένας χώρος µέτρου.

Ειδικά αν X = N∗ και An := {n, n+ 1, . . .}, τότε An ⊃ An+1, n = 1, 2, . . . και µ(An) = ∞.

Επειδή
⋂∞
n=1An = ∅, είναι µ (

⋂∞
n=1An) = µ(∅) = 0. Εποµένως

µ

( ∞⋂
n=1

An

)
= 0 6=∞ = lim

n→∞
µ(An) .

∆ηλαδή δεν ισχύει η ιδιότητα (ε΄) του προηγούµενου ϑεωρήµατος. Η υπόθεση µ(AN ) < ∞ για

κάποιο N ∈ N∗ είναι αναγκαία στην (ε΄). Επειδή µ(An \ An+1) = µ({n}) = 1, ενώ µ(An) −

µ(An+1) = ∞ −∞, η υπόθεση µ(A) < ∞ είναι αναγκαία στην ιδιότητα (γ΄) του προηγούµενου

ϑεωρήµατος.
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Παράδειγµα 2.9 (Το Μέτρο Dirac). ΄Εστω X ένα µη κενό σύνολο και P (X) το δυναµοσύνολο

του X. Αν x0 ∈ X, ορίζουµε το δx0 : P(X)→ [0,∞] µε

δx0(E) =


1 αν το x0 ∈ E,

0 αν το x0 /∈ E .

∆ηλαδή δx0(E) = χ
E

(x0). Το δx0 λέγεται µέτρο Dirac στο x0. Εύκολα διαπιστώνεται ότι

(X,P(X), δx0) είναι ένας χώρος µέτρου.

Παράδειγµα 2.10. ΄Εστω X αριθµήσιµο απειροσύνολο και M = P (X) το δυναµοσύνολο του X.

Ορίζουµε το µ : M→ [0,∞] µε

µ(A) =


0 αν το A είναι πεπερασµένο,

∞ αν το A δεν είναι πεπερασµένο .

Τότε το µ είναι ένα πεπερασµένα αθροιστικό ϑετικό µέτρο, που όµως δεν είναι ένα σ-αθροιστικό

ϑετικό µέτρο.

Λύση. ΄Εστω A1, . . . , An ξένα ανά δύο υποσύνολα του X και A =
⋃n
k=1Ak. Αν κάθε Ak είναι

πεπερασµένο σύνολο, τότε και το A είναι πεπερασµένο σύνολο οπότε
∑n

k=1 µ(Ak) = µ(A) = 0.

∆ιαφορετικά, αν ένα τουλάχιστον από τα Ak είναι απειροσύνολο, τότε το A είναι απειροσύνολο

και
∑n

k=1 µ(Ak) = µ(A) =∞. ∆ηλαδή το µ είναι ένα πεπερασµένα αθροιστικό ϑετικό µέτρο. Αν

υποθέσουµε ότι X = N, επειδή N =
⋃∞
n=0{n}, τότε

0 =
∞∑
n=0

µ({n}) < µ(N) =∞ .

Εποµένως το µ δεν είναι σ-αθροιστικό ϑετικό µέτρο.

Παράδειγµα 2.11. Αν

S :=
{
A ⊆ [0, 1] : η χαρακτηριστική συνάρτηση χ

A
είναι Riemann ολοκληρώσιµη

}
,

τότε η S δεν είναι µια σ-άλγεβρα στο [0, 1]. Πράγµατι, αν Q∩ [0, 1] = {r1, r2, . . . , rn, . . .} είναι µια

αρίθµηση των ϱητών αριθµών στο διάστηµα [0, 1], η χ
rn

είναι Riemann ολοκληρώσιµη µε∫ 1

0
χ
rn

(x) dx = 0 .
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Εποµένως {rn} ∈ S, για κάθε n ∈ N∗. ΄Οµως
⋃∞
n=1{rn} = Q ∩ [0, 1] και η χQ∩[0,1] =

∑∞
n=1χrn

είναι η συνάρτηση Dirichlet

D(x) :=


1 αν x ∈ Q ∩ [0, 1]

0 αν x άρρητος ,

που ως γνωστόν δεν είναι Riemann ολοκληρώσιµη. ΄Αρα,
⋃∞
n=1{rn} /∈ S.

Αν για A ∈ S ορίσουµε

µ(A) :=

∫ 1

0
χ
A

(x) dx ,

τότε το µ είναι πεπερασµένα αθροιστικό ϑετικό µέτρο, δεν είναι όµως σ-αθροιστικό ϑετικό µέτρο.

Παράδειγµα 2.12. ΄ΕστωX είναι ένα απειροσύνολο και (xn) ακολουθία σηµείων τουX. Αν (pn)

είναι ακολουθία µη αρνητικών αριθµών και A ∈ P(X), ορίζουµε

µ(A) :=
∞∑
i=1

piχA∩{xi} =
∑

{i:xi∈A}

pi .

Αν (Ak) είναι ακολουθία ξένων ανά δύο υποσυνόλων του X, τότε

µ

( ∞⋃
k=1

Ak

)
=

∞∑
i=1

piχ(
⋃∞
k=1 Ak)∩{xi}

=
∞∑
i=1

piχ⋃∞
k=1(Ak∩{xi})

=
∞∑
i=1

pi

∞∑
k=1

χAk∩{xi}

=

∞∑
k=1

∞∑
i=1

piχAk∩{xi}

=
∞∑
k=1

µ(Ak) .

Επειδή η (Ak ∩ {xi})k∈N∗ είναι ακολουθία ξένων ανά δύο συνόλων, χρησιµοποιήσαµε το γεγονός

ότι

χ⋃∞
k=1(Ak∩{xi})

=

∞∑
k=1

χAk∩{xi} .

Εποµένως το µ είναι ένα σ-αθροιστικό ϑετικό µέτρο στη σ-άλγεβρα P (X) του X. Αν
∑∞

i=1 pi = 1,

το µ λέγεται διακριτό µέτρο πιθανότητας. Ας σηµειωθεί ότι

µ({xi}) = pi , ∀i ∈ N∗ και µ({x}) = 0 αν x 6= xi .
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Μπορούµε λοιπόν να ϑεωρήσουµε ότι το µ ορίζεται σε όλα τα υποσύνολα του Y
ορ.
= {xn : n ≥ 1}.

Αναφέρουµε µερικές ειδικές περιπτώσεις :

(αʹ) ∆ιωνυµικη Κατανοµή. Y = {x0, x1, . . . , xn}, 0 < p < 1 και pk =
(
n
k

)
pk (1− p)n−k, 0 ≤ k ≤

n.

(ϐʹ) Κατανοµή Poisson. Y = {x0, x1, . . . , xn, . . .}, pk = λke−λ/k! , k = 0, 1, 2, . . . , όπου λ > 0.

(γʹ) Οµοιόµορφη Κατανοµή. Y = {x0, x1, . . . , xn}, pk = 1/n , 0 ≤ k ≤ n.

Το µέτρο µ : M→ [0,∞], όπου M είναι µια σ-άλγεβρα στο X, είναι σ- αθροιστικό. Τι µπορούµε

να πούµε στην περίπτωση που η ακολουθία (An)∞n=1 ⊂M και τα σύνολα An δεν είναι ξένα ανά

δύο ; Για να απαντήσουµε στο ερώτηµα χρειαζόµαστε την παρακάτω ϐοηθητική πρόταση.

Λήµµα 2.13. ΄Εστω (An) µια ακολουθία υποσυνόλων ενός συνόλου X. Ορίζουµε την ακολουθία

συνόλων (Bn) ως εξής

B1 = A1, Bn = An \
n−1⋃
k=1

Ak , n ≥ 2 .

Τότε τα σύνολα Bn είναι ξένα ανά δύο µε Bn ⊆ An, για κάθε n ∈ N∗ και

∞⋃
n=1

An =

∞⋃
n=1

Bn .

Απόδειξη. Αν x ∈
⋃∞
n=1An, έστω n0 ο µικρότερος ακέραιος τέτοιος ώστε x ∈ An0 . Τότε το x /∈ An,

για n = 1, 2, . . . , n0 − 1 και εποµένως x ∈ Bn0 ⊆
⋃∞
n=1Bn (αν n0 = 1, τότε x ∈ A1 = B1).

∆ηλαδή
⋃∞
n=1An ⊆

⋃∞
n=1Bn. ΄Οµως Bn ⊆ An, για κάθε n ∈ N∗, οπότε

⋃∞
n=1Bn ⊆

⋃∞
n=1An.

΄Αρα,
⋃∞
n=1An =

⋃∞
n=1Bn.

Πρόταση 2.14. Αν (An) ⊂M, όπου (X,M, µ) είναι ένας χώρος µέτρου, τότε

µ

( ∞⋃
n=1

An

)
≤
∞∑
n=1

µ(An) .

∆ηλαδή το µέτρο µ είναι σ-υποαθροιστικό.
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Απόδειξη. ΄Εστω (Bn) η ακολουθία συνόλων που ορίσαµε στο προηγούµενο λήµµα. Τα σύνολα

Bn ∈ M και είναι ξένα ανά δύο. Επειδή Bn ⊆ An, ϑα είναι µ(Bn) ≤ µ(An), για κάθε n ∈ N∗.

Εποµένως,

µ

( ∞⋃
n=1

An

)
= µ

( ∞⋃
n=1

Bn

)
=

∞∑
n=1

µ(Bn) ≤
∞∑
n=1

µ(An) .

Ενώ, τις περισσότερες ϕορές, σχετικά εύκολα διαπιστώνεται αν το µ είναι ένα πεπερασµένα αθροι-

στικό ϑετικό µέτρο, γενικά είναι πιο δύσκολο να αποδείξει κανείς ότι το µ είναι ένα σ-αθροιστικό

ϑετικό µέτρο. Γι᾿ αυτό το λόγο το επόµενο αποτέλεσµα είναι χρήσιµο.

Θεώρηµα 2.15. ΄Εστω µ είναι ένα πεπερασµένα αθροιστικό ϑετικό µέτρο στη σ-άλγεβρα M.

(αʹ) Αν για κάθε ακολουθία (Ak) ⊂M, Ak ⊆ Ak+1, είναι limk→∞ µ(Ak) = µ (
⋃∞
k=1Ak), τότε το µ

είναι ένα σ-αθροιστικό ϑετικό µέτρο.

(ϐʹ) Υποθέτουµε ότι για κάθε ακολουθία (Ak) ⊂ M, Ak ⊇ Ak+1, µε
⋂∞
k=1Ak = ∅ είναι

limk→∞ µ(Ak) = 0. Τότε το µ είναι ένα σ-αθροιστικό ϑετικό µέτρο.

Απόδειξη. (αʹ) Αν (Ak) ⊂ M είναι µια ακολουθία ξένων ανά δύο µετρήσιµων συνόλων και Bn =⋃n
k=1Ak, τότε Bn ⊆ Bn+1 και

⋃∞
n=1Bn =

⋃∞
k=1Ak. Από την υπόθεση limn→∞ µ(Bn) =

µ (
⋃∞
k=1Ak). Επειδή το µ είναι ένα πεπερασµένα αθροιστικό ϑετικό µέτρο, µ(Bn) =

∑n
k=1 µ(Ak).

Εποµένως

µ

( ∞⋃
k=1

Ak

)
= lim

n→∞
µ(Bn) = lim

n→∞

n∑
k=1

µ(Ak) =
∞∑
k=1

µ(Ak),

δηλαδή το µ είναι ένα σ-αθροιστικό ϑετικό µέτρο.

(ϐʹ) Αν (Ak) ⊂ M είναι µια ακολουθία ξένων ανά δύο µετρήσιµων συνόλων και Bn =
⋃n
k=1Ak,

τότε
⋃∞
n=1Bn =

⋃∞
k=1Ak. Θέτουµε Cn := (

⋃∞
k=1Ak) \Bn, οπότε Cn ⊇ Cn+1 και

∞⋂
n=1

Cn =

∞⋂
n=1

(( ∞⋃
k=1

Ak

)
\Bn

)
=

( ∞⋃
k=1

Ak

)
\

( ∞⋃
n=1

Bn

)
= ∅.

Από την υπόθεση limn→∞ µ(Cn) = 0. Επειδή
⋃∞
k=1Ak = Cn ∪ Bn, µε Cn ∩ Bn = ∅ και το

µ είναι ένα πεπερασµένα αθροιστικό ϑετικό µέτρο, ϑα είναι µ (
⋃∞
k=1Ak) = µ(Cn) + µ(Bn).
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Επίσης µ(Bn) =
∑n

k=1 µ(Ak). Εποµένως,

µ

( ∞⋃
k=1

Ak

)
= lim

n→∞
(µ(Cn) + µ(Bn)) = lim

n→∞
µ(Bn) =

∞∑
k=1

µ(Ak)

δηλαδή το µ είναι ένα σ-αθροιστικό ϑετικό µέτρο.

Πρόταση 2.16. Αν F είναι µια οικογένεια υποσυνόλων τουX, τότε υπάρχει η µικρότερη σ-άλγεβρα

M∗ στο X µε F ⊂M∗. Η M∗ λέµε ότι είναι η σ-άλγεβρα που παράγεται από την F .

Απόδειξη. ΄Εστω Ω είναι η οικογένεια όλων των σ-αλγεβρών M στο X οι οποίες περιέχουν την F.

Επειδή το δυναµοσύνολο P(X) είναι µια σ-άλγεβρα στο X, η οποία περιέχει την F, η οικογένεια

Ω δεν είναι το κενό σύνολο. ΄Εστω M∗ είναι η τοµή όλων των σ-αλγεβρών που περιέχουν την

F. Προφανώς F ⊂ M∗ και η M∗ περιέχεται σ᾿ όλες τις σ-άλγεβρες του X που περιέχουν την F.

Αρκεί να δείξουµε ότι η M∗ είναι µια σ-άλγεβρα στο X. Πράγµατι, αν An ∈M∗ (n ∈ N∗) και αν

M ∈ Ω, τότε An ∈ M και εποµένως
⋃∞
n=1An ∈ M (επειδή η M είναι µια σ-άλγεβρα ). Επειδή⋃∞

n=1An ∈ M, για κάθε M ∈ Ω, ϑα είναι και
⋃∞
n=1An ∈ M∗. Παρόµοια αποδεικνύεται ότι αν

A ∈M∗, τότε Ac ∈M∗ και X ∈M∗.

2.2 Εφαρµογή–Τύπος γινοµένου του Euler για τη συνάρτηση Ϲήτα

του Riemann

Η συνάρτηση Ϲήτα του Riemann ορίζεται από τη σειρά του Dirichlet

ζ(s) :=
∞∑
n=1

1

ns
, s ∈ (1,∞) .

Η συνάρτηση ζ του Riemann παίζει κύριο ϱόλο στην αναλυτική ϑεωρία αριθµών, στη ϑεωρία

αριθµών και έχει εφαρµογές στη ϕυσική, στη ϑεωρία πιθανοτήτων και στην εφαρµοσµένη στατι-

στική. Η σύνδεση της συνάρτησης ζ µε τους πρώτους αριθµούς ανακαλύφθηκε από τον Leonhard

Euler ο οποίος απέδειξε την ταυτότητα

ζ(s) =
∏
p∈P

(
1− p−s

)−1
, s ∈ (1,∞) , (2.3)
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όπου P = {p : p είναι πρώτος αριθµός}. Ο τύπος (2.3) λέγεται και τύπος γινοµένου του Euler.

Σηµείωση. Ο τύπος γινοµένου του Euler γράφεται και στη µορφή

ζ(s) =

∞∏
j=1

(
1

1− p−sj

)
, s ∈ (1,∞) ,

όπου (pj) είναι η αύξουσα ακολουθία των πρώτων αριθµών, δηλαδή {2, 3, 5, 7, 11, 13, . . .}.

Θα δώσουµε στη συνέχεια µια ενδιαφέρουσα πιθανοθεωρητική απόδειξη της (2.3). Με (Ω,A,P)

συµβολίζουµε ένα χώρο πιθανότητας, τα σύνολα A ∈ A είναι τα ενδεχόµενα και P(A) είναι η

πιθανότητα του A.

Ορισµός 2.17. ΄Εστω I ένα σύνολο δεικτών και έστω (Ai)i∈I µια οικογένεια ενδεχόµενων. Η

οικογένεια (Ai)i∈I ϑα λέγεται ανεξάρτητη αν για κάθε πεπερασµένο υποσύνολο J ⊂ I είναι

P

⋂
j∈J

Aj

 =
∏
j∈J

P(Aj) .

Αν τα A,B ∈ A είναι ανεξάρτητα, τότε και τα σύνολα(ενδεχόµενα) Ac = Ω \ A, Bc = Ω \ B ϑα

είναι ανεξάρτητα. Πράγµατι,

P(Ac ∩Bc) = P(Bc)−P(A ∩Bc)

= 1−P(B)− [P(A)−P(A ∩B)]

= 1−P(B)−P(A) + P(A)P(B) (P(A ∩B) = P(A)P(B))

= (1−P(A)) (1−P(B)) = P(Ac)P(Bc) .

Με παρόµοιο τρόπο µπορούµε να αποδείξουµε ότι και τα ενδεχόµενα Ac = Ω \ A, B ϑα είναι

ανεξάρτητα. Επαγωγικά αποδεικνύεται ότι αν (Ai)i∈I είναι οικογένεια ανεξάρτητων ενδεχόµενων,

τότε και τα ενδεχόµενα (Bi)i∈I ϑα είναι ανεξάρτητα, όπου κάθε Bi είναι ίσο είτε µε το Ai ή µε το

Aci (άσκηση 2).

Πρόταση 2.18 (Τύπος Euler για τους πρώτους αριθµούς). ΄Εστω
(
N∗, 2N,P

)
ο χώρος πιθα-

νότητας µε

P({n}) := ζ(s)−1n−s , n ∈ N∗ ,
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όπου

ζ(s) :=
∞∑
n=1

n−s , s ∈ (1,∞) ,

είναι η συνάρτηση ζ του Riemann. Αν pN∗ = {pn : n ∈ N∗} ⊂ N∗ όπου p ∈ P , δηλαδή p είναι

πρώτος αριθµός, τότε τα ενδεχόµενα {pN∗ : p ∈ P} είναι ανεξάρτητα και ισχύει ο τύπος

ζ(s) =
∏
p∈P

(
1− p−s

)−1
.

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι

P (pN∗) = P

( ∞⋃
n=1

{pn}

)

=

∞∑
n=1

P({pn})

=
∞∑
n=1

ζ(s)−1(pn)−s

= ζ(s)−1p−s
∞∑
n=1

n−s

= ζ(s)−1p−sζ(s) = p−s .

Επειδή
⋂k
i=1 piN∗ = (p1 · · · pk)N∗, έχουµε

P

(
k⋂
i=1

piN∗
)

= P ((p1 · · · pk)N∗) = (p1 · · · pk)−s =
k∏
i=1

P (piN∗) ,

δηλαδή τα ενδεχόµενα {pN∗ : p ∈ P} είναι ανεξάρτητα. Τότε και τα ενδεχόµενα {(pN∗)c : p ∈ P}

ϑα είναι ανεξάρτητα. Αν Pn := {p ∈ P : p ≤ n} είναι το σύνολο των πρώτων αριθµών που είναι

µικρότεροι ή ίσοι του n ∈ N∗, τότε ⋂
p∈Pn

(pN∗)c ↘
⋂
p∈P

(pN∗)c

και εποµένως από την ιδιότητα (ε΄) του µέτρου έχουµε

P

⋂
p∈P

(pN∗)c
 = lim

n→∞
P

 ⋂
p∈Pn

(pN∗)c
 .
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΄Αρα,

ζ(s)−1 = P({1})

= P

⋂
p∈P

(pN∗)c


= lim
n→∞

P

 ⋂
p∈Pn

(pN∗)c


= lim
n→∞

∏
p∈Pn

P ((pN∗)c) ({(pN∗)c : p ∈ P} είναι ανεξάρτητα ενδεχόµενα)

= lim
n→∞

∏
p∈Pn

(1−P (pN∗))

= lim
n→∞

∏
p∈Pn

(
1− p−s

)
=
∏
p∈P

(
1− p−s

)
.

2.3 Ανώτερο και Κατώτερο ΄Οριο Ακολουθίας Συνόλων

Αν (an) είναι µια ακολουθία πραγµατικών αριθµών, τότε ως γνωστόν το ανώτερο όριο lim sup
n→∞

an

και το κατώτερο όριο lim inf
n→∞

an ορίζονται ως εξής

lim sup
n→∞

an := inf
n∈N

(
sup
k≥n

ak

)
και lim inf

n→∞
an := sup

n∈N

(
inf
k≥n

ak

)
.

∆ηλαδή, αν για κάθε n ∈ N∗ ορίσουµε τις ακολουθίες

an := sup {ak : k ≥ n} = sup
k≥n

ak και an := inf {ak : k ≥ n} = inf
k≥n

ak ,

τότε η (an) είναι ϕθίνουσα, η (an) είναι αύξουσα και

lim sup
n→∞

an = lim
n→∞

an = inf
n∈N

an , lim inf
n→∞

an = lim
n→∞

an = sup
n∈N

an .

Χρησιµοποιούµε και τους συµβολισµούς

lim sup an ή lim an, lim inf an ή lim an αντί για lim sup
n→∞

an, lim inf
n→∞

an αντίστοιχα .

Παρόµοια ορίζεται το ανώτερο και το κατώτερο όριο µιας ακολουθίας (An) υποσυνόλων ενός

συνόλου X.
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Ορισµός 2.19. Το ανώτερο και το κατώτερο όριο ακολουθίας (An) υποσυνόλων ενός συνόλου

X ορίζονται ως εξής

lim sup
n→∞

An : =
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak ,

lim inf
n→∞

An : =
∞⋃
n=1

∞⋂
k=n

Ak .

Η
(⋃

k≥nAk : n ∈ N∗
)

είναι ϕθίνουσα ακολουθία υποσυνόλων του συνόλου X και αυτό συνε-

πάγεται ότι το limn→∞
⋃
k≥nAk =

⋂
n∈N

⋃
k≥nAk υπάρχει. Παρόµοια η

(⋂
k≥nAk : n ∈ N∗

)
είναι αύξουσα ακολουθία υποσυνόλων του συνόλου X και κατά συνέπεια το limn→∞

⋂
k≥nAk =⋃

n∈N∗
⋂
k≥nAk υπάρχει. Εποµένως τα lim sup

n→∞
An και lim inf

n→∞
An πάντοτε υπάρχουν (µπορεί να

είναι ίσα και µε το κενό σύνολο).

Χρησιµοποιούµε και τους συµβολισµούς

lim supAn ή limAn, lim inf An ή limAn αντί για lim sup
n→∞

An, lim inf
n→∞

An αντίστοιχα .

Λήµµα 2.20. ΄Εστω (An) ακολουθία υποσυνόλων ενός συνόλου X. Τότε

(1) lim supAn = {x ∈ X : x ∈ An για άπειρα το πλήθος n ∈ N∗},

(2) lim inf An = {x ∈ X : x ∈ An για όλα εκτός από πεπερασµένα το πλήθος n ∈ N∗},

(3) lim inf An ⊆ lim supAn.

Απόδειξη. (1) Αν x ∈ An για άπειρα το πλήθος n ∈ N∗, τότε για κάθε n ∈ N∗ έχουµε x ∈
⋃
k≥nAk

και εποµένως

x ∈
⋂
n∈N∗

⋃
k≥n

Ak = lim supAn .

Αντίστροφα, αν x ∈ lim supAn =
⋂
n∈N∗

⋃
k≥nAk, τότε x ∈

⋃
k≥nAk για κάθε n ∈ N∗.

Εποµένως για κάθε n ∈ N∗, x ∈ Ak για κάποιο k ≥ n. ΄Αρα, x ∈ An για άπειρα το πλήθος

n ∈ N∗.

(2) ΄Εστω x ∈ X. Αν x ∈ An για όλα εκτός από πεπερασµένα το πλήθος n ∈ N∗, τότε υπάρχει n0
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τέτοιο ώστε x ∈ Ak για κάθε k ≥ n0. Εποµένως

x ∈
⋂
k≥n0

Ak ⊆
⋃
n∈N∗

⋂
k≥n

Ak = lim inf An .

Αντίστροφα, αν x ∈ lim inf An =
⋃
n∈N∗

⋂
k≥nAk, τότε x ∈

⋂
k≥n0

Ak για κάποιο n0 ∈ N∗ και

εποµένως x ∈ Ak για κάθε k ≥ n0. ΄Αρα, x ∈ An για όλα εκτός από πεπερασµένα το πλήθος

n ∈ N∗.

(3) Η (1) και η (2) συνεπάγονται την (3).

Αν limAn = limAn = A, ϑα λέµε ότι η ακολουθία (An) συγκλίνει και γράφουµε limAn = A. Αν

χ
An

είναι η χαρακτηριστική συνάρτηση του συνόλου An, τότε

limχ
An

= χlimAn
και limχ

An
= χ

limAn
.

Ειδικά αν η ακολουθία (χ
An

) συγκλίνει, τότε limχ
An

= χ
limAn

(άσκηση 4).

Αν (X,M, µ) είναι χώρος µέτρου µε µ(X) <∞ και (An) είναι ακολουθία µετρήσιµων συνόλων,

τότε εύκολα αποδεικνύεται ότι (άσκηση 7)

µ(limAn) ≤ limµ(An) ≤ limµ(An) ≤ µ(limAn) .

Παράδειγµα 2.21 (Λήµµα Borel–Cantelli). ΄Εστω M µια σ-άλγεβρα στο σύνολο X και έστω

µ : M→ [0,∞] ένα σ-αθροιστικό ϑετικό µέτρο. Αν (En) είναι µια ακολουθία µετρήσιµων συνόλων

µε
∑∞

n=1 µ (En) < +∞, τότε το σύνολο των σηµείων που ανήκουν σε άπειρα το πλήθοςEn, δηλαδή

το lim supEn (καθώς επίσης και το lim inf En), έχει µέτρο µηδέν.

Απόδειξη. Είναι lim supEn =
⋂∞
n=1 Fn, όπου Fn :=

⋃∞
k=nEk. ΄Οµως Fn ⊇ Fn+1, για κάθε

n ∈ N∗ και µ(F1) = µ (
⋃∞
k=1Ek) ≤

∑∞
k=1 µ(Ek) < +∞. Επειδή µ (

⋃∞
k=nEk) ≤

∑∞
k=n µ(Ek),

από το Θεώρηµα 2.6 (ε΄) έχουµε

µ (lim supEn) = lim
n→∞

µ

( ∞⋃
k=n

Ek

)
≤ lim

n→∞

∞∑
k=n

µ(Ek).
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΄Οµως
∑∞

k=1 µ(Ek) < +∞, συνεπάγεται ότι limn→∞
∑∞

k=n µ(Ek) = 0. ΄Αρα µ (lim supEn) = 0.

Σηµείωση. Επειδή το σύνολο των σηµείων που ανήκουν σε άπειρα το πλήθος En έχει µέτρο µηδέν,

µια ισοδύναµη διατύπωση του Λήµµατος Borel– Cantelli είναι η εξής :

῾῾ Σχεδόν όλα τα x ∈ X ανήκουν σε πεπερασµένα το πολύ En ᾿᾿ (ϐλέπε και Παράδειγµα 4.22).

2.4 Εξωτερικό Μέτρο Lebesgue

Αν E είναι υποσύνολο του R, ορίζουµε το εξωτερικό µέτρο Lebesgue του E ως εξής :

m∗(E) = inf

{ ∞∑
n=1

`(In) : E ⊆
∞⋃
n=1

In

}
,

όπου το infimum το παίρνουµε πάνω σε όλα τα καλύµµατα του E από αριθµήσιµες ενώσεις

διαστηµάτων ( µε `(In) συµβολίζουµε το µήκος του In).

Πρόταση 2.22. (αʹ) Είναι 0 ≤ m∗(E) ≤ ∞, για κάθε E ⊆ R.

(ϐʹ) Αν E ⊆ F , τότε m∗(E) ≤ m∗(F ).

(γʹ) Αν το E είναι αριθµήσιµο υποσύνολο του R, τότε m∗(E) = 0.

(δʹ) Αν το E είναι ϕραγµένο υποσύνολο του R, τότε m∗(E) <∞.

(εʹ) m∗(E) = inf {
∑∞

n=1(bn − an) : E ⊆
⋃∞
n=1(an, bn)}, όπου το infimum το παίρνουµε πάνω σε

όλα τα καλύµµατα του E από αριθµήσιµες ενώσεις ανοικτών και ϕραγµένων διαστηµάτων.

Απόδειξη. (αʹ) Είναι προφανές από τον ορισµό του m∗(E).

(ϐʹ) Αν E ⊆ F ⊆ R και (In) είναι ακολουθία διαστηµάτων τέτοια ώστε F ⊆
⋃∞
n=1 In, τότε και

E ⊆
⋃∞
n=1 In που συνεπάγεται ότι m∗(E) ≤

∑∞
n=1 `(In). Εποµένως,

m∗(E) ≤ inf

{ ∞∑
n=1

`(In) : F ⊆
∞⋃
n=1

In

}
= m∗(F ) .

(γʹ) Αν E = {e1, e2, . . . , en, . . .}, τότε για κάθε ε > 0 είναι E ⊆
⋃∞
n=1

(
en − ε/2n+1, en + ε/2n+1

)
και εποµένως

m∗(E) ≤
∞∑
n=1

`
(
en − ε/2n+1, en + ε/2n+1

)
=

∞∑
n=1

ε/2n = ε .
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΄Αρα, m∗(E) = 0.

(δʹ) Επειδή το E είναι ϕραγµένο, E ⊆ [a, b] για κάποια πεπερασµένα a < b. Τότε

m∗(E) ≤ `([a, b]) = b− a <∞ .

(εʹ) Για κάθε ακολουθία ανοικτών και ϕραγµένων διαστηµάτων (In), In = (an, bn) µε E ⊆⋃∞
n=1 (an, bn), από τον ορισµό του m∗(E) έχουµε

m∗(E) ≤
∞∑
n=1

(bn − an) . (2.4)

Για να αποδείξουµε ότι m∗(E) = inf {
∑∞

n=1(bn − an) : E ⊆
⋃∞
n=1(an, bn)}, χωρίς ϐλάβη της

γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε ότι m∗(E) < ∞. ΄Εστω ε > 0. Από τον ορισµό του

m∗(E) υπάρχει ακολουθία ϕραγµένων διαστηµάτων (In) µε E ⊆
⋃∞
n=1 In και

∞∑
n=1

`(In) < m∗(E) + ε/2 .

΄Οµως για κάθε n ∈ N∗ υπάρχει ανοικτό και ϕραγµένο διάστηµα Jn µε Jn ⊇ In, τέτοιο ώστε

`(Jn) ≤ `(In) + ε/2n+1 .

Εποµένως, E ⊆
⋃∞
n=1 In ⊆

⋃∞
n=1 Jn και από τις δύο τελευταίες ανισότητες έχουµε

∞∑
n=1

`(Jn) ≤
∞∑
n=1

(
`(In) + ε/2n+1

)
) =

∞∑
n=1

`(In) + ε/2 < m∗(E) + ε . (2.5)

Η απόδειξη της (ε΄) προκύπτει από τις (2.4) και (2.5).

Πόρισµα 2.23. Αν E είναι υποσύνολο του R, τότε

m∗(E) = inf

{ ∞∑
n=1

`(Jn) : E ⊆
∞⋃
n=1

Jn

}
,

όπου το infimum το παίρνουµε πάνω σε όλα τα καλύµµατα του E από αριθµήσιµες ενώσεις ϕραγµέ-

νων διαστηµάτων Jn που είναι κλειστά ( ή αριστερά ανοικτά και δεξιά κλειστά, ή αριστερά κλειστά

και δεξιά ανοικτά ή συνδυασµός από ανοικτά, ηµιανοικτά και κλειστά διαστήµατα).
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Απόδειξη. Η απόδειξη ϑα γίνει για την περίπτωση που τα Jn είναι κλειστά και ϕραγµένα δια-

στήµατα (η απόδειξη των άλλων περιπτώσεων είναι εντελώς παρόµοια). Για κάθε αριθµήσιµη

οικογένεια κλειστών και ϕραγµένων διαστηµάτων (Jn) µε E ⊆
⋃∞
n=1 Jn, από τον ορισµό του

m∗(E) έχουµε

m∗(E) ≤
∞∑
n=1

`(Jn) . (2.6)

Για να αποδείξουµε ότιm∗(E) = inf {
∑∞

n=1 `(Jn) : E ⊆
⋃∞
n=1 Jn}, χωρίς ϐλάβη της γενικότητας

µπορούµε να υποθέσουµε ότι m∗(E) < ∞. ΄Εστω ε > 0. Από την Πρόταση 2.22 (ε΄) υπάρχει

ακολουθία ανοικτών και ϕραγµένων διαστηµάτων (In) µε E ⊆
⋃∞
n=1 In και

∞∑
n=1

`(In) < m∗(E) + ε .

΄Εστω J ′n, n ∈ N∗, είναι το κλειστό και ϕραγµένο διάστηµα που έχει τα ίδια άκρα µε το In.

Τότε In ⊂ J ′n και `(J ′n) = `(In). Εποµένως, E ⊆
⋃∞
n=1 In ⊂

⋃∞
n=1 J

′
n και από την παραπάνω

ανισότητα
∞∑
n=1

`(J ′n) =
∞∑
n=1

`(In) < m∗(E) + ε . (2.7)

Οι (2.6) και (2.7) αποδεικνύουν την πρόταση.

Ορισµός 2.24. Αν E ⊆ R και c ∈ R, το σύνολο

E + c := {x+ c : x ∈ E}

λέµε ότι είναι µια µεταφορά του E. Επίσης, το σύνολο

cE := {cx : x ∈ E}

λέµε ότι είναι µια οµοιοθεσία(dilation) του E.

Οι µεταφορές των υποσυνόλων του R αφήνουν αναλλοίωτο το εξωτερικό µέτρο Lebesgue.

Πρόταση 2.25. ΄Εστω E ⊆ R και έστω c πραγµατικός αριθµός. Τότε,

(αʹ) m∗(E + c) = m∗(E)

και

(ϐʹ) m∗(cE) = |c| ·m∗(E).
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Απόδειξη. (αʹ) Για κάθε ανοικτό και ϕραγµένο διάστηµα I = (a, b) είναι I + c = (a+ c, b+ c) και

`(I+c) = `(I). Αν (In), In = (an, bn), είναι ακολουθία ανοικτών και ϕραγµένων διαστηµάτων

µε E ⊆
⋃∞
n=1 In, τότε E + c ⊆

⋃∞
n=1(In + c) που συνεπάγεται ότι

m∗(E + c) ≤
∞∑
n=1

`(In + c) =

∞∑
n=1

`(In) .

Εποµένως, από την Πρόταση 2.22(ε΄)

m∗(E + c) ≤ inf

{ ∞∑
n=1

`(In) : E ⊆
∞⋃
n=1

In

}
= m∗(E) .

Από την προηγούµενη ανισότητα έχουµε ότι : m∗(E) = m∗ ((E + c) + (−c)) ≤ m∗(E + c).

΄Αρα, m∗(E + c) = m∗(E).

(ϐʹ) 1η περίπτωση: c = 0. Τότε cE = {0}, m∗(cE) = 0 και |c| · m∗(E) = 0, ακόµη και αν

m∗(E) =∞ (ορίζουµε 0 · ∞ = 0).

2η περίπτωση: c > 0. Για κάθε ανοικτό και ϕραγµένο διάστηµα I = (a, b) είναι cI = (ca, cb)

και `(cI) = c · `(I). Αν (In), In = (an, bn), είναι ακολουθία ανοικτών και ϕραγµένων

διαστηµάτων µε E ⊆
⋃∞
n=1 In, τότε cE ⊆

⋃∞
n=1 cIn που συνεπάγεται ότι

m∗(cE) ≤
∞∑
n=1

`(cIn) = c

∞∑
n=1

`(In)

και ισοδύναµα (1/c)m∗(cE) ≤
∑∞

n=1 `(In). Εποµένως, από την Πρόταση 2.22(ε΄)

1

c
m∗(cE) ≤ inf

{ ∞∑
n=1

`(In) : E ⊆
∞⋃
n=1

In

}
= m∗(E) και ισοδύναµα m∗(cE) ≤ c ·m∗(E).

Από την τελευταία ανισότητα έχουµε ότι

m∗(E) = m∗ ((1/c)(cE)) ≤ (1/c)m∗(cE) και ισοδύναµα c ·m∗(E) ≤ m∗(cE).

΄Αρα, m∗(cE) = c ·m∗(E).

3η περίπτωση: c = −1. Τότε cE = −E = {−x : x ∈ E}. Για κάθε ανοικτό και ϕραγµένο διά-

στηµα I = (a, b) είναι `(−I) = `(I) και εύκολα αποδεικνύεται, όπως και στην προηγούµενη

περίπτωση, ότι m∗(−E) = m∗(E).

4η περίπτωση: c < 0. Επειδή cE = − [(−c)E] και −c > 0, από την 3η και τη 2η περίπτωση

έχουµε

m∗(cE) = m∗ ((−c)E) = (−c)m∗(E) = |c| ·m∗(E) .
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Παραδείγµατα 2.26. (1) Το σύνολο των ϱητών Q έχει εξωτερικό µέτρο 0.

(2) Υπάρχουν και µη αριθµήσιµα σύνολα µε εξωτερικό µέτρο Lebesgue µηδέν. Υπενθυµίζεται από

το κεφάλαιο 1 η κατασκευή του τριαδικού συνόλου Cantor C =
⋂∞
n=1Cn . Είναι

C ⊂ Cn = Jn,1 ∪ Jn,2 ∪ · · · ∪ Jn,2n ,

όπου τα κλειστά και ξένα ανά δύο διαστήµατα Jn,k (1 ≤ k ≤ 2n) έχουν συνολικό µήκος

2n∑
k=1

` (Jn,k) = 2n
1

3n
=

(
2

3

)n
.

Εποµένως, m∗ (C) ≤ (2/3)n −−−→
n→∞

0, δηλαδή m∗ (C) = 0.

Παρατηρήσεις 2.27. Τα σύνολα µηδενικού µέτρου παίζουν σηµαντικό ϱόλο στην Ανάλυση. Από

τα δύο προηγούµενα παραδείγµατα προκύπτει ότι :

(1) Από την πλευρά της ϑεωρίας µέτρου, τα Q και C είναι ῾῾µικρά σύνολα᾿᾿.

(2) Ως προς τον πληθάριθµο, τοQ είναι ῾῾µικρό σύνολο᾿᾿ (αριθµήσιµο) ενώ τοC είναι ῾῾µεγάλο σύνολο᾿᾿

(έχει τον πληθάριθµο του συνεχούς).

(3) Τέλος, ως προς την τοπολογία, το Q ∩ [0, 1] είναι ῾῾µεγάλο σύνολο᾿᾿ (είναι πυκνό στο [0, 1]), ενώ

το C είναι ῾῾µικρό σύνολο᾿᾿ (το C δεν είναι πυκνό στο [0, 1]). Ας σηµειωθεί ότι το C δεν περιέχει

ανοικτά διαστήµατα.

Πρόταση 2.28. Το εξωτερικό µέτρο Lebesgue ενός διαστήµατος ισούται µε το µήκος του διαστήµα-

τος. Εποµένως, το εξωτερικό µέτρο είναι επέκταση του µήκους.

Απόδειξη. 1η περίπτωση. Το I = [a, b]. Προφανώς m∗ ([a, b]) ≤ ` ([a, b]) = b − a. Αρκεί λοιπόν

να δείξουµε ότι

m∗ ([a, b]) ≥ b− a .
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Αν για κάθε ακολουθία (Ik) ανοικτών και ϕραγµένων διαστηµάτων µε
⋃∞
k=1 Ik ⊇ [a, b] αποδεί-

ξουµε ότι
∞∑
k=1

`(Ik) > b− a ,

τότε από την Πρόταση 2.22 (ε΄) έπεται ότι m∗ ([a, b]) ≥ b− a.

Επειδή το (Ik) είναι ένα αριθµήσιµο ανοικτό κάλυµµα του I = [a, b] που είναι ένα συµπαγές

σύνολο, από το ϑεώρηµα Heine-Borel υπάρχει πεπερασµένο υποκάλυµµα του I, έστω το (Ik)
n
k=1.

Επειδή
∑n

k=1 ` (Ik) ≤
∑∞

k=1 `(Ik), αρκεί να δείξουµε ότι

n∑
k=1

`(Ik) > b− a .

Καθώς το a ∈ [a, b], υπάρχει διάστηµα J1 = (a1, b1) στην πεπερασµένη ακολουθία (Ik)
n
k=1 τέτοιο

ώστε

a1 < a < b1 .

Στην περίπτωση που είναι b < b1, έχουµε

n∑
k=1

`(Ik) ≥ `(J1) = b1 − a1 > b− a .

∆ιαφορετικά, b1 ≤ b. Τότε υπάρχει διάστηµα J2 = (a2, b2) στην πεπερασµένη ακολουθία (Ik)
n
k=1

τέτοιο ώστε

a2 < b1 < b2 .

Είναι J2 6= J1. Στην περίπτωση που είναι b < b2, έχουµε

n∑
k=1

`(Ik) ≥ `(J1) + `(J2) = (b1 − a1) + (b2 − a2) = (b2 − a1) + (b1 − a2) > b2 − a1 > b− a .

∆ιαφορετικά, b2 ≤ b. Τότε υπάρχει διάστηµα J3 = (a3, b3) στην πεπερασµένη ακολουθία (Ik)
n
k=1

τέτοιο ώστε a3 < b2 < b3. Είναι J3 6= J2 και J3 6= J1. Αυτή η διαδικασία µπορεί να συνεχιστεί

το πολύ n-ϕορές. Υπάρχει λοιπόν m ≤ n και διαστήµατα Ji = (ai, bi) ∈ (Ik)
n
k=1 (1 ≤ i ≤ m),

τέτοια ώστε

a1 < a, ai < bi−1 < bi, b < bm, i = 2, . . . ,m .
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Εποµένως
n∑
k=1

`(Ik) ≥
m∑
i=1

`(Ji) = (b1 − a1) + (b2 − a2) + · · ·+ (bm−1 − am−1) + +(bm − am)

= (bm − a1) + (b1 − a2) + (b2 − a3) + · · ·+ (bm−1 − am)

> bm − a1

> b− a.

΄Αρα, m∗ ([a, b]) ≥ b− a.

2η περίπτωση. Το I δεν είναι ϕραγµένο διάστηµα. Σ᾿ αυτή την περίπτωση το I περιέχει συµπαγή

(κλειστά και ϕραγµένα) διαστήµατα µήκους n. Από την Πρόταση 2.22 (ϐ΄) έχουµε m∗ (I) ≥ n,

∀n ∈ N∗. ΄Αρα,

m∗(I) =∞ = `(I) .

3η περίπτωση. Το I είναι ένα ϕραγµένο και µη κλειστό διάστηµα. ΄Εστω a, b, a < b, τα άκρα

του I. Τότε, για κάθε ε > 0, ε < b − a, είναι [a+ ε/2, b− ε/2] ⊂ I ⊂ [a, b]. Εποµένως

b− a− ε ≤ m∗(I) ≤ b− a, για κάθε ε > 0. ΄Αρα,

m∗(I) = b− a = `(I) .

Πρόταση 2.29. Αν (En)n∈N∗ είναι µια οποιαδήποτε αριθµήσιµη οικογένεια υποσυνόλων του R,

τότε

m∗

( ∞⋃
n=1

En

)
≤
∞∑
n=1

m∗(En) .

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι m∗(En) < ∞, ∀n ∈ N∗. Σε διαφορετική περίπτωση η απόδειξη είναι

προφανής. Για κάθε ε > 0 και για κάθε n ∈ N∗ επιλέγουµε διαστήµατα (In,i)
∞
i=1, τέτοια ώστε

En ⊆
∞⋃
i=1

In,i και
∞∑
i=1

` (In,i) < m∗(En) +
ε

2n
.

Τότε
⋃∞
n=1En ⊆

⋃∞
n=1

⋃∞
i=1 In,i και εποµένως

m∗

( ∞⋃
n=1

En

)
≤
∞∑
n=1

∞∑
i=1

` (In,i) ≤
∞∑
n=1

[
m∗(En) +

ε

2n

]
=
∞∑
n=1

m∗(En) + ε ,
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για κάθε ε > 0. ΄Αρα,

m∗

( ∞⋃
n=1

En

)
≤
∞∑
n=1

m∗(En) .

Πόρισµα 2.30. Αν m∗(En) = 0, για κάθε n ∈ N∗, τότε m∗ (
⋃∞
n=1En) = 0.

Παράδειγµα 2.31. Αν E ⊆ R, ως γνωστόν η διάµετρος του συνόλου E ορίζεται ως εξής

d(E) := sup {|x− y| : x, y ∈ E} .

Είναι m∗(E) ≤ d(E).

Λύση. Αρκεί να υποθέσουµε ότι d(E) <∞, δηλαδή ότι το σύνολο E είναι ϕραγµένο. Αν supE =

M και inf E = m, τότε E ⊆ [m,M ] και εύκολα διαπιστώνεται ότι d(E) = M−m. Εποµένως, από

τον ορισµό του εξωτερικού µέτρου Lebesgue του E είναι m∗(E) ≤ ` ([m,M ]) = M −m = d(E).

Παράδειγµα 2.32. ΄Εστω α ∈ (0, 1). Αν το E ⊂ R είναι τέτοιο ώστε

m∗(E ∩ I) < α ·m∗(I) , για κάθε ανοικτό διάστηµα I του R , (2.8)

τότε m∗(E) = 0.

Ισοδύναµα, έστω E ⊂ R µε m∗(E) > 0. Τότε για κάθε α ∈ (0, 1) υπάρχει ανοικτό διάστηµα I του

R τέτοιο ώστε

α ·m∗(I) ≤ m∗(E ∩ I) ≤ m∗(I) . (2.9)

Λύση. (i) Υποθέτουµε ότι m∗(E) <∞. ΄Εστω ε > 0. Από τον ορισµό του m∗(E) υπάρχει

ακολουθία ανοικτών και ϕραγµένων διαστηµάτων (In) µε E ⊆
⋃∞
n=1 In και

∞∑
n=1

m∗(In) < m∗(E) + (1− α)ε .
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Τότε

∞∑
n=1

m∗(In)− (1− α)ε < m∗(E)

= m∗

( ∞⋃
n=1

E ∩ In

)

≤
∞∑
n=1

m∗(E ∩ In)

< α ·
∞∑
n=1

m∗(In). (από υπόθεση (2.8))

∆ηλαδή (1− α)
∑∞

n=1m
∗(In) < (1−α)ε και ισοδύναµα

∑∞
n=1m

∗(In) < ε. Εποµένως, για κάθε

ε > 0 είναι

m∗(E) < α ·
∞∑
n=1

m∗(In) < α · ε

και άρα m∗(E) = 0.

(ii) Γενική περίπτωση. Υποθέτουµε ότι E είναι ένα οποιοδήποτε υποσύνολο του R που ικανοποιεί

την υπόθεση (2.8). Αν n ∈ N∗, τότε m∗ (E ∩ (−n, n)) <∞ µε

m∗ (E ∩ (−n, n) ∩ I) ≤ m∗(E ∩ I) < α ·m∗(I) , για κάθε ανοικτό διάστηµα I του R .

Εποµένως από την προηγούµενη περίπτωση έχουµε m∗ (E ∩ (−n, n)) = 0 για κάθε n ∈ N∗ και

αυτό συνεπάγεται ότι

m∗(E) = m∗

( ∞⋃
n=1

E ∩ (−n, n)

)
≤
∞∑
n=1

m∗ (E ∩ (−n, n)) = 0 .

Θα λέµε ότι η συνάρτηση f : [a, b]→ R ικανοποιεί µια συνθήκη Lipschitz στο [a, b], ή ότι είναι

µια συνάρτηση Lipschitz στο [a, b], αν υπάρχει σταθερά C τέτοια ώστε

|f(x)− f(y)| ≤ C|x− y| , για κάθε x, y ∈ [a, b].

Από τον ορισµό προκύπτει ότι κάθε συνάρτηση Lipschitz είναι οµοιόµορφα συνεχής. Αν µια

συνάρτηση f έχει συνεχή παράγωγο στο [a, b], τότε (από το ϑεώρηµα µέσης τιµής ) η f ικανοποιεί

µια συνθήκη Lipschitz στο [a, b]. ΄Ενα άλλο παράδειγµα συνάρτησης Lipschitz είναι και η από-

σταση σηµείων του R από κάποιο σύνολο. Αν A ⊂ R, για κάθε x ∈ R η απόσταση του x από
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το A είναι ο µη αρνητικός αριθµός

d(x,A) := inf {|x− y| : y ∈ A} .

∆εν είναι δύσκολο να αποδείξει κανείς ότι για κάθε x, y ∈ R

|d(x,A)− d(y,A)| ≤ |x− y| ,

δηλαδή η f(x) := d(x,A) είναι συνάρτηση Lipschitz.

Αποδεικνύουµε τώρα ότι µια συνάρτηση Lipschitz στο [a, b] απεικονίζει υποσύνολα του [a, b]

µέτρου µηδέν σε σύνολα µέτρου µηδέν.

Πρόταση 2.33. ΄Εστω f : [a, b] → R συνάρτηση Lipschitz στο [a, b], δηλαδή υπάρχει σταθερά C

τέτοια ώστε

|f(x)− f(y)| ≤ C|x− y| , για κάθε x, y ∈ [a, b].

Αν N είναι ένα υποσύνολο του [a, b] και f(N) = {y : y = f(x), x ∈ N}, τότε

m∗ (f(N)) ≤ C ·m∗(N).

Ειδικά αν m∗(N) = 0, τότε m∗ (f(N)) = 0.

Απόδειξη. Από τον ορισµό του εξωτερικού µέτρου Lebesgue του N , για κάθε ε > 0 υπάρχει

ακολουθία (Ik) διαστηµάτων τέτοια ώστε N ⊆
⋃∞
k=1 Ik και

∑∞
k=1 `(Ik) < m∗(N) + ε. Από την

υπόθεση, για κάθε x, y ∈ N ∩ Ik είναι |f(x)− f(y)| ≤ C|x− y|. Αν d (f(N ∩ Ik)) και d(N ∩ Ik)

είναι η διάµετρος των συνόλων f(N ∩ Ik) και N ∩ Ik αντίστοιχα, τότε προφανώς

d (f(N ∩ Ik)) ≤ C · d(N ∩ Ik) ≤ C · d(Ik) = C · `(Ik).

Εποµένως, από το Παράδειγµα 2.31 έχουµε

m∗ (f(N ∩ Ik)) ≤ d (f(N ∩ Ik)) ≤ C · `(Ik) , για κάθε k ∈ N∗.
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΄Οµως N = N ∩ (
⋃∞
k=1 Ik) =

⋃∞
k=1N ∩ Ik, οπότε

m∗ (f(N)) = m∗

(
f

( ∞⋃
k=1

N ∩ Ik

))

= m∗

( ∞⋃
n=1

f(N ∩ Ik)

)

≤
∞∑
k=1

m∗ (f(N ∩ Ik))

≤ C ·
∞∑
k=1

`(Ik) < C (m∗(N) + ε) ,

για κάθε ε > 0. ΄Αρα, m∗ (f(N)) ≤ C ·m∗(N).

Πρόταση 2.34. Αν E ⊆ R και ε > 0, τότε υπάρχει ανοικτό σύνολο Gε ⊇ E τέτοιο ώστε

m∗(Gε) ≤ m∗(E) + ε .

Εποµένως

m∗(E) = inf {m∗(G) : G ⊇ E, G είναι ανοικτό σύνολο} .

Απόδειξη. ΄Εστω ε > 0. Από την Πρόταση 2.22 (ε΄) υπάρχει ακολουθία ανοικτών και ϕραγµένων

διαστηµάτων (In) τέτοια ώστε
⋃∞
n=1 In ⊇ E και

∞∑
n=1

`(In) ≤ m∗(E) + ε .

Αν Gε :=
⋃∞
n=1 In, το Gε είναι ανοικτό σύνολο µε Gε ⊇ E. Εποµένως

m∗(Gε) = m∗

( ∞⋃
n=1

In

)
≤
∞∑
n=1

m∗(In) =
∞∑
n=1

`(In) ≤ m∗(E) + ε .

Επειδή για G ⊇ E είναι m∗(G) ≥ m∗(E), έχουµε αποδείξει το δεύτερο µέρος της πρότασης.

Για να αποδείξουµε ότι το εξωτερικό µέτρο της ένωσης αριθµήσιµης οικογένειας ξένων ανά δύο

ανοικτών συνόλων ισούται µε το άθροισµα των εξωτερικών µέτρων των συνόλων, χρειαζόµαστε δύο

ϐοηθητικές προτάσεις.
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Λήµµα 2.35. ΄Εστω (In) και (Jk) ακολουθίες ϕραγµένων διαστηµάτων µε

∞⋃
n=1

In ⊆
∞⋃
k=1

Jk .

Αν τα διαστήµατα In είναι ξένα ανά δύο, τότε

∞∑
n=1

`(In) ≤
∞∑
k=1

`(Jk) .

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι
∑∞

n=1 `(In) >
∑∞

k=1 `(Jk). Τότε για κάποιο N ∈ N∗ ϑα είναι

N∑
n=1

`(In) >

∞∑
k=1

`(Jk) .

Εποµένως υπάρχει ε > 0 τέτοιο ώστε
∑N

n=1 `(In) >
∑∞

k=1 `(Jk) + ε. Παίρνουµε τώρα κλειστά

διαστήµατα I ′n ⊆ In (1 ≤ n ≤ N ) µε `(I ′n) > `(In)− ε
2N και ανοικτά διαστήµατα J ′k ⊇ Jk(k ∈ N∗)

τέτοια ώστε `(Jk) > `(J ′k)−
ε

2k+1 . Τότε

N∑
n=1

`(I ′n) >
N∑
n=1

`(In)− ε

2
>
∞∑
k=1

`(Jk) +
ε

2
≥
∞∑
k=1

`(J ′k) .

Κατά συνέπεια
∑N

n=1 `(I
′
n) >

∑m
k=1 `(J

′
k), για κάθεm ∈ N∗. Επίσης έχουµε

⋃N
n=1 I

′
n ⊆

⋃∞
k=1 J

′
k,

δηλαδή το (J ′k)
∞
k=1 είναι ένα αριθµήσιµο ανοικτό κάλυµµα του συµπαγούς συνόλου

⋃N
n=1 I

′
n.

Εποµένως υπάρχει πεπερασµένο υποκάλυµµα
⋃m
k=1 J

′
k του συµπαγούς συνόλου

⋃N
n=1 I

′
n, για

κάποιο m ∈ N∗. Επειδή τα διαστήµατα (I ′n)Nn=1 είναι ξένα ανά δύο, ϑα είναι

N∑
n=1

`(I ′n) ≤
m∑
k=1

`(J ′k) . (άτοπο)

΄Αρα,
∞∑
n=1

`(In) ≤
∞∑
k=1

`(Jk) .



60 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΧΩΡΟΙ ΜΕΤΡΟΥ–ΜΕΤΡΟ LEBESGUE

Λήµµα 2.36. Αν E =
⋃∞
n=1 In είναι αριθµήσιµη ένωση ξένων ανά δύο διαστηµάτων, τότε

m∗(E) =

∞∑
n=1

`(In) .

Απόδειξη. Αρκεί να ϑεωρήσουµε την περίπτωση m∗(E) < ∞. Η απόδειξη είναι άµεση συνέπεια

του ορισµού του m∗(E) και του Λήµµατος 2.35 (άσκηση) .

Πρόταση 2.37. Αν (Gn) είναι αριθµήσιµη οικογένεια ξένων ανά δύο ανοικτών συνόλων, τότε

m∗

( ∞⋃
n=1

Gn

)
=

∞∑
n=1

m∗(Gn) .

Απόδειξη. Κάθε ανοικτό σύνολο Gn είναι ένωση αριθµήσιµου το πλήθος ξένων ανά δύο ανοικτών

διαστηµάτων (In,i)
∞
i=1 , δηλαδή Gn =

⋃∞
i=1 In,i, ∀n ∈ N∗. Εποµένως, απο το Λήµµα 2.36 είναι

m∗(Gn) =
∞∑
i=1

`(In,i) , ∀n ∈ N∗

και κατά συνέπεια
∞∑
n=1

m∗(Gn) =

∞∑
n=1

∞∑
i=1

`(In,i) .

΄Οµως είναι
⋃∞
n=1Gn =

⋃∞
n=1

⋃∞
i=1 In,i και τα (In,i), i, n = 1, 2, . . . , είναι ξένα ανά δύο ανοικτά

διαστήµατα. Και πάλι από το το Λήµµα 2.36 έχουµε

m∗

( ∞⋃
n=1

Gn

)
=
∞∑
n=1

∞∑
i=1

`(In,i) .

΄Αρα, m∗ (
⋃∞
n=1Gn) =

∑∞
n=1m

∗(Gn).

Ανακεφαλαιώνοντας, έχουµε ορίσει µια συνάρτηση m∗ : P(R)→ [0,∞] τέτοια ώστε

1. Το m∗ επεκτείνει την έννοια του µήκους. Αν το I είναι ένα διάστηµα, τότε το m∗(I) ισούται

µε το µήκος του I.
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2. Το m∗ είναι αναλλοίωτο ως προς τις µεταφορές, δηλαδή

m∗(E + c) = m∗(E) για όλα τα E ⊆ R και όλα τα c ∈ R .

Επίσης,

m∗(cE) = |c| ·m∗(E) για όλα τα E ⊆ R και όλα τα c ∈ R .

3. m∗ (
⋃∞
n=1En) ≤

∑∞
n=1m

∗(En), για κάθε αριθµήσιµη οικογένεια συνόλων (En).

4. Αν (Gn) είναι αριθµήσιµη οικογένεια ξένων ανά δύο ανοικτών συνόλων, τότε

m∗

( ∞⋃
n=1

Gn

)
=

∞∑
n=1

m∗(Gn) .

5. Το m∗ καθορίζεται πλήρως από τις τιµές του πάνω στα ανοικτά σύνολα. ∆ηλαδή,

m∗(E) = inf {m∗(G) : Gανοικτό σύνολο, G ⊇ E} .

Στην παράγραφο 2.6 ϑα αποδείξουµε ότι γενικά το εξωτερικό µέτρο Lebesgue δεν είναι σ-

αθροιστικό. ΄Οµως υπάρχει µια µεγάλη οικογένεια υποσυνόλων του R στην οποία το m∗ εί-

ναι σ-αθροιστικό. Υπό κάποια έννοια, τα σύνολα αυτής της οικογένειας είναι ῾῾περίπου ανοικτά

σύνολα᾿᾿.

2.5 Μετρήσιµα Σύνολα και Μέτρο Lebesgue

Το εξωτερικό µέτρο Lebesgue ορίζεται για όλα τα υποσύνολα του R. Στην παράγραφο 2.6 και πιο

συγκεκριµένα στο Θεώρηµα 2.77 αποδεικνύεται η ύπαρξη αριθµήσιµης οικογένειας (En) ξένων

ανά δύο υποσυνόλων του R για την οποία δεν ισχύει m∗ (
⋃∞
n=1En) =

∑∞
n=1m

∗(En) (παραπέ-

µπουµε και στο Παράδειγµα 2.78). ΄Οµως το m∗ είναι σ-αθροιστικό αν επιλέξουµε κατάλληλη

οικογένεια υποσυνόλων του R. Ο Lebesgue όρισε ένα σύνολο E ⊂ R να είναι ῾῾µετρήσιµο᾿᾿, αν

m∗([a, b]) = m∗([a, b] ∩ E) +m∗([a, b] ∩ Ec) ,

για κάθε ϕραγµένο διάστηµα [a, b]. ∆ηλαδή τα σύνολα E και Ec ϑα πρέπει να χωρίζουν κάθε

διάστηµα [a, b] σε δύο υποσύνολα, τέτοια ώστε το άθροισµα των εξωτερικών µέτρων τους να ισούται

µε το εξωτερικό µέτρο του [a, b], δηλαδή µε b− a.

Η ιδέα του Κ. Καραθεοδωρή ήταν να αντικαταστήσει τα διαστήµατα µε οποιαδήποτε υποσύνολα

του R.
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Ορισµός 2.38 (Κ. Καραθεοδωρή). ΄Ενα σύνολο E ⊆ R λέγεται µετρήσιµο (Lebesgue µετρή-

σιµο), αν για κάθε A ⊆ R είναι

m∗(A) = m∗(A ∩ E) +m∗(A ∩ Ec) .

Παρατηρήσεις 2.39. ( i) ΄Ενα σύνολο που είναι µετρήσιµο σύµφωνα µε τον ορισµό του Κ. Κα-

ϱαθεοδωρή, προφανώς είναι και µετρήσιµο σύµφωνα µε τον ορισµό του Lebesgue. ΄Οµως

εύκολα αποδεικνύεται ότι οι δύο ορισµοί είναι ισοδύναµοι, ϐλέπε άσκηση 30. Ας σηµειωθεί ότι

το εξωτερικό µέτρο Lebesgue καθορίζεται πλήρως από τις τιµές του στα διαστήµατα.

( ii) Επειδή A = (A ∩ E) ∪ (A ∩ Ec), από την Πρόταση 2.29 είναι

m∗(A) ≤ m∗(A ∩ E) +m∗(A ∩ Ec) .

Εποµένως, για να είναι το E µετρήσιµο σύνολο, αρκεί να ισχύει η ανισότητα

m∗(A) ≥ m∗(A ∩ E) +m∗(A ∩ Ec) για κάθε A ⊆ R .

Επίσης, αρκεί να ισχύει η παραπάνω ανισότητα για κάθε σύνολο A ⊂ R µε m∗(A) < ∞.

Είναι προφανές ότι η ανισότητα ισχύει στην περίπτωση που είναι m∗(A) =∞.

Θα αποδείξουµε ότι η οικογένεια των µετρήσιµων συνόλων είναι µια σ-άλγεβρα στο R. Για την

απόδειξη ϑα χρειαστούµε τις παρακάτω ϐοηθητικές προτάσεις.

Λήµµα 2.40. Αν m∗(E) = 0, τότε το E είναι µετρήσιµο.

Απόδειξη. Αν A ⊆ R, τότε είναι A ∩ E ⊆ E οπότε m∗(A ∩ E) ≤ m∗(E) = 0. Εποµένως,

m∗(A ∩ E) = 0. Επειδή A ∩ Ec ⊆ A, έχουµε

m∗(A) ≥ m∗(A ∩ Ec) = m∗(A ∩ Ec) +m∗(A ∩ E) .
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Λήµµα 2.41. Αν τα E1, E2 ⊆ R είναι µετρήσιµα σύνολα, τότε και η ένωσή τους E1 ∪ E2 είναι

µετρήσιµο σύνολο.

Απόδειξη. Επειδή το E1 είναι µετρήσιµο, για κάθε A ⊆ R έχουµε

m∗(A) = m∗(A ∩ E1) +m∗(A ∩ Ec1) . (2.10)

Επειδή και το E2 είναι µετρήσιµο, αν χρησιµοποιήσουµε το A ∩ Ec1 στη ϑέση του A έχουµε

m∗(A ∩ Ec1) = m∗(A ∩ Ec1 ∩ E2) +m∗(A ∩ Ec1 ∩ Ec2) . (2.11)

Αντικαθιστώντας τη (2.11) στη (2.10) παίρνουµε

m∗(A) = m∗(A ∩ E1) +m∗(A ∩ Ec1 ∩ E2) +m∗(A ∩ Ec1 ∩ Ec2)

= m∗(A ∩ E1) +m∗(A ∩ E2 ∩ Ec1) +m∗ (A ∩ (E1 ∪ E2)
c) . (2.12)

΄Οµως A ∩ (E1 ∪ E2) = (A ∩ E1) ∪ (A ∩ E2 ∩ Ec1), οπότε

m∗ (A ∩ (E1 ∪ E2)) ≤ m∗(A ∩ E1) +m∗(A ∩ E2 ∩ Ec1) .

Εποµένως, από τη (2.12) έχουµε

m∗(A) ≥ m∗ (A ∩ (E1 ∪ E2)) +m∗ (A ∩ (E1 ∪ E2)
c) .

∆ηλαδή το σύνολο E1 ∪ E2 είναι µετρήσιµο.

Πόρισµα 2.42. Αν τα σύνολα E1, . . . , En είναι µετρήσιµα, τότε και η ένωσή τους E1 ∪ · · · ∪ En

είναι µετρήσιµο σύνολο.

Λήµµα 2.43. Αν τα E1, . . . , En είναι ξένα ανά δύο µετρήσιµα σύνολα, τότε για κάθε A ⊆ R είναι

m∗

(
A ∩

(
n⋃
k=1

Ek

))
=

n∑
k=1

m∗(A ∩ Ek) . (2.13)

Ειδικά αν A = R, τότε m∗ (
⋃n
k=1Ek) =

∑n
k=1m

∗(Ek).
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Απόδειξη. Η (2.13) ισχύει για n = 1 και υποθέτουµε ότι ισχύει για τα n−1 σύνολα (Ek)
n−1
k=1 . Από

την υπόθεση, τα σύνολα E1, . . . , En είναι ξένα ανά δύο οπότε

A ∩

(
n⋃
k=1

Ek

)
∩ En = A ∩ En και A ∩

(
n⋃
k=1

Ek

)
∩ Ecn = A ∩

(
n−1⋃
k=1

Ek

)
.

Επειδή το En είναι µετρήσιµο σύνολο, ϑα είναι

m∗

(
A ∩

(
n⋃
k=1

Ek

))
= m∗

[(
A ∩

(
n⋃
k=1

Ek

))
∩ En

]
+m∗

[(
A ∩

(
n⋃
k=1

Ek

))
∩ Ecn

]

= m∗ (A ∩ En) +m∗

(
A ∩

(
n−1⋃
k=1

Ek

))

= m∗ (A ∩ En) +
n−1∑
k=1

m∗ (A ∩ Ek) (χρησιµοποιώντας την επαγωγή)

=
n∑
k=1

m∗(A ∩ Ek) .

Θεώρηµα 2.44. Η οικογένειαM των µετρήσιµων συνόλων είναι µια σ-άλγεβρα στο R. Εποµένως,

τα σύνολα ∅,R είναι µετρήσιµα, η ένωση και η τοµή αριθµήσιµου το πλήθος µετρήσιµων συνόλων

είναι µετρήσιµο σύνολο. Το συµπλήρωµα µετρήσιµου συνόλου είναι µετρήσιµο σύνολο και η δια-

ϕορά µετρήσιµων συνόλων είναι επίσης µετρήσιµο σύνολο. Επιπλέον, κάθε σύνολο µε εξωτερικό

µέτρο µηδέν είναι µετρήσιµο.

Απόδειξη. Αν το E ∈M, δηλαδή

m∗(A) = m∗(A ∩ E) +m∗(A ∩ Ec) , ∀A ⊆ R ,

τότε συνεπάγεται ότι και το Ec ∈ M. Επειδή m∗ (∅) = 0, το ∅ ∈ M. Εποµένως και το

R = ∅c ∈ M. Αν A,B ∈ M, τότε A \ B = A ∩ Bc = (Ac ∪ B)c. Επειδή το Ac ∈ M, από το

Λήµµα 2.41 το A \B ∈M.

΄Εστω τώρα (Ej) ακολουθία µετρήσιµων συνόλων. Αν

F1 = E1 και Fk = Ek \
k−1⋃
j=1

Ej ,
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από το Λήµµα 2.13 η (Fk) είναι ακολουθία ξένων ανά δύο συνόλων µε
⋃∞
k=1 Fk =

⋃∞
j=1Ej . Από

το Πόρισµα 2.42 τα Fk είναι µετρήσιµα σύνολα και εποµένως
⋃n
k=1 Fk ∈ M, για κάθε n ∈ N∗.

Επειδή (
n⋃
k=1

Fk

)c
⊃

( ∞⋃
k=1

Fk

)c
=

 ∞⋃
j=1

Ej

c

,

για κάθε A ⊆ R έχουµε

m∗(A) = m∗

(
A ∩

(
n⋃
k=1

Fk

))
+m∗

(
A ∩

(
n⋃
k=1

Fk

)c)

≥ m∗
(
A ∩

(
n⋃
k=1

Fk

))
+m∗

A ∩
 ∞⋃
j=1

Ej

c .

΄Οµως από το Λήµµα 2.43 είναι

m∗

(
A ∩

(
n⋃
k=1

Fk

))
=

n∑
k=1

m∗(A ∩ Fk) .

Εποµένως,

m∗(A) ≥
n∑
k=1

m∗(A ∩ Fk) +m∗

A ∩
 ∞⋃
j=1

Ej

c , για κάθε n ∈ N∗.

Κατά συνέπεια

m∗(A) ≥
∞∑
k=1

m∗(A ∩ Fk) +m∗

A ∩
 ∞⋃
j=1

Ej

c
≥ m∗

(
A ∩

( ∞⋃
k=1

Fk

))
+m∗

A ∩
 ∞⋃
j=1

Ej

c
(m∗ (A ∩ (

⋃∞
k=1 Fk)) = m∗ (

⋃∞
k=1A ∩ Fk) ≤

∑∞
k=1m

∗ (A ∩ Fk))

= m∗

A ∩
 ∞⋃
j=1

Ej

+m∗

A ∩
 ∞⋃
j=1

Ej

c .

΄Αρα,
⋃∞
j=1Ej ∈M.

Πρόταση 2.45. Κάθε διάστηµα I του R είναι µετρήσιµο.
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Απόδειξη. ΄Εστω I = (a,∞). Αρκεί να αποδείξουµε ότι

m∗(A) ≥ m∗ (A ∩ (a,∞)) +m∗ (A ∩ (−∞, a]) , για κάθε A ⊆ R .

Αν m∗(A) = ∞, η απόδειξη είναι προφανής. ΄Εστω m∗(A) < ∞. Τότε για κάθε ε > 0 υπάρχει

ακολουθία ανοικτών και ϕραγµένων διαστηµάτων (In) µε A ⊆
⋃∞
n=1 In και

∞∑
n=1

`(In) < m∗(A) + ε .

΄Εστω I ′n = In ∩ (a,∞) και I ′′n = In ∩ (−∞, a]. Τα I ′n και I ′′n είναι διαστήµατα (ή το κενό σύνολο)

ξένα ανά δύο, µε In = I ′n ∪ I ′′n. Εποµένως

`(In) = `(I ′n) + `(I ′′n) .

Επειδή A ∩ (a,∞) ⊆
⋃∞
n=1 I

′
n και A ∩ (−∞, a] ⊆

⋃∞
n=1 I

′′
n, ϑα είναι

m∗ (A ∩ (a,∞)) ≤
∞∑
n=1

`(I ′n) και m∗ (A ∩ (−∞, a]) ≤
∞∑
n=1

`(I ′′n) .

Εποµένως, για κάθε ε > 0 είναι

m∗ (A ∩ (a,∞)) +m∗ (A ∩ (−∞, a]) ≤
∞∑
n=1

(
`(I ′n) + `(I ′′n)

)
=

∞∑
n=1

`(In) < m∗(A) + ε .

΄Αρα, m∗(A) ≥ m∗ (A ∩ (a,∞)) +m∗ (A ∩ (−∞, a]). ∆ηλαδή το I = (a,∞) είναι µετρήσιµο.

Τότε και το (−∞, a] = R \ (a,∞) είναι µετρήσιµο. Επειδή

(−∞, a) =

∞⋃
n=1

(
−∞, a− 1

n

]
,

το διάστηµα (−∞, a) είναι µετρήσιµο. Κατά συνέπεια τα διαστήµατα [a,∞) και

(a, b) = (−∞, b) ∩ (a,∞) , a < b ,

είναι µετρήσιµα. Τέλος και το διάστηµα [a, b] = (−∞, b] ∩ [a,∞), a < b, ϑα είναι µετρήσιµο.

Παρατήρηση 2.46. Από την προηγούµενη πρόταση και από το γεγονός ότι κάθε ανοικτό σύνολο

του R είναι ένωση αριθµήσιµου το πλήθος ξένων ανά δύο ανοικτών διαστηµάτων, κάθε ανοικτό

σύνολο είναι µετρήσιµο. Εποµένως και κάθε κλειστό σύνολο είναι µετρήσιµο.
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Ορισµός 2.47. Το µέτρο Lebesgue m ορίζεται να είναι ο περιορισµός του εξωτερικού µέτρου

Lebesgue m∗ στη σ-άλγεβραM. Αν το E ⊆ R είναι (Lebesgue) µετρήσιµο, τότε γράφουµε m(E)

αντί για m∗(E) και λέµε ότι m(E) είναι το µέτρο (Lebesgue) του E.

Θεώρηµα 2.48. (αʹ) Για κάθε αριθµήσιµη οικογένεια (Fi) µετρήσιµων συνόλων είναι

m

( ∞⋃
i=1

Fi

)
≤
∞∑
i=1

m(Fi) .

(ϐʹ) Αν τα σύνολα (Ei) είναι µετρήσιµα και ξένα ανά δύο, τότε

m

( ∞⋃
i=1

Ei

)
=

∞∑
i=1

m(Ei) .

∆ηλαδή το µέτρο Lebesgue m :M→ [0,∞] είναι ένα σ-αθροιστικό ϑετικό µέτρο.

Απόδειξη. (αʹ) Είναι άµεση συνέπεια της Πρότασης 2.29.

(ϐʹ) Από το Λήµµα 2.43 γιαA = R έχουµεm (
⋃n
i=1Ei) =

∑n
1 m(Ei). Επειδή

⋃∞
i=1Ei ⊃

⋃n
i=1Ei,

ϑα είναι m (
⋃∞
i=1Ei) ≥ m (

⋃n
i=1Ei) =

∑n
i=1m(Ei), για κάθε n ∈ N∗. ΄Αρα m (

⋃∞
i=1Ei) ≥∑∞

i=1m(Ei). ΄Οµως από την (α΄) είναι m (
⋃∞
i=1Ei) ≤

∑∞
i=1m(Ei), οπότε m (

⋃∞
i=1Ei) =∑∞

i=1m(Ei).

Παρατήρηση 2.49. Αν P(X) είναι το δυναµοσύνολο ενός συνόλου X, το µ : P(X) → [0,∞]

λέγεται εξωτερικό µέτρο αν ικανοποιεί τις παρακάτω ιδιότητες :

(1) µ(∅) = 0.

(2) A ⊆ B ⇒ µ(A) ≤ µ(B).

(3) µ (
⋃∞
n=1An) ≤

∑∞
n=1 µ(An), για κάθε αριθµήσιµη οικογένεια (An) υποσυνόλων του X.
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Αν X = R, το εξωτερικό µέτρο Lebesgue ικανοποιεί τις παραπάνω ιδιότητες. Ο Κ. Καραθεοδωρή

όρισε το υποσύνολο E του X να λέγεται µετρήσιµο (ή µ- µετρήσιµο), αν για κάθε A ⊆ X είναι

µ(A) = µ(A ∩ E) + µ(A ∩ Ec) .

΄Οπως και προηγουµένως, αποδεικνύεται ότι η οικογένεια M των µ- µετρήσιµων συνόλων είναι µια

σ-άλγεβρα στο X. Τότε (X,M, µ) είναι ένας χώρος µέτρου, δηλαδή το µ είναι ένα σ-αθροιστικό

και ϑετικό µέτρο στη σ-άλγεβρα M.

Παράδειγµα 2.50. Αν C είναι το σύνολο όλων των µετρήσιµων και ξένων ανά δύο υποσυνόλων

του R που έχουν ϑετικό µέτρο, τότε το C είναι το πολύ αριθµήσιµο απειροσύνολο.

Απόδειξη. ΄Εστω

Cn
ορ.
=

{
C ∈ C : m(C ∩ [−n, n]) ≥ 1

n

}
, n ∈ N∗.

Είναι C =
⋃∞
n=1 Cn. Επειδή προφανώς

⋃∞
n=1 Cn ⊆ C, αρκεί να αποδειχθεί ότι C ⊆

⋃∞
n=1 Cn. Αν

C ∈ C και υποθέσουµε ότι C /∈ Cn, για κάθε n ∈ N∗, τότε

m(C ∩ [−n, n]) <
1

n
, ∀n ∈ N∗.

΄Οµως C ∩ [−n, n]↗ C και αυτό συνεπάγεται ότι

m(C) = lim
n→∞

m(C ∩ [−n, n]) ≤ lim
n→∞

1

n
= 0 ,

δηλαδή m(C) = 0 που είναι άτοπο. Εποµένως C ∈ Cn, για κάποιο n ∈ N∗ και κατά συνέπεια

C ∈
⋃∞
n=1 Cn.

Αποδεικνύουµε στη συνέχεια ότι κάθε Cn έχει το πολύ 2n2 στοιχεία. Πράγµατι, έστω C1, . . . , Ck ∈

Cn µε k > 2n2. Τότε, επειδή τα σύνολα C1 ∩ [−n, n], . . . , Ck ∩ [−n, n] είναι µετρήσιµα και ξένα
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ανά δύο, έχουµε

k

n
≤

k∑
i=1

m (Ci ∩ [−n, n])

= m

(
k⋃
i=1

(Ci ∩ [−n, n])

)

= m

((
k⋃
i=1

Ci

)
∩ [−n, n]

)

≤ m([−n, n]) = 2n ,

δηλαδή k ≤ 2n2 που είναι άτοπο. Εποµένως κάθε Cn είναι πεπερασµένο σύνολο και το C =⋃∞
n=1 Cn ϑα είναι το πολύ αριθµήσιµο απειροσύνολο.

Παράδειγµα 2.51. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : [0, 1]→ R είναι συνεχής µε f(1) = f(0) = 0.

Τότε το σύνολο

S = {h ∈ [0, 1] : f(x+ h) = f(x), για κάποιο x ∈ [0, 1]}

είναι Lebesgue µετρήσιµο µε m(S) ≥ 1
2 .

Απόδειξη. Επειδή η f είναι συνεχής, το σύνολο S είναι κλειστό (γιατί; ) και εποµένως Lebesgue

µετρήσιµο. Αν S′ = 1 − S = {1 − h ∈ [0, 1] : h ∈ S}, τότε το S′ είναι Lebesgue µετρήσιµο και

έχει το ίδιο µέτρο µε το S, δηλαδή m(S) = m(S′). Εποµένως αν αποδείξουµε ότι S ∪ S′ = [0, 1],

τότε ϑα είναι

1 = m([0, 1]) ≤ m(S) +m(S′) = 2m(S),

οπότεm(S) ≥ 1
2 . ΄Εστω h ∈ [0, 1]. Υποθέτουµε ότι η f παίρνει την ελάχιστη τιµή της στο a ∈ [0, 1]

και τη µέγιστη τιµή της στο b ∈ [0, 1]. Ορίζουµε τη συνάρτηση g : [0, 1]→ R µε

g(x) =


f(x+ h)− f(x) αν x+ h ≤ 1,

f(x+ h− 1)− f(x) αν x+ h > 1 .

Παρατηρούµε ότι για x + h = 1 είναι g(x) = f(1) − f(x) = f(0) − f(x) = −f(x). Η g είναι

συνεχής, g(a) ≥ 0 και g(b) ≤ 0. Από το ϑεώρηµα Bolzano(ή ενδιάµεσης τιµής) υπάρχει c ∈ [0, 1],

τέτοιο ώστε g(c) = 0. Αν c+h ≤ 1, τότε f(c+h) = f(c) και εποµένως h ∈ S. Αν όµως c+h > 1,

τότε f(c+ h− 1) = f(c). Ισοδύναµα,

f(c− (1− h)) = f [(c− (1− h)) + 1− h]
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και επειδή το c − (1 − h) ∈ [0, 1], το (1 − h) ∈ S. Αυτό συνεπάγεται ότι 1 − (1 − h) = h ∈ S′.

΄Αρα, κάθε h ∈ [0, 1] ανήκει στο S ∪ S′.

Ορισµός 2.52. Η διατεταγµένη τριάδα (R,M,m), όπου M είναι η σ-άλγεβρα των Lebesgue

µετρήσιµων υποσυνόλων του R και m είναι το µέτρο Lebesgue, λέγεται χώρος Lebesgue.

Επειδή το µέτρο Lebesgue m είναι ένα σ-αθροιστικό ϑετικό µέτρο, το Θεώρηµα 2.6 ισχύει και

για το µέτρο Lebesgue.

Θεώρηµα 2.53 (Ιδιότητες του µέτρου Lebesgue). ΄Εστω το µέτρο Lebesgue m :M→ [0,∞],

όπουM είναι η σ-άλγεβρα των Lebesgue µετρήσιµων υποσυνόλων του R. Τότε

(αʹ) m (∅) = 0 .

(ϐʹ) Το m είναι ένα πεπερασµένα αθροιστικό ϑετικό µέτρο, δηλαδή

m(A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An) = m(A1) +m(A2) + · · ·+m(An) ,

όπου τα A1, A2, . . . , An είναι ξένα ανά δύο µετρήσιµα σύνολα.

(γʹ) Αν A ⊆ B, όπου A,B ∈ M, τότε m(A) ≤ m(B). ∆ηλαδή η m είναι µονότονη. Αν επιπλέον

m(A) <∞, τότε

m(B \A) = m(B)−m(A) .

(δʹ) Αν

A1 ⊆ A2 ⊆ · · · ⊆ An ⊆ · · · ,

όπου An ∈M, δηλαδή An ↗
⋃∞
n=1An, τότε

lim
n→∞

m(An) = m

( ∞⋃
n=1

An

)
.

(εʹ) ΄Εστω

A1 ⊇ A2 ⊇ · · · ⊇ An ⊇ · · · ,

όπου An ∈M, δηλαδή An ↘
⋂∞
n=1An. Αν m(AN ) <∞ για κάποιο N ∈ N∗, τότε

lim
n→∞

m(An) = m

( ∞⋂
n=1

An

)
.
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Παρατήρηση 2.54. Η υπόθεσηm(AN ) <∞ για κάποιοN ∈ N∗ είναι αναγκαία στην ιδιότητα (ε΄).

Πράγµατι, έστω An = [n,∞), n ∈ N∗. Τότε An ⊃ An+1 µε m(An) = ∞. Επειδή
⋂∞
n=1An = ∅,

είναι m (
⋂∞
n=1An) = 0. ΄Οµως limn→∞m(An) = ∞ και η (ε΄) δεν ισχύει. Επίσης An \ An+1 =

[n, n + 1), οπότε m(An \ An+1) = `([n, n + 1)) = 1. ΄Οµως m(An) − m(An+1) = ∞ − ∞.

Εποµένως, η υπόθεση m(A) <∞ στην ιδιότητα (γ΄) είναι αναγκαία.

Παράδειγµα 2.55. ΄Εστω Ca =
⋂∞
n=1Kn, 0 < a ≤ 1, το γενικευµένο σύνολο Cantor (παραπέ-

µπουµε στο κεφάλαιο 1 για την κατασκευή του Ca). Είναι

Ca ⊂ Kn = Jn,1 ∪ Jn,2 ∪ · · · ∪ Jn,2n ,

όπου τα κλειστά και ξένα ανά δύο διαστήµατα Jn,i (1 ≤ i ≤ 2n) έχουν συνολικό µήκος

2n∑
i=1

`(Jn,i) = 1− a+ a

(
2

3

)n
.

Εποµένως,

m(Kn) = 1− a+ a

(
2

3

)n
.

Επειδή Kn ⊃ Kn+1 και limn→∞m(Kn) = 1− a, ϑα είναι m(Ca) = m (
⋂∞
n=1Kn) = 1− a. ΄Αρα,

το γενικευµένο σύνολο Cantor Ca είναι µετρήσιµο και έχει ϑετικό µέτρο για 0 < a < 1.

Παράδειγµα 2.56. ΄Εστω E ∈M, µε 0 < m(E) <∞ και έστω η συνάρτηση f µε

f(x) := m(E ∩ (−∞, x]) , x ∈ R.

( i) Τότε |f(x)− f(y)| ≤ |x− y| , για κάθε x, y ∈ R.

( ii) Αν c ∈ (0, m(E)), τότε υπάρχει A ∈M µε A ⊂ E τέτοιο ώστε m(A) = c.

Λύση.

(i) Αν y > x, είναι E ∩ (−∞, y] ⊇ E ∩ (−∞, x] και από το Θεώρηµα 2.53 (γ΄) έπεται ότι

f(y) = m(E ∩ (−∞, y]) ≥ m(E ∩ (−∞, x]) = f(x) ,
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δηλαδή η f είναι αύξουσα. Επειδή

E ∩ (−∞, y] \ E ∩ (−∞, x] = E ∩ (x, y] και m(E ∩ (−∞, y]) <∞ ,

από το Θεώρηµα 2.53 (γ΄) έχουµε

0 ≤ f(y)−f(x) = m(E∩ (−∞, y])−m(E∩ (−∞, x]) = m(E∩ (x, y]) ≤ m((x, y]) = y−x .

Αν y < x, παρόµοια έχουµε 0 ≤ f(x)− f(y) ≤ x− y. Εποµένως,

|f(x)− f(y)| ≤ |x− y| ,

δηλαδή η f είναι οµοιόµορφα συνεχής.

(ii) Επειδή η f είναι αύξουσα, τα όρια limx→−∞ f(x) και limx→∞ f(x) υπάρχουν. ΄Εστω ϕθί-

νουσα ακολουθία (xn), µε limn→∞ xn = −∞. Τότε

E ∩ (−∞, x1] ⊇ E ∩ (−∞, x2] ⊇ · · · ⊇ E ∩ (−∞, xn] ⊇ · · ·

και m(E ∩ (−∞, x1]) < ∞. Επειδή
⋂∞
n=1 (E ∩ (−∞, xn]) = ∅, από το Θεώρηµα 2.53 (ε΄)

έχουµε

lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

m(E ∩ (−∞, xn]) = m(∅) = 0 .

΄Αρα limx→−∞ f(x) = 0.

Αν τώρα η ακολουθία (yn) είναι αύξουσα, µε limn→∞ yn = +∞, τότε

E ∩ (−∞, y1] ⊆ E ∩ (−∞, y2] ⊆ · · · ⊆ E ∩ (−∞, yn] ⊆ · · · .

Επειδή
⋃∞
n=1(E ∩ (−∞, yn]) = E, από το Θεώρηµα 2.53 (δ΄) έχουµε

lim
n→∞

f(yn) = lim
n→∞

m(E ∩ (−∞, yn]) = m(E) .

∆ηλαδή limy→∞ f(y) = m(E). ΄Αρα, το πεδίο τιµών της f είναι το ανοικτό διάστηµα

(0, m(E)). Αν c ∈ (0, m(E)), επειδή η f είναι συνεχής, από το ϑεώρηµα Bolzano( ή ενδιά-

µεσης τιµής ) υπάρχει x0 ∈ R τέτοιο ώστε f(x0) = c. Ισοδύναµα, m(E ∩ (−∞, x0]) = c. Αν

A := E ∩ (−∞, x0] ⊂ E, το A είναι ένα µετρήσιµο υποσύνολο του E µε m(A) = c.
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Σηµείωση. Η (ii) αποδεικνύεται και στην περίπτωση που είναι 0 < m(E) ≤ ∞. Πρώτα υπο-

ϑέτουµε ότι το µετρήσιµο σύνολο E είναι ϕραγµένο, έστω E ⊂ [a, b]. Σ᾿ αυτή την περίπτωση

µπορούµε να ϑεωρήσουµε τη συνάρτηση f(x) := m(E ∩ [a, x]), x ∈ [a, b]. Η συνάρτηση f είναι

αύξουσα και συνεχής στο [a, b] και η απόδειξη της (ii) είναι άµεση συνέπεια του ϑεωρήµατος

Bolzano. Στην περίπτωση που το E δεν είναι ϕραγµένο, ορίζουµε την ακολουθία των ϕραγµένων

και µετρήσιµων συνόλων En := E ∩ [−n, n], n ∈ N∗. Επειδή En ⊆ En+1 και
⋃∞
n=1En = E,

είναι limn→∞m(En) = m(E). Εποµένως, για 0 < c < m(E) υπάρχει N ∈ N∗ τέτοιο ώστε

0 < c < m(EN ), όπου το µετρήσιµο σύνολο EN είναι ϕραγµένο. Τότε, από την προηγούµενη

περίπτωση υπάρχει A ∈M, µε A ⊂ EN ⊂ E, τέτοιο ώστε m(A) = c (ϐλέπε άσκηση 42).

Το µέτρο Lebesguem επεκτείνει το µήκος `, που ορίζεται µόνο για διαστήµατα, σε µια µεγαλύτερη

οικογένεια συνόλων που είναι η οικογένεια των Lebesgue µετρήσιµων συνόλωνM. Υπάρχει άλλο

σ-αθροιστικό ϑετικό µέτρο µ στη σ-άλγεβραM, τέτοιο ώστε µ(I) = `(I) για κάθε διάστηµα I;

Θα αποδείξουµε τώρα ότι η απάντηση είναι αρνητική.

Θεώρηµα 2.57. ΄Εστω µ ένα σ-αθροιστικό ϑετικό µέτρο στη σ-άλγεβραM, τέτοιο ώστε µ(I) = `(I)

για κάθε ανοικτό διάστηµα I. Τότε, µ = m.

Απόδειξη. Αρκεί να αποδειχθεί ότι µ(E) = m(E) για κάθε E ∈M.

1η περίπτωση. Υποθέτουµε ότι E ∈M µε E ⊆ I, όπου I ανοικτό και ϕραγµένο διάστηµα. ΄Εστω

(Jk) ακολουθία ανοικτών και ϕραγµένων διαστηµάτων µε E ⊆
⋃∞
k=1 Jk. Επειδή µ(Jk) = `(Jk),

έχουµε

µ(E) ≤ µ

( ∞⋃
k=1

Jk

)
≤
∞∑
k=1

µ(Jk) =
∞∑
k=1

`(Jk) .

Τότε από τον ορισµό του εξωτερικού µέτρου Lebesgue έπεται ότι

µ(E) ≤ m∗(E) = m(E) , για κάθε Lebesgue µετρήσιµο σύνολο E ⊆ I .

Επειδή τα µ, m είναι σ-αθροιστικά ϑετικά µέτρα στη σ-άλγεβραM, είναι

µ(E) + µ(I \ E) = µ(I) = m(I) = m(E) +m(I \ E) .

Στις παραπάνω ισότητες όλοι οι όροι είναι πεπερασµένοι και έχουµε αποδείξει ότι µ(E) ≤ m(E),
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µ(I \ E) ≤ m(I \ E). ΄Αρα, ϑα πρέπει να είναι

µ(E) = m(E) , για κάθε E ∈M µε E ⊆ I .

2η περίπτωση. ΄Εστω τώρα το E είναι ένα οποιοδήποτε Lebesgue µετρήσιµο σύνολο. Αν In :=

(−n, n), n ∈ N∗, ορίζουµε την αριθµήσιµη οικογένεια συνόλων (En) µε

E1 := E ∩ I1 και En := E ∩ (In \ In−1) , για κάθε n > 1 .

Τα σύνολα En είναι Lebesgue µετρήσιµα και ξένα ανά δύο. Επίσης εύκολα διαπιστώνεται ότι

E =
⋃∞
n=1En. Επειδή En ⊆ In, από την προηγούµενη περίπτωση είναι µ(En) = m(En) για

κάθε n ∈ N∗. Εποµένως,

µ(E) =
∞∑
n=1

µ(En) =
∞∑
n=1

m(En) = m(E) .

΄Αρα, το µέτρο µ ταυτίζεται µε το µέτρο Lebesgue m στη σ-άλγεβραM.

Ορισµός 2.58. Αν E ⊂ P (R), µε σ(E) συµβολίζουµε τη µοναδική µικρότερη σ-άλγεβρα που

περιέχει το E . Η σ(E) λέµε ότι είναι η σ-άλγεβρα που παράγεται από την E (ϐλέπε Πρόταση 2.16).

Η Borel σ-άλγεβρα είναι αυτή που παράγεται από τα ανοικτά σύνολα του R και συµβολίζεται µε

B. Τα στοιχεία της B λέγονται σύνολα Borel.

Παρατηρήσεις 2.59. 1. Αν E1 ⊂ σ(E2), τότε σ(E1) ⊆ σ(E2).

2. Με Fσ παριστάνουµε τα σύνολα που είναι ενώσεις αριθµήσιµου το πλήθος κλειστών συνόλων

και µε Gδ παριστάνουµε τα σύνολα που είναι τοµές αριθµήσιµου το πλήθος ανοικτών συνό-

λων. Προφανώς το συµπλήρωµα ενός Fσ συνόλου είναι ένα Gδ σύνολο και αντίστροφα. Τα

Fσ, Gδ είναι σύνολα Borel. Επίσης µπορούµε να ϑεωρήσουµε σύνολα Fσδ, Gδσ, Fσδσ κ.ο.κ.

΄Ενα σύνολο Fσδ είναι η τοµή αριθµήσιµου το πλήθος συνόλων Fσ.

Πρόταση 2.60. Η Borel σ-άλγεβρα B παράγεται από :

(αʹ) Τα ανοικτά και ϕραγµένα διαστήµατα E1 = {(a, b) : a < b}.
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(ϐʹ) Τα κλειστά και ϕραγµένα διαστήµατα E2 = {[a, b] : a < b}.

(γʹ) Τα ηµιάνοικτα και ϕραγµένα διαστήµατα E3 = {(a, b] : a < b} ή E4 = {[a, b) : a < b}.

(δʹ) Τα διαστήµατα E5 = {(a,∞) : a ∈ R} ή E6 = {(−∞, a) : a ∈ R}.

(εʹ) Τα διαστήµατα E7 = {[a,∞) : a ∈ R} ή E8 = {(−∞, a] : a ∈ R}.

Απόδειξη. Τα στοιχεία των Ej , j 6= 3, 4, είναι ανοικτά ή κλειστά σύνολα και τα στοιχεία των E3, E4

είναι σύνολα Gδ. Για παράδειγµα, (a, b] =
⋂∞
n=1(a, b+ 1/n). Εποµένως

σ(Ej) ⊆ B, j = 1, 2, . . . , 8 .

Επειδή κάθε ανοικτό σύνολο είναι ένωση αριθµήσιµου το πλήθος ανοικτών και ϕραγµένων δια-

στηµάτων, τα ανοικτά σύνολα ανήκουν στη σ-άλγεβρα σ(E1) και εποµένως B ⊆ σ(E1). ΄Αρα,

B = σ(E1).

Για να αποδείξουµε τώρα ότι B ⊆ σ(Ej), j ≥ 2, αρκεί να δείξουµε ότι τα ανοικτά και ϕραγµένα

διαστήµατα ανήκουν στις σ(Ej), j ≥ 2. Το (a, b) =
⋃∞
n=1[a+ 1/n, b−1/n] ∈ σ(E2) και παρόµοια

αποδεικνύεται ότι (a, b) ∈ σ(Ej), j = 3, . . . , 8.

Το επόµενο αποτέλεσµα µας λέει ότι ένα Lebesgue µετρήσιµο σύνολο διαφέρει από ένα σύνολο

Borel κατά ένα σύνολο µέτρου µηδέν.

Θεώρηµα 2.61. Για κάθε σύνολο E ⊆ R οι παρακάτω προτάσεις είναι ισοδύναµες :

( i) Το E είναι µετρήσιµο.

( ii) Για κάθε ε > 0, υπάρχει ανοικτό σύνολο G ⊇ E τέτοιο ώστε

m∗(G \ E) < ε.

( iii) Για κάθε ε > 0, υπάρχει κλειστό σύνολο F ⊆ E τέτοιο ώστε

m∗(E \ F ) < ε.
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( iv) Είναι E = G \N , όπου G είναι ένα Gδ σύνολο και N = G \ E µε m∗(N) = 0.

(v) Είναι E = F ∪N , όπου F είναι ένα Fσ σύνολο και N = E \ F µε m∗(N) = 0.

Απόδειξη. Θα αποδείξουµε τις εξής συνεπαγωγές :

(i)⇒ (ii)⇒ (iv)⇒ (i)

και

(i)⇒ (iii)⇒ (v)⇒ (i)

(i)⇒ (ii) ΄Εστωm(E) <∞. Τότε για κάθε ε > 0 από την Πρόταση 2.34 υπάρχει ανοικτό σύνολο

G ⊇ E τέτοιο ώστεm(G) < m(E)+ε. Επειδή G = (G\E)∪E, είναιm(G) = m(G\E)+m(E).

Εποµένως m(G \ E) = m(G)−m(E), αφού m(E) <∞. ΄Αρα,

m(G \ E) < ε .

΄Εστω τώρα m(E) =∞. Αν En = E ∩ [−n, n], n ∈ N∗, τότε m(En) <∞. Από την προηγούµενη

περίπτωση, για κάθε ε > 0 υπάρχει ανοικτό σύνολο Gn µε Gn ⊇ En τέτοιο ώστε m(Gn \ En) <

ε/2n+1. Επειδή Gn \ E ⊆ Gn \ En, είναι

m(Gn \ E) <
ε

2n+1
, για κάθε n ∈ N∗ .

Αν G :=
⋃∞
n=1Gn, το G είναι ανοικτό σύνολο µε G ⊇

⋃∞
n=1(E ∩ [−n, n]) = E και G \ E =⋃∞

n=1(Gn \ E). Εποµένως,

m(G \ E) = m

( ∞⋃
n=1

(Gn \ E)

)
≤
∞∑
n=1

m(Gn \ E) ≤
∞∑
n=1

ε

2n+1
=
ε

2
< ε .

(i)⇒ (iii) Το E είναι µετρήσιµο οπότε και το Ec ϑα είναι µετρήσιµο. Επειδή (i) ⇒ (ii), για

κάθε ε > 0 υπάρχει ανοικτό σύνολο G ⊇ Ec τέτοιο ώστεm∗(G\Ec) < ε. Θέτουµε F := Gc. Τότε

το F ⊆ E είναι κλειστό σύνολο και επειδή E \F = G\Ec, ϑα είναιm∗(E \F ) = m∗(G\Ec) < ε.

Εποµένως η (iii) ισχύει.

(ii)⇒ (iv) Για κάθε n ∈ N∗ υπάρχει ανοικτό σύνολο Gn µε Gn ⊇ E, τέτοιο ώστε m∗(Gn \E) <

1/n. Αν G :=
⋂∞
n=1Gn, τότε το G είναι ένα Gδ σύνολο τέτοιο ώστε G ⊆ Gn και G \ E ⊆ Gn \ E.

Εποµένως,

m∗(G \ E) ≤ m∗(Gn \ E) <
1

n
, για κάθε n ∈ N∗ .
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΄Αρα m∗(G \E) = 0. Επειδή G ⊇ E, ϑα είναι E = G \ (G \E), όπου G είναι ένα σύνολο Gδ και

m∗(G \ E) = 0.

(iii)⇒ (v) Για κάθε n ∈ N∗ υπάρχει κλειστό σύνολο Fn µε Fn ⊆ E, τέτοιο ώστε m∗(E \ Fn) <

1/n. Αν F :=
⋃∞
n=1 Fn, τότε το F είναι ένα Fσ σύνολο τέτοιο ώστε Fn ⊆ F και E \ F ⊆ E \ Fn.

Εποµένως,

m∗(E \ F ) ≤ m∗(E \ Fn) <
1

n
, για κάθε n ∈ N∗ .

΄Αρα m∗(E \ F ) = 0. Επειδή F ⊆ E, ϑα είναι E = F ∪ (E \ F ), όπου F είναι ένα Fσ σύνολο και

m∗(E \ F ) = 0.

Τέλος, (iv)⇒ (i) και (v)⇒ (i) επειδή τα σύνολα Fσ και Gδ είναι Borel και εποµένως µετρήσιµα.

Επίσης το N µε m∗(N) = 0 είναι µετρήσιµο.

Πόρισµα 2.62. Αν m(E) = 0, τότε το E είναι υποσύνολο ενός συνόλου Borel G µε m(G) = 0.

Απόδειξη. Αν m(E) = 0, τότε το E είναι µετρήσιµο σύνολο. Από το Θεώρηµα 2.61 (iv) το

E = G \N , όπου το G είναι σύνολο Borel και m(N) = 0. Εποµένως E ⊂ G και

m(G) = m ((G \N) ∪N) = m(G \N) +m(N) = 0 .

Πόρισµα 2.63. Αν το E είναι ένα Lebesgue µετρήσιµο σύνολο, τότε υπάρχουν σύνολα Borel F

και G τέτοια ώστε

F ⊆ E ⊆ G και m(G \ F ) = 0.

Απόδειξη. Από το Θεώρηµα 2.61 (iv) και (v) υπάρχουν σύνολα Borel G και F τέτοια ώστε E ⊆ G

και F ⊆ E, µε m(G \ E) = m(E \ F ) = 0. Εποµένως F ⊆ E ⊆ G και επειδή G \ F =

(G \ E) ∪ (E \ F ), είναι m(G \ F ) = m(G \ E) +m(E \ F ) = 0.
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Πόρισµα 2.64. Αν µ είναι ένα ϑετικό µέτρο στη σ-άλγεβραM και µ(B) = m(B) για κάθεB ∈ B,

τότε

µ = m στη σ-άλγεβραM .1

Απόδειξη. ΄Εστω E ∈ M. Από την υπόθεση και το προηγούµενο πόρισµα είναι µ(F ) = m(F ),

µ(G) = m(G) και µ(G \ F ) = m(G \ F ) = 0. Επειδή F ⊆ E ⊆ G = F ∪ (G \ F ), έχουµε

µ(F ) ≤ µ(E) ≤ µ(G) = µ (F ∪ (G \ F )) = µ(F ) + µ(G \ F ) = µ(F ).

Εποµένως µ(F ) = µ(G) = µ(E) και παρόµοια m(F ) = m(G) = m(E). ΄Αρα µ(E) = m(E), για

κάθε E ∈M.

Παρατήρηση 2.65. Από το Θεώρηµα 2.61 προκύπτει ότι ένα Lebesgue µετρήσιµο σύνολο είναι

ένα σύνολο Borel συν (ή πλην) ένα υποσύνολο ενός συνόλου Borel µε µέτρο µηδέν. Ο Lebesgue

µετρήσιµος χώρος (R,M,m) λέγεται πλήρης επειδή κάθε υποσύνολο ενός συνόλουE, µεm(E) =

0, είναι Lebesgue µετρήσιµο. ΄Οµως δεν είναι δυνατόν όλα τα σύνολα που έχουν µέτρο µηδέν να

είναι σύνολα Borel, δηλαδή ο (R,B,m) δεν είναι πλήρης χώρος. Πράγµατι, αν κάθε σύνολο µε

µέτρο µηδέν είναι σύνολο Borel, από το Θεώρηµα 2.61 (iv) ή (v) κάθε E ∈ M ϑα είναι σύνολο

Borel, δηλαδήE ∈ B. ΄ΑραM = B. Αυτό όµως είναι άτοπο επειδή υπάρχουν Lebesgue µετρήσιµα

σύνολα που δεν είναι σύνολα Borel. Για την απόδειξη ϑεωρούµε το τριαδικό σύνολο Cantor C, για

το οποίο είναιm(C) = 0 και |C| = c. Επειδή κάθε υποσύνολο του C έχει µέτρο µηδέν, P(C) ⊂M.

Εποµένως, |M| ≥ |P(C)| = 2c. ΄ΟµωςM⊂ P(R), οπότε |M| ≤ 2c. ΄Αρα |M| = 2c.

Θεωρούµε τώρα όλα τα ανοικτά διαστήµατα στο R των οποίων τα άκρα είναι ϱητοί αριθµοί. Αυτά

είναι αριθµήσιµο το πλήθος και εύκολα αποδεικνύεται ότι παράγουν τη Borel σ-άλγεβρα B. Τότε

όµως µπορεί να αποδειχθεί ότι |B| = c. ∆ηλαδή

|B| = c < 2c = |M|

1Πιο γενικά, αποδείχτηκε στο Θεώρηµα 2.57 ότι αν µ(I) = m(I) για κάθε ανοικτό διάστηµα I, τότε µ = m στη

σ-άλγεβρα M.
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και εποµένως το B είναι γνήσιο υποσύνολο τουM.

Στην Πρόταση 2.80 δίνουµε ένα συγκεκριµένο παράδειγµα Lebesgue µετρήσιµου συνόλου που δεν

είναι σύνολο Borel.

Πόρισµα 2.66. (αʹ) Για κάθε E ⊆ R είναι

m∗(E) = inf {m(G) : E ⊆ G και το G είναι ανοικτό} .

(ϐʹ) Αν το E ⊆ R είναι µετρήσιµο, τότε

m(E) = sup {m(F ) : F ⊆ E και το F είναι κλειστό} .

(γʹ) Αν το E ⊆ R είναι µετρήσιµο, τότε

m(E) = sup {m(K) : K ⊆ E και το K είναι συµπαγές} .

Απόδειξη. (αʹ) Είναι η Πρόταση 2.34.

(ϐʹ) Αν το E ∈ M και το F είναι κλειστό, µε F ⊆ E, τότε m(F ) ≤ m(E). Από το Θεώρηµα 2.61

(iii), για κάθε ε > 0 υπάρχει κλειστό σύνολο Fε ⊆ E τέτοιο ώστε m(E \ Fε) < ε. Εποµένως

m(E) = m(Fε) +m(E \ Fε) < m(Fε) + ε .

(γʹ) Από το Θεώρηµα 2.61 (iii) για κάθε n ∈ N∗ υπάρχει κλειστό σύνολο Kn ⊆ E ∩ [−n, n], τέτοιο

ώστε m (E ∩ [−n, n] \Kn) < 1/n. Το Kn είναι συµπαγές. Επειδή m(E ∩ [−n, n]) < ∞,

έχουµε

m(E ∩ [−n, n])−m(Kn) <
1

n
και ισοδύναµα m(Kn) > m(E ∩ [−n, n])− 1

n
.

Επίσης E ∩ [−n, n] ⊆ E ∩ [−(n+ 1), n+ 1], οπότε

lim
n→∞

m(E ∩ [−n, n]) = m

( ∞⋃
n=1

E ∩ [−n, n]

)
= m(E) .
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Επειδή για κάθε συµπαγές σύνολο K µε K ⊆ E είναι m(K) ≤ m(E), έχουµε

m(E) ≥ sup {m(K) : K ⊆ E , K συµπαγές}

≥ sup
n∈N∗

m(Kn)

≥ lim sup
n→∞

m(Kn)

≥ lim
n→∞

m(E ∩ [−n, n]) = m(E) .

΄Αρα, m(E) = sup {m(K) : K ⊆ E , K συµπαγές}.

Πρόταση 2.67. Για κάθε υποσύνολοA τουR υπάρχει µετρήσιµο σύνολοG µεA ⊆ G καιm∗(A) =

m(G). Μάλιστα το G =
⋂∞
n=1Gn, όπου (Gn) είναι αριθµήσιµη οικογένεια ανοικτών συνόλων µε

Gn ⊇ A για κάθε n ∈ N∗. ∆ηλαδή το G είναι ένα Gδ σύνολο.

Απόδειξη. Αν m∗(A) =∞, παίρνουµε το G = R.

΄Εστω m∗(A) < ∞. Από το Πόρισµα 2.66 (α΄), για κάθε n ∈ N∗ υπάρχει ανοικτό σύνολο Gn µε

Gn ⊇ A καιm(Gn) < m∗(A)+1/n. Το σύνολο G :=
⋂∞
n=1Gn είναι ένα Gδ σύνολο και εποµένως

µετρήσιµο. Επειδή A ⊆ G ⊆ Gn, είναι

m∗(A) ≤ m(G) ≤ m(Gn) < m∗(A) +
1

n
, για κάθε n ∈ N∗ .

΄Αρα, m∗(A) = m(G).

΄Εχουµε αποδείξει ότι αν το σύνολο E ⊂ R είναι Lebesgue µετρήσιµο, τότε µπορούµε να προσεγ-

γίσουµε το µέτρο από τα κάτω µε συµπαγή σύνολα. Αν E ⊂ R µεm∗(E) <∞, τότε το αντίστροφο

ισχύει. Ας σηµειωθεί ότι τα συµπαγή υποσύνολα του R έχουν πεπερασµένο µέτρο Lebesgue.

Θεώρηµα 2.68. ΄Εστω E ⊂ R µε m∗(E) < +∞. Το E είναι Lebesgue µετρήσιµο αν και µόνο αν,

για κάθε ε > 0 υπάρχει συµπαγές σύνολο K µε K ⊆ E, τέτοιο ώστε

m∗(E \K) < ε .
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Απόδειξη. Αν το σύνολο E είναι Lebesgue µετρήσιµο, από το Πόρισµα 2.66 (γ΄) για κάθε ε > 0

υπάρχει συµπαγές σύνολο Kε ⊆ E τέτοιο ώστε m(E) < m(Kε) + ε. Ισοδύναµα, m(E \Kε) < ε.

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι για κάθε n ∈ N∗ υπάρχει συµπαγές σύνολο Kn ⊆ E τέτοιο ώστε

m∗(E \ Kn) < 1/n. Αν K :=
⋃∞
n=1Kn, τότε το K είναι µετρήσιµο υποσύνολο του E µε

E \K ⊆ E \Kn. Κατά συνέπεια m∗(E \K) < 1/n, για κάθε n ∈ N∗. Εποµένως m∗(E \K) = 0

που συνεπάγεται ότι το σύνολο Z := E \K είναι µετρήσιµο. ΄Αρα, το σύνολο E = K ∪ Z είναι

µετρήσιµο.

2.6 Σύνολα που δεν είναι Lebesgue Μετρήσιµα

Προκειµένου να κατασκευάσουµε ένα µη µετρήσιµο υποσύνολο του R, ϑα χρειαστούµε το αξίωµα

της επιλογής στην παρακάτω µορφή.

Αξίωµα 2.69 (Αξίωµα Zermelo). ΄Εστω {Ea : a ∈ A} οικογένεια ξένων ανά δύο µη κενών συνό-

λων. Τότε υπάρχει σύνολο µε ένα ακριβώς στοιχείο από κάθε Ea, a ∈ A.

Αν E ⊆ R, η διαφορά E − E ορίζεται ως εξής

E − E := {x− y : x, y ∈ E} .

Είναι προφανές ότι αν E ⊆ F , τότε E − E ⊆ F − F . Θα αποδείξουµε στη συνέχεια ένα

ϑεώρηµα του H. Steinhaus που µας λέει ότι αν το E είναι Lebesgue µετρήσιµο µε m(E) > 0,

τότε η διαφορά E − E περιέχει µια περιοχή (−δ, δ) του µηδενός. Εποµένως, ακόµη και αν το

εσωτερικό ενός µετρήσιµου συνόλου E ϑετικού µέτρου είναι το κενό (όπως π.χ. συµβαίνει µε το

γενικευµένο σύνολο του Cantor Ca, 0 < a < 1), το εσωτερικό της διαφοράς E −E είναι µη κενό

σύνολο. Πρώτα ϑα αποδείξουµε αυτό το αποτέλεσµα για συµπαγή σύνολα. Αν τα A,B είναι µη

κενά υποσύνολα του R, υπενθυµίζεται ότι η απόσταση d(A,B) των A και B ορίζεται ως εξής

d(A,B) := inf {|x− y| : x ∈ A, y ∈ B} .

Αν ένα τουλάχιστον από τα µη κενά κλειστά σύνολα F1, F2 είναι συµπαγές, τότε αποδεικνύεται

(ϐλέπε άσκηση 46) ότι υπάρχει x∗ ∈ F1 και y∗ ∈ F2 τέτοια ώστε

d(F1, F2) = |x∗ − y∗| = inf {|x− y| : x ∈ F1, y ∈ F2} .

Ειδικά αν τα σύνολα F1, F2 είναι ξένα, τότε d(F1, F2) > 0.



82 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΧΩΡΟΙ ΜΕΤΡΟΥ–ΜΕΤΡΟ LEBESGUE

Λήµµα 2.70. ΄Εστω το K ⊂ R είναι συµπαγές σύνολο µε m(K) > 0. Τότε το σύνολο K − K

περιέχει µια περιοχή (−δ, δ) του µηδενός.

Απόδειξη. Επειδή 0 < m(K) < ∞, για ε = m(K) > 0 από το Πόρισµα 2.66 (α΄) υπάρχει

ανοικτό σύνολο G µε G ⊃ K, τέτοιο ώστε m(G) < m(K) + ε = 2m(K). Επειδή το K είναι

συµπαγές και το Gc = R \ G είναι κλειστό µε K ∩ Gc = ∅, η απόσταση δ = d(K,Gc) :=

inf {|k − g′| : k ∈ K, g′ ∈ Gc} > 0. Θα αποδείξουµε ότι το διάστηµα (−δ, δ) περιέχεται στο

K −K.

Παρατηρούµε ότι αν x ∈ (−δ, δ), δηλαδή |x| < δ, τότε x+K ⊆ G. Πράγµατι, αν το x+ k = g′ ∈

Gc, για κάποιο k ∈ K, ϑα είναι x = g′ − k. ΄Οµως |x| = |k − g′| ≥ δ, που είναι άτοπο.

Αποδεικνύουµε τώρα ότι για κάθε x ∈ (−δ, δ) είναι K ∩ (x + K) 6= ∅. Ας υποθέσουµε ότι

K ∩ (x+K) = ∅. Επειδή K ∪ (x+K) ⊆ G, έχουµε

2m(K) = m(K) +m(x+K) = m (K ∪ (x+K)) ≤ m(G) < 2m(K)

που είναι άτοπο. ΄Αρα, για κάθε x ∈ (−δ, δ) είναι K ∩ (x + K) 6= ∅. Τότε όµως υπάρχουν

k1, k2 ∈ K, τέτοια ώστε x+k1 = k2 και ισοδύναµα x = k1−k2 ∈ K−K. ∆ηλαδή, αν x ∈ (−δ, δ)

τότε x ∈ K−K και αυτό αποδεικνύει ότι τοK−K περιέχει την περιοχή (−δ, δ) του µηδενός.

Θεώρηµα 2.71 (H. Steinhaus [63]). Αν τοE ⊆ R είναι Lebesgue µετρήσιµο σύνολο µεm(E) > 0,

τότε η διαφορά E − E περιέχει µια περιοχή (−δ, δ) του µηδενός.

Απόδειξη. ΄Εστω En := E ∩ (−n, n) = {x ∈ E : |x| < n}, n ∈ N∗. Είναι E =
⋃∞
n=1En και

En ⊆ En+1, οπότε limn→∞m(En) = m(E) > 0. Εποµένως υπαρχει n0 ∈ N∗, τέτοιο ώστε

m(En) > 0 για κάθε n ≥ n0. Κατά συνέπεια 0 < m(En0) <∞. Τότε όµως για ε = 1
2m(En0) > 0

από το Πόρισµα 2.66 (γ΄) υπάρχει συµπαγές σύνολο K µε K ⊆ En0 ⊆ E, τέτοιο ώστε

0 < m(En0) < m(K) + ε⇔ 0 <
1

2
m(En0) < m(K) .

∆ηλαδή m(K) > 0.
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2ος τρόπος. Επειδή m(E) > 0 και

m(E) = sup {m(K) : K ⊆ E και το K είναι συµπαγές} ,

είναι προφανές ότι για ένα τουλάχιστον συµπαγές υποσύνολο K του E ϑα είναι m(K) > 0.

Επειδή K ⊆ E, ϑα είναι K −K ⊆ E − E και από το προηγούµενο λήµµα το E − E περιέχει

ανοικτό διάστηµα της µορφής (−δ, δ).

Μια άλλη απόδειξη του ϑεωρήµατος του Steinhaus υποδεικνύεται στην άσκηση 53 του κεφαλαίου

4.

Πόρισµα 2.72. ΑνE ⊂ R και η διαφοράE−E δεν περιέχει κανένα ανοικτό διάστηµα της µορφής

(−δ, δ), τότε είτε το E δεν είναι Lebesgue µετρήσιµο ή m∗(E) = 0.

Ορίζουµε τώρα µια σχέση ισοδυναµίας στο R ως εξής

x ∼ y αν και µόνο αν x− y ∈ Q .

΄Εστω x, y, z ∈ R. Είναι προφανές ότι x ∼ x και x ∼ y ⇒ y ∼ x. Επίσης x ∼ y και y ∼ z

συνεπάγεται x ∼ z. Οι κλάσεις ισοδυναµίας είναι της µορφής [x]∼ = {x + r : r ∈ Q} .

Αν [x]∼ και [y]∼ είναι δύο κλάσεις ισοδυναµίας, τότε είτε [x]∼ = [y]∼ ή [x]∼ ∩ [y]∼ = ∅.

Συγκεκριµένα, αν x− y ∈ Q τότε [x]∼ = [y]∼, ενώ αν x− y είναι άρρητος τότε [x]∼ ∩ [y]∼ = ∅. Η

οικογένεια {[x]∼ : x ∈ R} αποτελεί µία διαµέριση του R. Από όλες τις κλάσεις ισοδυναµίας, µία

αποτελείται από όλους τους ϱητούς ενώ οι άλλες κλάσεις αποτελούνται από άρρητους αριθµούς

και είναι σύνολα ξένα ανά δύο. ΄Ολες οι διαφορετικές µεταξύ τους κλάσεις ισοδυναµίας δεν είναι

αριθµήσιµες το πλήθος. Πράγµατι, κάθε κλάση ισοδυναµίας είναι αριθµήσιµο σύνολο, η ένωση

όµως όλων των κλάσεων είναι το R.

Από το αξίωµα του Zermelo, έστω E το σύνολο µε ένα ακριβώς στοιχείο από κάθε κλάση ισοδυ-

ναµίας. ΄Ενα τέτοιο σύνολο E λέγεται και σύνολο Vitali.

• Το σύνολο E − E = {x− y : x, y ∈ E} δεν περιέχει κανένα διάστηµα. Πράγµατι, αν το

σύνολο E − E περιέχει ένα διάστηµα, τότε στο διάστηµα αυτό υπάρχει ϱητός αριθµός r,

r 6= 0. Εποµένως, υπάρχουν x1, x2 ∈ E τέτοια ώστε r = x1 − x2. ΄Οµως τότε x1 ∼ x2 και

από τον ορισµό του E ϑα πρέπει να είναι x1 = x2, δηλαδή r = 0 που είναι άτοπο.
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• Από το Πόρισµα 2.72 προκύπτει ότι είτε το E δεν είναι µετρήσιµο ή m (E) = 0.

Θα αποδείξουµε στη συνέχεια ότι το E δεν είναι µετρήσιµο. ΄Εστω (rn)∞n=1 µια αρίθµηση των

ϱητών αριθµών στο R. Αν

En := E + rn = {x+ rn : x ∈ E} ,

αναφέρουµε δύο ιδιότητες της αριθµήσιµης οικογένειας συνόλων (En).

Λήµµα 2.73. (αʹ) Αν m 6= n, τότε Em ∩ En = ∅.

(ϐʹ) Είναι R =
⋃∞
n=1En.

Απόδειξη. (αʹ) Αν x ∈ Em ∩ En, τότε x = ξ + rm = η + rn, όπου ξ, η ∈ E. Εποµένως ξ − η ∈ Q,

οπότε [ξ]∼ = [η]∼. Κατά συνέπεια {ξ} = E ∩ [ξ]∼ = E ∩ [η]∼ = {η}, δηλαδή ξ = η. ΄Οµως

τότε rm = rn, άτοπο.

(ϐʹ) ΄Εστω x ∈ R. Αν y ∈ [x]∼, µε y ∈ E, τότε x − y = rn ∈ Q, για κάποιο n ∈ N∗. ∆ηλαδή

x = y + rn ∈ En και εποµένως x ∈
⋃∞
n=1En. ΄Αρα R =

⋃∞
n=1En.

Θεώρηµα 2.74 (Vitali). Το σύνολο του Vitali δεν είναι Lebesgue µετρήσιµο.

Απόδειξη. Από τον ορισµό του συνόλου E του Vitali, είτε το E δεν είναι µετρήσιµο ή m (E) = 0.

΄Εστω m(E) = 0. Επειδή m∗(En) = m∗(E), ϑα είναι και m(En) = 0 για κάθε n ∈ N∗. ΄Οµως

R =
⋃∞
n=1En, όπου τα σύνολα En είναι ξένα ανά δύο. Τότε, επειδή το µέτρο Lebesgue m είναι

σ-αθροιστικό ϑα είναι

m(R) =

∞∑
n=1

m(En) = 0 . (άτοπο)

΄Αρα, το E δεν είναι Lebesgue µετρήσιµο.
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Πόρισµα 2.75 (Vitali). Κάθε A ⊆ R µε m∗ (A) > 0 περιέχει ένα µη µετρήσιµο υποσύνολο.

Απόδειξη. ΄Εστω E το σύνολο του Vitali και έστω (En) η αριθµήσιµη οικογένεια µε En = E+ rn,

όπου (rn)∞n=1 είναι µια αρίθµηση των ϱητών αριθµών στο R. Από το προηγούµενο ϑεώρηµα τα

En δεν είναι µετρήσιµα σύνολα, όµως κάποια από τα σύνολα A ∩ En είναι δυνατόν να είναι

µετρήσιµα.

Θα αποδείξουµε τώρα ότι τα σύνολα A ∩ En που είναι µετρήσιµα πρέπει να έχουν µέτρο µηδέν.

Πράγµατι, ας υποθέσουµε ότι το µετρήσιµο σύνολο A ∩ En έχει ϑετικό µέτρο. Τότε, από το

Θεώρηµα 2.71 η διαφορά A ∩ En − A ∩ En ϑα περιέχει µια περιοχή του µηδενός. Επειδή

A∩En ⊆ En, τότε και η διαφορά En−En = E−E ϑα περιέχει µια περιοχή του µηδενός, άτοπο.

΄Αρα, τα σύνολα A ∩ En που είναι µετρήσιµα ϑα πρέπει να έχουν µέτρο µηδέν.

Επειδή R =
⋃∞
n=1En, είναι A =

⋃∞
n=1(A ∩ En) και m∗(A) ≤

∑∞
n=1m

∗(A ∩ En). Αν όλα τα

σύνολα A∩En είναι µετρήσιµα, τότε m∗(A∩En) = 0 για κάθε n ∈ N∗ και αυτό συνεπάγεται ότι

m∗(A) = 0, άτοπο. Εποµένως για κάποιο n ∈ N∗ το σύνολο A∩En ⊂ A δεν είναι µετρήσιµο.

Ισοδύναµα, το Πόρισµα 2.75 διατυπώνεται και ως εξής :

Πόρισµα 2.76. Αν A ⊂ R και κάθε υποσύνολο του A είναι Lebesgue µετρήσιµο, τότε m(A) = 0.

Θεώρηµα 2.77. Υπάρχουν ξένα µεταξύ τους σύνολα πραγµατικών αριθµών A και B για τα οποία

m∗(A ∪B) < m∗(A) +m∗(B) .

Εποµένως αν E1 = A, E2 = B και En = ∅ για κάθε n ≥ 3, η (En) είναι αριθµήσιµη οικογένεια

ξένων ανά δύο υποσυνόλων του R µε

m∗

( ∞⋃
n=1

En

)
<

∞∑
n=1

m∗(En) .
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Απόδειξη. Η απόδειξη ϑα γίνει µε την εις άτοπο απαγωγή. Υποθέτουµε ότι

m∗(A ∪B) = m∗(A) +m∗(B) ,

για κάθε Ϲεύγος A, B ξένων µεταξύ τους υποσυνόλων του R. Αν E είναι ένα οποιοδήποτε σύνολο

πραγµατικών αριθµών, τότε για κάθε A ⊆ R έχουµε

m∗(A ∩ E) +m∗(A ∩ Ec) = m∗ ((A ∩ E) ∪ (A ∩ Ec)) = m∗(A) .

∆ηλαδή το E ικανοποιεί τον ορισµό της µετρησιµότητας συνόλου(Ορισµός 2.38). Καταλήγουµε

λοιπόν στο συµπέρασµα ότι κάθε υποσύνολο του R είναι Lebesgue µετρήσιµο. Αυτό όµως έρχεται

σε αντίφαση µε το Πόρισµα 2.75.

Στο επόµενο παράδειγµα κατασκευάζουµε αριθµήσιµη οικογένεια ξένων ανά δύο µη µετρήσιµων

υποσυνόλων (En) του R µε

m∗

( ∞⋃
n=1

En

)
<
∞∑
n=1

m∗(En) .

Παράδειγµα 2.78. Αν (rn)∞n=1 είναι µια αρίθµηση των ϱητών αριθµών στο (−1, 1), κατασκευά-

Ϲουµε στο I = (0, 1) το σύνολο E του Vitali µε τον ίδιο τρόπο που έγινε η κατασκευή αυτού του

συνόλου στο R. Τότε τα σύνολα En = E + rn είναι ξένα ανά δύο. Επειδή En ⊂ (−1, 2), για κάθε

n ∈ N∗, είναι
⋃∞
n=1En ⊂ (−1, 2). Θα αποδείξουµε ότι I ⊂

⋃∞
n=1En. Αν x ∈ I, έστω ξ ∈ [x]∼, µε

ξ ∈ E. Τότε |x − ξ| < 1 και το x − ξ = rn ∈ Q, για κάποιο n ∈ N∗. Επειδή το rn ∈ (−1, 1), το

x = ξ + rn ∈ En και εποµένως x ∈
⋃∞
n=1En. ΄Αρα, I ⊂

⋃∞
n=1En.

Από τον ορισµό του συνόλουE του Vitali, είτε τοE δεν είναι µετρήσιµο ήm(E) = 0. Αν υποθέσουµε

ότι m(E) = 0, επειδή m(En) = m(E), ϑα είναι και m(En) = 0, για κάθε n ∈ N∗. Εποµένως,

επειδή I ⊂
⋃∞
n=1En και το µέτρο Lebesgue m είναι σ-αθροιστικό, ϑα είναι

1 = m(I) ≤ m

( ∞⋃
n=1

En

)
=
∞∑
n=1

m(En) = 0 . (άτοπο)

΄Αρα, το E δεν είναι µετρήσιµο. Τότε όµως και τα ξένα ανά δύο σύνολα En δεν είναι µετρήσιµα.

Επειδή m∗(En) = m∗(E) > 0 και
⋃∞
n=1En ⊂ (−1, 2), είναι

m∗

( ∞⋃
n=1

En

)
≤ 3 < +∞ =

∞∑
n=1

m∗(En) .
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Αποδείξαµε λοιπόν ότι υπάρχουν σύνολα En στο R που είναι ξένα ανά δύο, δεν είναι µετρήσιµα και

τέτοια ώστε

m∗

( ∞⋃
n=1

En

)
<

∞∑
n=1

m∗(En) .

Πρόταση 2.79. Θεωρούµε την ιδιάζουσα συνάρτηση Cantor–Lebesgue ϕ που ορίστηκε στην Πρό-

ταση 1.33. Επεκτείνουµε τη ϕ σ᾿ όλο το R ϑέτοντας ϕ(x) = 0 για x < 0 και ϕ(x) = 1 για x > 1.

Θεωρούµε τη συνάρτηση F : R→ R (Πόρισµα 1.34) µε

F (x) := x+ ϕ(x) , x ∈ R ,

η οποία είναι γνήσια αύξουσα, συνεχής και απεικονίζει το [0, 1] επί του [0, 2].

( i) Η F απεικονίζει το τριαδικό σύνολο Cantor C µέτρου µηδέν στο F (C) που είναι ένα µετρήσιµο

σύνολο ϑετικού µέτρου.

( ii) Η F απεικονίζει ένα µετρήσιµο σύνολο A, ένα υποσύνολο του τριαδικού συνόλου Cantor C,

στο F (A) που δεν είναι µετρήσιµο σύνολο.

Απόδειξη. (i) Επειδή η συνάρτηση F : R → R είναι γνήσια αύξουσα και συνεχής, η F απει-

κονίζει σύνολα Borel σε σύνολα Borel (ϐλέπε άσκηση 45). Το τριαδικό σύνολο Cantor C

είναι κλειστό, δηλαδή σύνολο Borel, µε m(C) = 0. Εποµένως το F (C) είναι σύνολο Borel

και κατά συνέπεια Lebesgue µετρήσιµο. Μάλιστα το F (C) είναι κλειστό σύνολο. Πράγµατι,

επειδή η F είναι είναι γνήσια αύξουσα και συνεχής στο [0, 1], η F−1 είναι γνήσια αύξουσα

και συνεχής στο [0, 2]. Εποµένως το F (C) είναι κλειστό σύνολο.

Από την κατασκευή του τριαδικού συνόλου Cantor (παράγραφος 1.2.1)

C = [0, 1] \
∞⋃
n=1

(an, bn) ,

όπου ((an, bn)) είναι η ακολουθία των ανοικτών και ξένων ανά δύο διαστηµάτων που αφαι-

ϱούνται κατά τη διαδικασία κατασκευής του C. Είναι
∑∞

n=1m ((an, bn)) = 1. Θα αποδεί-

ξουµε ότι m(F (C)) = 1.

Παρατηρούµε ότι [0, 1] \ C =
⋃∞
n=1(an, bn) και F ((an, bn)) = (an + ϕ(an), bn + ϕ(bn)) για
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κάθε n ∈ N∗. Στην Πρόταση 1.33 αποδείξαµε ότι η συνάρτηση ϕ είναι σταθερή σε κάθε α-

νοικτό διάστηµα που αφαιρείται για την κατασκευή του τριαδικού συνόλου Cantor, δηλαδή

ϕ(an) = ϕ(bn) για κάθε n ∈ N∗. Τα ανοικτά διαστήµατα F ((an, bn)) είναι ξένα ανά δύο και

εποµένως

m (F ([0, 1] \ C)) = m

(
F

( ∞⋃
n=1

(an, bn)

))

= m

( ∞⋃
n=1

F ((an, bn))

)

=
∞∑
n=1

m (F ((an, bn)))

=
∞∑
n=1

m ((an + ϕ(an), bn + ϕ(bn)))

=

∞∑
n=1

m ((an, bn)) = 1 .

Επειδή η F είναι 1− 1 µε F ([0, 1]) = [0, 2], έχουµε

F ([0, 1] \ C) = F ([0, 1]) \ F (C) = [0, 2] \ F (C)

και κατά συνέπεια

2 = m ([0, 2]) = m (F (C)) +m (F ([0, 1] \ C)) = m (F (C)) + 1 .

΄Αρα m (F (C)) = 1.

(ii) Επειδή m (F (C)) > 0, από το Πόρισµα 2.75 υπάρχει ένα µη µετρήσιµο σύνολο V ⊂ F (C).

Αν A := F−1(V ), τότε A = F−1(V ) ⊂ C και εποµένωςm(A) = 0. ΄Αρα το A είναι µετρήσιµο

υποσύνολο του τριαδικού συνόλου Cantor C. Επειδή η συνάρτηση F είναι επί, έχουµε

F (A) = F
(
F−1(V )

)
= V

και το F (A) = V δεν είναι µετρήσιµο σύνολο.
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Πρόταση 2.80. Υπάρχει Lebesgue µετρήσιµο σύνολο, ένα υποσύνολο του τριαδικού συνόλου

Cantor C, που δεν είναι ένα σύνολο Borel.

Απόδειξη. Το σύνολο A = F−1(V ) ⊂ C που κατασκευάστηκε στην απόδειξη της Πρότασης 2.79

(ii) είναι ένα παράδειγµα Lebesgue µετρήσιµου συνόλου που δεν είναι Borel. Πράγµατι, αν το

A είναι σύνολο Borel, τότε και το σύνολο F (A) = V ϑα είναι Borel(άσκηση 45). ΄Ατοπο, επειδή

το σύνολο V δεν είναι Lebesgue µετρήσιµο.

2.7 Ασκήσεις

1. ΄Εστω (X,M, µ) ένας χώρος µέτρου. Αν A1, . . . , An ∈M, τότε
n∑
i=1

µ (Ai) = µ

(
n⋃
i=1

Ai

)
+
∑
i1<i2

µ (Ai1 ∩Ai2) + · · ·+ (−1)k
∑

i1<···<ik

µ (Ai1 ∩ · · · ∩Aik)

+ · · ·+ (−1)nµ (A1 ∩ · · · ∩An) .

Ο προηγούµενος τύπος µπορεί να γραφεί και ως εξής

µ (A1 ∪ · · · ∪An) =
n∑
k=1

(−1)k−1
∑

{i1,...,ik}⊆{1,...,n}

µ (Ai1 ∩ · · · ∩Aik)

και

µ (A1 ∩ · · · ∩An) =

n∑
k=1

(−1)k−1
∑

{i1,...,ik}⊆{1,...,n}

µ (Ai1 ∪ · · · ∪Aik) .

Το άθροισµα είναι πάνω σε όλα τα υποσύνολα του {1, . . . , n} µε k στοιχεία.

2. ΄Εστω (Ω,A,P) ένας χώρος πιθανότητας και έστω (Ai)i∈I , Ai ∈ A, µια οικογένεια ενδεχό-

µενων (µετρήσιµων συνόλων). Αν B0
i = Ai και B1

i = Aci = Ω \ Ai για κάθε i ∈ I, τότε τα

παρακάτω είναι ισοδύναµα

(αʹ) Η οικογένεια (Ai)i∈I είναι ανεξάρτητη.

(ϐʹ) Για κάθε α ∈ {0, 1}I , η οικογένεια (Bαi
i )i∈I είναι ανεξάρτητη.

3. ΄Εστω (An) ακολουθία υποσυνόλων ενός συνόλου X. Αν

A1 ⊆ A2 ⊆ · · · και
∞⋃
n=1

An = A ή A1 ⊇ A2 ⊇ · · · και
∞⋂
n=1

An = A,
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δείξτε ότι lim supAn = lim inf An = A, δηλαδή limAn = A.

4. ΄Εστω (An) ακολουθία υποσυνόλων ενός συνόλου X. Αν χ
An

είναι η χαρακτηριστική

συνάρτηση του συνόλου An, δείξτε ότι

limχ
An

= χlimAn
και limχ

An
= χ

limAn
.

Αν η ακολουθία (χ
An

) συγκλίνει, τότε limχ
An

= χ
limAn

.

5. Αν x ∈ R, δείξτε ότι

lim
n→∞

(
lim
m→∞

(cos(n!πx))m
)

= χQ(x) .

6. ΄Εστω (an) πραγµατική ακολουθία και έστω An := (−∞, an).

(αʹ) Να αποδειχθεί ότι

(i) (−∞, lim an) ⊆ limAn ⊆ (−∞, lim an]

και

(ii) (−∞, lim an) ⊆ limAn ⊆ (−∞, lim an] .

(ϐʹ) Αν limAn = limAn = limn→∞An, να αποδειχθεί ότι το όριο limn→∞ an υπάρ-

χει(µπορεί να ισούται και µε ±∞). Να αποδειχθεί ότι γενικά το αντίστροφο δεν ισχύει.

7. ΄Εστω (X,M, µ) ένας χώρος µέτρου και έστω (An) ακολουθία µετρήσιµων συνόλων.

(αʹ) ∆είξτε ότι µ(limAn) ≤ limµ(An).

(ϐʹ) Αν µ (
⋃∞
k=1Ak) <∞, τότε µ(limAn) ≥ limµ(An).

(γʹ) Αν µ (
⋃∞
k=1Ak) <∞, τότε limµ(An) = µ(limAn).

(δʹ) Αν η ακολουθία (An) συγκλίνει, δηλαδή limAn = limAn και µ (
⋃∞
k=1Ak) <∞, τότε

µ(limAn) = limµ(An) .

8. ΄Εστω M µια σ-άλγεβρα στο X και µ : M→ [0,∞] ένα σ-αθροιστικό ϑετικό µέτρο. Υποθέ-

τουµε ότι (An) είναι µια αριθµήσιµη οικογένεια µετρήσιµων συνόλων µε µ (
⋃∞
n=1An) <∞

και inf
n∈N∗

µ (An) = α ≥ 0. ∆είξτε ότι το σύνολο των σηµείων που ανήκουν σε άπειρο το

πλήθος An, δηλαδή το lim supAn, είναι µετρήσιµο και ότι µ (lim supAn) ≥ α.
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9. ΄Εστω (an) ακολουθία µη αρνητικών πραγµατικών αριθµών. Αν

µ(A) =


0 A = ∅∑

n∈A an A ∈ P (N∗) , A 6= ∅ ,

να αποδειχθεί ότι το µ : P (N)→ [0,∞] είναι ένα ϑετικό µέτρο.

10. ΄Εστω (µn) µία αύξουσα ακολουθία ϑετικών µέτρων στη σ-άλγεβρα M του συνόλου X,

δηλαδή µn(A) ≤ µn+1(A) για κάθε A ∈ M και για κάθε n ∈ N∗. Αν µ : M → [0,∞] µε

µ(A) := sup
n∈N∗

{µn(A)}, να αποδειχθεί ότι το µ είναι ένα ϑετικό µέτρο.

11. ΄Εστω X είναι ένα µη-αριθµήσιµο απειροσύνολο και

M = {E ⊆ X : το E ή τοEc είναι αριθµήσιµο} .

Ορίζουµε το µ : M→ [0,∞] µε

µ(E) =


0 αν το E είναι αριθµήσιµο

1 αν το Ec είναι αριθµήσιµο .

Να αποδειχθεί ότι (X,M, µ) είναι ένας χώρος µέτρου.

12. ΄Εστω (X,M, µ) χώρος µέτρου, έστω E ∈M µε µ(E) <∞ και έστω A µια οικογένεια ξένων

ανά δύο µετρήσιµων συνόλων. Για κάθε n ∈ N∗ ορίζουµε

Cn =

{
A ∈ A : µ (A ∩ E) ≥ µ(E)

n

}
.

Αποδείξτε ότι το Cn είναι πεπερασµένο σύνολο. Αν

C = {A ∈ A : µ (A ∩ E) 6= 0} ,

αποδείξτε ότι το C είναι το πολύ αριθµήσιµο απειροσύνολο.

13. ΄Εστω (X,A) µετρήσιµος χώρος και έστω µ : A → [0,+∞] συνάρτηση µε µ(A) < +∞ για

κάποιο A ∈ A. Να αποδειχθεί ότι οι παρακάτω προτάσεις είναι ισοδύναµες :

(i) ∀A,B ∈ A µε A ∩B = ∅ ⇒ µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B) . ∆ηλαδή το µ είναι ένα πεπε-

ϱασµένα αθροιστικό ϑετικό µέτρο.
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(ii) µ(∅) = 0 και ∀A,B ∈ A: µ(A ∪B) + µ(A ∩B) = µ(A) + µ(B) .

(iii) ∀A,B ∈ A : µ(A4B) + µ(A ∩B) = µ(A ∪B) .

Αν το µ είναι ένα πεπερασµένα αθροιστικό ϑετικό µέτρο, τότε για κάθε αριθµήσιµη οικογέ-

νεια (An) ξένων ανά δύο µετρήσιµων συνόλων είναι

µ

( ∞⋃
n=1

An

)
≥
∞∑
n=1

µ(An) .

14. ΄Εστω ο χώρος µέτρου (N∗,P (N∗) , µ), όπου µ είναι το αριθµητικό µέτρο. ∆ηλαδή

µ(A) =


|A| αν το A είναι πεπερασµένο σύνολο

∞ αν το A είναι απειροσύνολο ,

όπου |A| είναι ο πληθάριθµος του A. ΄Εστω ν : P (N∗)→ [0,∞] µε

ν(A) = lim sup
n→∞

1

n
µ (A ∩ {1, . . . , n})

και έστω A η οικογένεια όλων των υποσυνόλων A του N∗ για τα οποία το όριο

lim
n→∞

1

n
µ (A ∩ {1, . . . , n}) υπάρχει.

(αʹ) Αν το A είναι πεπερασµένο σύνολο να αποδειχθεί ότι ν(A) = 0.

(ϐʹ) Να αποδειχθεί ότι το ν είναι πεπερασµένα αθροιστικό στην οικογένεια A. Είναι το ν

σ-αθροιστικό στην οικογένεια A;

15. ΄Εστω (µn) ακολουθία ϑετικών µέτρων στη σ-άλγεβρα M του συνόλου X και έστω (pn)

ακολουθία ϑετικών αριθµών.

(αʹ) Αν µ(A) :=
∑∞

n=1 pnµn(A), για κάθε A ∈ M, να αποδειχθεί ότι το µ =
∑∞

n=1 pnµn

είναι ένα ϑετικό µέτρο στη σ-άλγεβρα M.

(ϐʹ) Αν τα (µn) είναι µέτρα πιθανότητας (δηλαδή µn(X) = 1, για κάθε n ∈ N∗) και∑∞
n=1 pn = 1, να αποδειχθεί ότι το µ =

∑∞
n=1 pnµn είναι ένα µέτρο πιθανότητας στη

σ-άλγεβρα M.

(γʹ) Εφαρµογή. ΄Εστω τα ϑετικά µέτρα

µ1 =
∞∑
k=1

δk , µ2 =
∞∑
k=1

kδk και µ3 = m,
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όπου δk το µέτρο Dirac στο k και m το µέτρο Lebesgue. Θεωρούµε τα Lebesgue

µετρήσιµα σύνολα

An =

[
n, n+ 1 +

1

n2

]
, n ∈ N∗, Bn =

n⋃
k=1

Ak και B =

∞⋃
k=1

Ak.

Να υπολογιστούν τα µέτρα µi (An), µi (Bn) και µi (B), i = 1, 2, 3.

16. ΄Εστω (X,M, µ) ένας χώρος µέτρου και έστω E14E2 = (E1 \ E2)∪(E2 \ E1) η συµµετρική

διαφορά δύο µετρήσιµων συνόλων E1 και E2. Αν µ (E1 4 E2) = 0, τότε ταυτίζουµε τα

σύνολα E1 και E2. Να αποδειχθεί ότι ο (X, d) είναι ένας µετρικός χώρος µε απόσταση την

d (E1, E2) = µ (E1 4 E2).

17. Να κατασκευάσετε ένα υποσύνολο A του [0, 1], µε τον ίδιο τρόπο που κατασκευάζεται το

τριαδικό σύνολο Cantor, αφαιρώντας όµως από κάθε διάστηµα που αποµένει ένα ανοικτό

υποδιάστηµα που έχει το ίδιο µέσο µε το διάστηµα και του οποίου το µήκος είναι θ-

ϕορές το µήκος του διαστήµατος, 0 < θ < 1. Να αποδειχθεί ότι A =
⋂∞
k=1Ak, όπου

m(Ak) = (1− θ)k και να συµπεράνετε ότι m(A) = 0.

18. Να κατασκευαστεί ένα υποσύνολο A του [0, 1], µε τον ίδιο τρόπο που κατασκευάζεται το

τριαδικό σύνολο Cantor, όµως στο n-οστό ϐήµα για την κατασκευή του An αφαιρείται από

κάθε διάστηµα του An−1 ένα ανοικτό υποδιάστηµα που έχει το ίδιο µέσο µε το διάστηµα

και του οποίου το µήκος είναι θn- ϕορές το µήκος του διαστήµατος, 0 < θn < 1. Αν

A =
⋂∞
n=1An, να αποδειχθεί ότι m(A) =

∏∞
k=1(1− θk) και να συµπεράνετε ότι m(A) = 0

αν και µόνο αν
∑∞

k=1 θk =∞.

19. ΄Εστω S το σύνολο των πραγµατικών αριθµών στο [0, 1] τέτοιο ώστε x ∈ S αν και µόνο αν

στο δεκαδικό ανάπτυγµα του x δεν εµφανίζεται το ψηφίο 6. Να αποδειχθεί ότι το S έχει

µέτρο Lebesgue µηδέν.

20. ΄Εστω A,E ⊆ R και a ∈ R. Αν το E είναι Lebesgue µετρήσιµο, χρησιµοποιώντας τις

ταυτότητες

A ∩ (a+ E) = a+ (A− a) ∩ E , A ∩ (a+ E)c = a+ (A− a) ∩ Ec

και

A ∩ aE = a
(
(a−1A) ∩ E

)
, A ∩ (aE)c = a

((
a−1A

)
∩ Ec

)
, a 6= 0 ,
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να αποδειχθεί ότι τα σύνολα a+ E και aE είναι Lebesgue µετρήσιµα, για κάθε a ∈ R.

21. (αʹ) Αν C είναι το τριαδικό σύνολο Cantor και C +C
ορ.
= {x+ y : x, y ∈ C}, να αποδειχθεί

ότι C + C = [0, 2].

(ϐʹ) Να αποδειχθεί ότι υπάρχουν Lebesgue µετρήσιµα υποσύνολα A και B του R, µε

m(A) = m(B) = 0, τέτοια ώστε A+B
ορ.
= {x+ y : x ∈ A, y ∈ B} = R.

(Υπόδειξη. A =
⋃
n∈Z(C + n) και B = C.)

Εποµένως, αν δύο υποσύνολα του R έχουν µέτρο Lebesgue µηδέν, τότε δεν συνεπάγεται

ότι και το άθροισµά τους ϑα έχει µέτρο µηδέν.

22. ΄ΕστωN ένα υποσύνολο του R µεm(N) = 0. Αν η παράγωγος της f : R→ R είναι συνεχής,

να αποδειχθεί ότι m (f(N)) = 0.

(Υπόδειξη. Για κάθε n ∈ N, η f |[−n,n] : [−n, n]→ R ικανοποιεί τη συνθήκη Lipschitz.

∆ηλαδή υπάρχει Mn > 0 τέτοιο ώστε |f(x)− f(y)| ≤Mn|x− y|, για κάθε x, y ∈ [−n, n].)

23. Αν E ⊆ R, να αποδειχθεί ότι m∗(E) = inf {
∑∞

n=1 `(In) : E ⊆
⋃∞
n=1 In}, όπου το infimum

το παίρνουµε πάνω σε όλα τα καλύµµατα του E από αριθµήσιµες ενώσεις ξένων ανά δύο

ανοικτών διαστηµάτων In.

24. ΄Εστω E ⊆ R. Να αποδειχθεί ότι υπάρχει ακολουθία ανοικτών συνόλων (Gn), µε Gn ⊇ E,

τέτοια ώστε m∗(E) = m (
⋂∞
n=1Gn).

25. (αʹ) ΄Εστω

En =

(
1α + 2α + · · ·+ nα

nα+1
, 1

)
, α > 0 .

Να αποδειχθεί ότι
⋃∞
n=1En είναι ένα Lebesgue µετρήσιµο σύνολο και να υπολογιστεί

το m (
⋃∞
n=1En).

(ϐʹ) ΄Εστω

Fn =

(
1α + 2α + · · ·+ (n− 1)α

nα+1
, 1

)
, α > 0 .

Να αποδειχθεί ότι
⋂∞
n=1 Fn είναι ένα Lebesgue µετρήσιµο σύνολο και να υπολογιστεί

το m (
⋂∞
n=1 Fn).

26. (αʹ) ΄Εστω En = (xn, a), όπου xn+1 = 1
2

(
xn + a

xn

)
, µε x0 = a > 1. Να αποδειχθεί ότι⋃∞

n=1En είναι ένα Lebesgue µετρήσιµο σύνολο και να υπολογιστεί το m (
⋃∞
n=1En).
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(ϐʹ) ΄Εστω

Fn =

(
n

(n!)1/n
,

(
1 +

1

n

)n+1
)
.

Να αποδειχθεί ότι
⋂∞
n=1 Fn είναι ένα Lebesgue µετρήσιµο σύνολο και να υπολογιστεί

το m (
⋂∞
n=1 Fn).

(γʹ) Να αποδειχθεί ότι η ακολουθία an = 1 + 1/2 + · · · + 1/n − lnn είναι ϕθίνουσα και

τέτοια ώστε 1/n ≤ an ≤ 1, για κάθε n ∈ N∗. Εποµένως limn→∞ an = γ, όπου γ

είναι η σταθερά του Euler (γ = 0, 577215 · · · ). Αν Gn = (0, an), να αποδειχθεί ότι⋂∞
n=1Gn είναι ένα Lebesgue µετρήσιµο σύνολο και να υπολογιστεί το m (

⋂∞
n=1Gn).

27. ΄Εστω το σύνολο A ⊆ R.

(αʹ) Αν το A δεν είναι Lebesgue µετρήσιµο, δείξτε ότι για κάθε Lebesgue µετρήσιµο σύνολο

M ⊃ A είναι m∗ (M \A) > 0.

(ϐʹ) Αν το A είναι Lebesgue µετρήσιµο µε m(A) < ∞, δείξτε ότι για κάθε σύνολο B ⊃ A

είναι m∗ (B \A) = m∗(B)−m(A).

28. ΄Εστω A και B δύο υποσύνολα του R.

(αʹ) Αν το G ⊂ R είναι ανοικτό σύνολο τέτοιο ώστε A ⊆ G και B ∩G = ∅, δείξτε ότι

m∗ (A ∪B) = m∗(A) +m∗(B) .

(ϐʹ) Υποθέτουµε ότι τα A και B έχουν ϑετική απόσταση, δηλαδή

d(A,B) := inf {|x− y| : x ∈ A, y ∈ B} > 0 .

Τότε

m∗ (A ∪B) = m∗(A) +m∗(B) .

29. ∆είξτε ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει ανοικτό σύνολο G πυκνό στο R και τέτοιο ώστεm(G) < ε.

30. Να αποδειχθεί ότι το σύνολο E ⊆ R είναι Lebesgue µετρήσιµο, αν και µόνο αν

m∗ ([a, b]) = m∗ ([a, b] ∩ E) +m∗ ([a, b] ∩ Ec) ,

για κάθε κλειστό και ϕραγµένο διάστηµα [a, b].
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31. ΄ΕστωE1, E2 Lebesgue µετρήσιµα υποσύνολα του [0, 1]. Ανm(E1) = 1, τότεm (E1 ∩ E2) =

m(E2).

32. ΄Εστω A υποσύνολο του R. Αν m(A) = 0, να αποδειχθεί ότι για κάθε B ⊆ R είναι

m∗ (A ∪B) = m∗ (B \A) = m∗(B) .

33. ΄Εστω A υποσύνολο του R µε m∗(A) < ∞. Αν το Lebesgue µετρήσιµο υποσύνολο A1 του

A είναι τέτοιο ώστε m(A1) = m∗(A), δείξτε ότι το A είναι Lebesgue µετρήσιµο.

34. ΄Εστω Ej ⊂ (0, 1), 1 ≤ j ≤ n, Lebesgue µετρήσιµα σύνολα µε
∑n

j=1m (Ej) > n − 1. Να

αποδειχθεί ότι m
(⋂n

j=1Ej

)
> 0.

Υπόδειξη. Να αποδειχθεί ότι m
(

[0, 1] \
⋂n
j=1Ej

)
< 1.

35. ΄Εστω (En) αριθµήσιµη οικογένεια Lebesgue µετρήσιµων συνόλων µε En ⊆ [0, 1], για κάθε

n ∈ N∗. ∆είξτε ότι αν
∑∞

n=1m(En) =∞, τότε
∞∑

k,n=1
k 6=n

m (Ek ∩ En) =∞ .

36. Αν το Lebesgue µετρήσιµο υποσύνολο E του [0, 1] είναι τέτοιο ώστε m(E) = 1, δείξτε ότι το

E είναι πυκνό στο [0, 1].

Υπόδειξη. ∆είξτε ότι για κάθε µη κενό υποδιάστηµα I του [0, 1] είναι I ∩ E 6= ∅.

37. Υποθέτουµε ότι E ∈M, δηλαδή το σύνολο E ⊆ R είναι Lebesgue µετρήσιµο.

(αʹ) Να αποδειχθεί ότι limn→∞m (E ∩ [−n, n]) = m(E).

(ϐʹ) Αν m(E) <∞, να αποδειχθεί ότι limn→∞m (E \ [−n, n]) = 0.

∆ώστε ένα παράδειγµα συνόλου E ∈M µε m(E) = +∞, τέτοιο ώστε

lim
n→∞

m (E \ [−n, n]) 6= 0 .

38. (αʹ) Να αποδειχθεί ότι κάθε µη κενό ανοικτό σύνολο έχει ϑετικό µέτρο Lebesgue.

(ϐʹ) Να ϐρεθεί ένα σύνολο A ⊆ [0, 1], τέτοιο ώστε m∗(A) > 0 και m∗ (A ∩ I) < `(I), για

όλα τα διαστήµατα I ⊆ [0, 1].

Υπόδειξη. (ϐ΄) Το γενικευµένο σύνολο Cantor Ca, 0 < a < 1, έχει ϑετικό µέτρο, είναι

κλειστό και δεν περιέχει ανοικτά διαστήµατα.
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39. ΄Εστω c > 0. Αν το Lebesgue µετρήσιµο σύνολο A ⊂ R είναι τέτοιο ώστεm (A ∩ I) ≥ c ·`(I)

για κάθε διάστηµα I του R, να αποδειχθεί ότι m(Ac) = 0.

40. Υποθέτουµε ότι το Lebesgue µετρήσιµο σύνολο A ⊂ R είναι τέτοιο ώστε

m (A ∩ (a, b)) ≤ b− a
2

,

για κάθε a, b ∈ R, a < b. ∆είξτε m(A) = 0.

41. ΄Εστω Q = {rn : n ∈ N∗} το σύνολο των ϱητών αριθµών και έστω

Ik,n :=

(
rn −

1

k2n+1
, rn +

1

k2n+1

)
, Ak :=

∞⋃
n=1

Ik,n , για κάθε k ∈ N∗ .

Αν A =
⋂∞
k=1Ak, ποιο είναι το µέτρο Lebesgue του A; Είναι A = Q ;

Σηµείωση. Είναι γνωστό ότι το σύνολο των άρρητων αριθµών R\Q δεν είναι ένωση αριθµήσι-

µου το πλήθος κλειστών υποσυνόλων του R(προκύπτει εύκολα από το ϑεώρηµα κατηγορίας

του Baire).

42. (αʹ) Αν E είναι ένα ϕραγµένο µετρήσιµο σύνολο µε m(E) > 0, δείξτε ότι για κάθε c ∈

(0, m(E)) υπάρχει µετρήσιµο σύνολο A ⊂ E τέτοιο ώστε m(A) = c.

Υπόδειξη. Αν E ⊂ [a, b], ϑεωρείστε τη συνάρτηση f(x) := m (E ∩ [a, x]), x ∈ [a, b].

(ϐʹ) Αν E είναι ένα µετρήσιµο σύνολο µε 0 < m(E) ≤ ∞, να αποδειχθεί ότι για κάθε

c ∈ (0, m(E)) υπάρχει µετρήσιµο σύνολο A ⊂ E τέτοιο ώστε m(A) = c.

Υπόδειξη. Αν το E δεν είναι ϕραγµένο, ϑεωρείστε την αριθµήσιµη οικογένεια των

ϕραγµένων και µετρήσιµων συνόλων En := E ∩ [−n, n], n ∈ N∗.

43. ΄Εστω A1 ⊆ A2 ⊆ A3 ⊆ · · · αύξουσα ακολουθία υποσυνόλων του R και έστω A =
⋃∞
n=1An.

(αʹ) ∆είξτε ότι υπάρχουν Lebesgue µετρήσιµα σύνολα G,Gn ∈M τέτοια ώστε

A ⊆ G , An ⊆ Gn ⊆ G

µε

m∗(A) = m(G) και m∗(An) = m(Gn) , για κάθε n ∈ N∗ .

(ϐʹ) ∆είξτε ότι

m∗(A) = m∗

( ∞⋃
n=1

An

)
= lim

n→∞
m∗(An) .
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44. Για a ∈ R \ {0}, a σταθερό, ορίζουµε την οικογένεια

Ta := {A ∈ P(R) : A+ a ∈ B} ,

όπου A+ a = {x+ a : x ∈ A} και B η Borel σ-άλγεβρα.

(αʹ) Να αποδειχθεί ότι η Ta είναι µια σ-άλγεβρα στο R.

(ϐʹ) Να αποδειχθεί ότι B = Ta (δηλαδή η Borel σ-άλγεβρα είναι αναλλοίωτη ως προς τη

µεταφορά).

(γʹ) Για κάθε A ∈ B ϑέτουµε µ(A) := m(A + a), όπου m είναι το µέτρο Lebesgue. Να

αποδειχθεί ότι το µ είναι ένα σ-αθροιστικό ϑετικό µέτρο στο µετρήσιµο χώρο (R,B)

και να συµπεράνετε ότι m(A+ a) = m(A), για κάθε A ∈ B.

45. ΄Εστω η συνάρτηση f : R→ R είναι 1− 1 και συνεχής. Αν

M = {A ⊆ R : f(A) ∈ B} ,

δείξτε ότι η M είναι µια σ-άλγεβρα στο R η οποία περιέχει τα σύνολα Borel. ∆ηλαδή η f

απεικονίζει σύνολα Borel σε σύνολα Borel.

46. (αʹ) Αν ένα τουλάχιστον από τα µη κενά κλειστά υποσύνολα F1 και F2 του R είναι συµπα-

γές, δείξτε ότι υπάρχουν x∗ ∈ F1, y∗ ∈ F2 τέτοια ώστε

d(F1, F2) = |x∗ − y∗| = inf {|x− y| : x ∈ F1, y ∈ F2} . (2.14)

(ϐʹ) Γενικά η (2.14) δεν ισχύει στην περίπτωση που και τα δύο κλειστά σύνολα F1, F2 δεν

είναι συµπαγή.

47. ΄Εστω το A ⊂ [0, 1] είναι µετρήσιµο σύνολο µε m(A) > 0. Τότε υπάρχουν x′, x′′ ∈ A, τέτοια

ώστε x′ − x′′ ∈ Q.

48. ∆ώστε ένα παράδειγµα ϕθίνουσας ακολουθίας (An) υποσυνόλων του R µε m∗(A1) < ∞

και

m∗

( ∞⋂
n=1

An

)
< lim

n→∞
m∗(An) .
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Υπόδειξη. Στο Παράδειγµα 2.78 κατασκευάστηκε ακολουθία (En) ξένων ανά δύο και µη

µετρήσιµων συνόλων µε En ⊂ (−1, 2) και

m∗

( ∞⋃
n=1

En

)
<

∞∑
n=1

m∗(En) .
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Κεφάλαιο 3

Μετρήσιµες Συναρτήσεις

3.1 Μετρήσιµες Συναρτήσεις

Το επεκταµένο σύνολο των πραγµατικών αριθµών R είναι το σύνολο των πραγµατικών

αριθµών R στο οποίο έχουµε προσθέσει δύο στοιχεία, το ∞ (ή +∞) και το −∞. ∆ηλαδή

R = R ∪ {−∞,∞}, ή, όπως συνήθως γράφεται, R = [−∞,∞]. Οι αλγεβρικές πράξεις ορί-

Ϲονται ως εξής:

1. ∞+∞ =∞ και (−∞)−∞ = −∞,

2. (±∞) · ∞ = ±∞ και (±∞) · (−∞) = ∓∞,

3. x+∞ =∞ και x−∞ = −∞ , για κάθε x ∈ R,

4. x · (±∞) = (±∞) , αν x > 0 και x · (±∞) = (∓∞) , αν x < 0.

Οι πράξεις∞−∞ και −∞+∞ είναι απροσδιόριστες. Ορίζουµε

5. 0 · ∞ = 0.

Επίσης,

6. −∞ < x <∞ , για κάθε x ∈ R.

Η ισότητα a+ b = a+ c συνεπάγεται b = c µόνο όταν −∞ < a <∞. Επίσης, η ισότητα ab = ac

συνεπάγεται b = c µόνο όταν −∞ < a <∞, a 6= 0.

101
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Ως γνωστόν, το σύνολο U των ανοικτών και ϕραγµένων διαστηµάτων του R αποτελεί µια ϐάση

περιοχών της συνήθους τοπολογίας του R. ∆ηλαδή, κάθε ανοικτό µη κενό υποσύνολο του R

είναι ένωση στοιχείων του U . Η ϐάση περιοχών του R αποτελείται από τα διαστήµατα της µορφής:

[−∞, a) , (a, b) και (b,∞] , a, b ∈ R .

΄Ενα υποσύνολο του R είναι ανοικτό αν και µόνο αν είναι ένωση αριθµήσιµου το πλήθος διαστη-

µάτων της παραπάνω µορφής. Παρατηρούµε ότι κάθε ανοικτό υποσύνολο του R είναι της µορφής

R ∩ U , όπου U ανοικτό υποσύνολο του R. Εποµένως, η τοπολογία του R που επάγεται στο R

είναι η συνήθης τοπολογία του R.

Μια συνάρτηση µε πεδίο τιµών το R λέγεται επεκταµένη πραγµατική συνάρτηση.

Ορισµός 3.1. 1. ΄Εστω E ∈ M. Η επεκταµένη συνάρτηση f : E ⊆ R→ R λέγεται Lebesgue

µετρήσιµη ή απλά µετρήσιµη, αν

f−1(U) = {x ∈ E : f(x) ∈ U} ∈ M ,

δηλαδή το σύνολο f−1(U) είναι µετρήσιµο, για κάθε ανοικτό σύνολο U του R.

2. ΄Εστω E ∈ B, δηλαδή το E είναι Borel µετρήσιµο σύνολο. Η επεκταµένη συνάρτηση f : E ⊆

R→ R λέγεται Borel µετρήσιµη , αν για κάθε ανοικτό σύνολο U του R το f−1(U) ∈ B.

Επειδή κάθε Borel µετρήσιµο σύνολο είναι Lebesgue µετρήσιµο, µια Borel µετρήσιµη συνάρτηση

είναι Lebesgue µετρήσιµη.

Αν η συνάρτηση f έχει µιγαδικές τιµές, δηλαδή f = <f + i=f , η f είναι µετρήσιµη(αντίστοιχα,

Borel µετρήσιµη) αν και µόνο αν το πραγµατικό µέρος <f και το ϕανταστικό µέρος =f της f

είναι µετρήσιµες(αντίστοιχα, Borel µετρήσιµες) πραγµατικές συναρτήσεις.

Αν E ∈ M, είναι γνωστό ότι η συνάρτηση f : E → R είναι συνεχής αν και µόνο αν για κάθε

ανοικτό σύνολο U είναι f−1(U) = E ∩ V , για κάποιο ανοικτό σύνολο V . Επειδή E ∩ V ∈ M,

κάθε συνεχής συνάρτηση είναι µετρήσιµη. Ειδικά, οι σταθερές συναρτήσεις είναι µετρήσιµες.

Συµβολισµός: ΄Εστω η συνάρτηση f : E ⊆ R → R, έστω G υποσύνολο του R και έστω a ∈ R.

Συχνά ϑα συµβολίζουµε µε {E : f ∈ G} ή {f ∈ G} το σύνολο f−1(G) = {x ∈ E : f(x) ∈ G}. Ε-

πίσης ϑα συµβολίζουµε µε {E : f < a} ή {f < a} το σύνολο f−1([−∞, a)) = {x ∈ E : f(x) < a},
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µε {E : f = a} ή {f = a} το σύνολο f−1({a}) = {x ∈ E : f(x) = a} κλπ, ανάλογα µε τις

απαιτήσεις του προβλήµατος.

Πρόταση 3.2. ΄Εστω η συνάρτηση f : E ⊆ R → R, όπου το E είναι µετρήσιµο σύνολο. Οι

παρακάτω προτάσεις είναι ισοδύναµες.

( i) Η f είναι µετρήσιµη.

( ii) Αν I είναι ένα από τα ανοικτά διαστήµατα (a, b), (a,∞] και [−∞, a) του R, το f−1(I) είναι

µετρήσιµο σύνολο.

( iii) Για κάθε κλειστό σύνολο F του R το f−1(F ) είναι µετρήσιµο σύνολο.

( iv) Το f−1 ([a,∞]) = {x ∈ E : f(x) ≥ a} είναι µετρήσιµο σύνολο για κάθε a ∈ R.

(v) Το f−1 ((a,∞]) = {x ∈ E : f(x) > a} είναι µετρήσιµο σύνολο για κάθε a ∈ R.

(vi) Το f−1 ([−∞, a]) = {x ∈ E : f(x) ≤ a} είναι µετρήσιµο σύνολο για κάθε a ∈ R.

(vii) Το f−1 ([−∞, a)) = {x ∈ E : f(x) < a} είναι µετρήσιµο σύνολο για κάθε a ∈ R.

Απόδειξη. (i)⇒ (ii) Είναι προφανές από τον Ορισµό 3.1.

(ii)⇒ (iii) Επειδή f−1(F ) =
(
f−1(F c)

)c, η απόδειξη προκύπτει απο το γεγονός ότι το F c είναι

ανοικτό σύνολο και εποµένως είναι ένωση αριθµήσιµου το πλήθος ανοικτών διαστηµάτων του R.

(iii)⇒ (iv) Είναι προφανές.

(iv)⇒ (v) {E : f > a} =

∞⋃
n=1

{
E : f ≥ a+ 1

n

}
∈M .

(v)⇒ (iv) {E : f ≥ a} =

∞⋂
n=1

{
E : f > a− 1

n

}
∈M .

(v)⇒ (vi) {E : f ≤ a} = E \ {E : f > a} ∈ M .

(vi)⇒ (v) {E : f > a} = E \ {E : f ≤ a} ∈ M .

(vi)⇒ (vii) {E : f < a} =

∞⋃
n=1

{
E : f ≤ a− 1

n

}
∈M .

(vii)⇒ (vi) {E : f ≤ a} =

∞⋂
n=1

{
E : f < a+ 1

n

}
∈M .
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(vii)⇒ (i) ΄Εχουµε αποδείξει ότι f−1 ([−∞, a)) ∈ M συνεπάγεται f−1 ((a,∞]) ∈ M για κάθε

a ∈ R. Τότε και f−1 ((a, b)) = f−1 ((a,∞])
⋂
f−1 ([−∞, b)) ∈ M. ∆ηλαδή, (vii) ⇒ (ii). Αν

G είναι ένα ανοικτό σύνολο στο R, τότε το G =
⋃∞
n=1 In, όπου In είναι διαστήµατα της µορφής

(a, b), (a,∞] και [−∞, a), a, b ∈ R. Εποµένως, f−1(G) =
⋃∞
n=1 f

−1(In) ∈ M. ΄Αρα, η f είναι

µετρήσιµη.

Αν µια συνάρτηση f είναι µετρήσιµη στο E ∈ M, τότε είναι µετρήσιµη και σε κάθε µετρήσιµο

υποσύνολο E1 του E. Πράγµατι, επειδή για κάθε a ∈ R είναι

{x ∈ E1 : f(x) > a} = {x ∈ E : f(x) > a} ∩ E1 ,

το σύνολο {x ∈ E1 : f(x) > a} ϑα είναι µετρήσιµο.

Πόρισµα 3.3. ΄Εστω η f : E → R είναι µετρήσιµη. Τότε, ∀c ∈ R το σύνολο {x ∈ E : f(x) = c}

είναι µετρήσιµο.

Απόδειξη. Αν c ∈ R, τότε {E : f = c} = {E : f ≥ c} ∩ {E : f ≤ c} ∈ M. Επίσης, τα σύνολα

{E : f =∞} =
∞⋂
n=1

{E : f ≥ n} και {E : f = −∞} =
∞⋂
n=1

{E : f ≤ −n}

είναι µετρήσιµα.

Ας σηµειωθεί ότι η συνάρτηση f : E ⊆ R→ R, όπου E ∈M, είναι µετρήσιµη αν και µόνο αν τα

σύνολαA = {x ∈ E : f(x) =∞}, B = {x ∈ E : f(x) = −∞} είναι µετρήσιµα και ο περιορισµός

της f στο σύνολο E \ (A ∪B) είναι µετρήσιµη συνάρτηση.

Η µετρησιµότητα του συνόλου {x : f(x) = c}, για κάθε c ∈ R, δεν είναι ικανή συνθήκη για τη

µετρησιµότητα της f .

Παράδειγµα 3.4. Υποθέτουµε ότι το E είναι ένα µη µετρήσιµο υποσύνολο του [0, 1] (το σύνολο του

Vitali στο (0, 1), ϐλέπε Παράδειγµα 2.78, είναι ένα τέτοιο σύνολο). ΄Εστω η συνάρτηση f µε

f(x) =


x αν x ∈ E ,

−x αν x ∈ [0, 1] \ E .
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Η f είναι 1−1. Εποµένως το f−1({c}), c ∈ R, είναι είτε το κενό σύνολο ή ένα µονοσύνολο. ∆ηλαδή

το f−1({c}) είναι µετρήσιµο. ΄Οµως το f−1([0, 1]) = E δεν είναι µετρήσιµο. ΄Αρα, η f δεν είναι

µετρήσιµη.

Ερώτηµα 1: ΄Εστω η συνάρτηση f : E → R, E ∈ M, είναι µετρήσιµη. Αν το σύνολο A ⊂ E

είναι µετρήσιµο, ϑα είναι το f(A) µετρήσιµο σύνολο ;

Γενικά, η απάντηση είναι όχι. Στην Πρόταση 2.79 η συνεχής και γνήσια αύξουσα συνάρτηση

F : R→ R απεικονίζει ένα µετρήσιµο υποσύνολο A του τριαδικού συνόλου Cantor C στο F (A)

που δεν είναι µετρήσιµο σύνολο.

Ερώτηµα 2: Αν η συνάρτηση g είναι µετρήσιµη και το σύνολο A είναι µετρήσιµο, ϑα είναι η

αντίστροφη εικόνα g−1(A) µετρήσιµο σύνολο ;

Γενικά, η απάντηση είναι όχι. ΄Οπως και προηγουµένως, έστω F : R → R η συνεχής και γνήσια

αύξουσα συνάρτηση της Πρότασης 2.79. Αν g = F−1, τότε η g−1 = F απεικονίζει ένα µετρήσιµο

υποσύνολο A του τριαδικού συνόλου Cantor C στο g−1(A) = F (A) που δεν είναι µετρήσιµο

σύνολο.

Παράδειγµα 3.5. Αν E είναι το σύνολο του Vitali, η χαρακτηριστική συνάρτηση χ
E

δεν είναι

µετρήσιµη. Πιο γενικά, η χαρακτηριστική συνάρτησηχ
A

είναι µετρήσιµη αν και µόνο αν το σύνολο

A είναι µετρήσιµο. Υπενθυµίζεται ότι η χαρακτηριστική συνάρτηση ενός συνόλου A ⊆ R

ορίζεται ως εξής

χ
A

(x) :=


1 αν x ∈ A ,

0 αν x /∈ A .

Εύκολα διαπιστώνεται ότι για κάθε a ∈ R

{
x ∈ R : χ

A
(x) > a

}
=


R αν a < 0 ,

A αν 0 ≤ a < 1 ,

∅ αν a ≥ 1 .

Εποµένως το σύνολο
{
x ∈ R : χ

A
(x) > a

}
είναι µετρήσιµο αν και µόνο αν το σύνολο A είναι

µετρήσιµο.

΄Εστω A,B,A1, . . . , An υποσύνολα του R. Αναφέρουµε µερικές ϐασικές ιδιότητες της χαρακτη-

ϱιστικής συνάρτησης η απόδειξη των οποίων είναι εύκολη.
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1) χ∅ = 0 και χR = 1 .

2) A ⊆ B ⇔ χ
A
≤ χ

B
.

3) χ
A∩B = χ

A
χ
B

= min{χ
A
,χ

B
}.

4) χ
A∪B = 1− (1−χ

A
)(1−χ

B
) = max{χ

A
,χ

B
} = χ

A
+χ

B
−χ

A∩B .

5) χA\B = χ
A
−χ

A∩B .

6) χA4B = |χ
A
−χ

B
| .

7) χ
A1∩A2∩···∩An = χ

A1
χ
A2
· · ·χ

An
και χ

A1∪A2∪···∪An = 1−
n∏
k=1

(1−χAk) .

8) Αν A =
⋃∞
n=1An, όπου (An) είναι µια ακολουθία ξένων ανά δύο υποσυνόλων του R , τότε

χ
A

=

∞∑
n=1

χ
An
.

΄Εστω P είναι η ιδιότητα που έχει (ή δεν έχει) ένα σηµείο x ∈ R. Αν f : A ⊆ R → R είναι

µία συνάρτηση, P µπορεί να είναι η ιδιότητα ῾῾f(x) < 0᾿᾿. Επίσης, αν (fn) είναι ακολουθία

συναρτήσεων, P µπορεί να είναι η ιδιότητα ῾῾ η fn(x) συγκλίνει ᾿᾿.

Ορισµός 3.6. Λέµε ότι µια ιδιότητα P ισχύει σχεδόν παντού (σ.π.) στο A ⊆ R, αν υπάρχει

N ⊂ A τέτοιο ώστεm∗(N) = 0 και η P ισχύει σε κάθε σηµείο του A \N . Εποµένως µια ιδιότητα P

ισχύει σ.π. στο E ∈ M, αν υπάρχει σύνολο N ⊂ E µέτρου µηδέν και η P ισχύει σε κάθε σηµείο

του E \N ∈M.

΄Εστω για παράδειγµα f, g : E ⊂ R→ R δύο συναρτήσεις.

1. Είναι f = g σ.π. στο E, αν m∗ ({x ∈ E : f(x) 6= g(x)}) = 0.

2. Είναι f ≥ g σ.π. στο E, αν m∗ ({x ∈ E : f(x) < g(x)}) = 0.

3. Η f είναι πεπερασµένη σ.π. στο E, αν m∗ ({x ∈ E : |f(x)| =∞}) = 0.

4. Αν fn : E ⊂ R→ R είναι ακολουθία συναρτήσεων, η fn → f σ.π. στοE, δηλαδή η ακολου-

ϑία (fn) συγκλίνει στην f σχεδόν για όλα τα x στο E, ανm∗ ({x ∈ E : fn(x) 9 f(x)}) = 0.
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Πρόταση 3.7. Αν η πραγµατική συνάρτηση f είναι συνεχής σ.π. στο E ∈ M, τότε η f είναι

µετρήσιµη.

Απόδειξη. ΄Εστω D ⊂ E είναι το σύνολο των σηµείων του E στα οποία η f είναι ασυνεχής. Από

την υπόθεση είναι m (D) = 0. Εποµένως, τα σύνολα D και E \D είναι µετρήσιµα.

΄Εστω τώρα U ένα ανοικτό υποσύνολο του R. Επειδή ο περιορισµός της f στο E \D είναι συνεχής

συνάρτηση, το f−1(U) ∩ (E \D) είναι ανοικτό σύνολο στο E \D και εποµένως υπάρχει ανοικτό

σύνολο V του R τέτοιο ώστε f−1(U) ∩ (E \ D) = (E \ D) ∩ V . Ειδικά το f−1(U) ∩ (E \ D)

ϑα είναι µετρήσιµο σύνολο. Επειδή το σύνολο f−1(U) ∩D έχει µέτρο µηδέν, ϑα είναι και αυτό

µετρήσιµο. Εποµένως, το

f−1(U) =
[
f−1(U) ∩ (E \D)

]
∪
[
f−1(U) ∩D

]
είναι µετρήσιµο σύνολο. ΄Αρα, η f είναι µετρήσιµη.

Οι µονότονες συναρτήσεις είναι και αυτές µετρήσιµες. Πράγµατι, από την Πρόταση 1.28 το σύ-

νολο των σηµείων στα οποία µία µονότονη συνάρτηση f είναι ασυνεχής είναι το πολύ αριθµήσιµο

και εποµένως έχει µέτρο µηδέν. Η f λοιπόν είναι συνεχής σ.π. και από το προηγούµενο πόρισµα

ϑα είναι µετρήσιµη.

Πόρισµα 3.8. Κάθε µονότονη συνάρτηση είναι µετρήσιµη.

Θα αποδείξουµε στη συνέχεια ότι αν δύο συναρτήσεις είναι ίσες σχεδόν παντού, τότε είτε και οι

δύο είναι µετρήσιµες ή και οι δύο είναι µη µετρήσιµες.

Πρόταση 3.9. ΄Εστω E ⊆ R µε E ∈ M. Αν η f : E → R είναι µετρήσιµη και η g : E → R είναι

τέτοια ώστε f = g σ.π. στο E, τότε και η g είναι µετρήσιµη.
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Απόδειξη. Από την υπόθεση, το σύνολο N = {x ∈ E : f(x) 6= g(x)} έχει µέτρο µηδέν. Επειδή

για κάθε a ∈ R

{x ∈ E : g(x) > a} = [{x ∈ E : f(x) > a} \N ] ∪ [{x ∈ E : g(x) > a} ∩N ]

και κάθε σύνολο στο δεξιό µέλος είναι µετρήσιµο, το σύνολο {x ∈ E : g(x) > a} είναι µετρήσιµο.

∆ηλαδή η g είναι µετρήσιµη.

Λόγω της Πρότασης 3.9, είναι ϕυσικό να επεκτείνουµε τον ορισµό της µετρησιµότητας και για

συναρτήσεις που ορίζονται σχεδόν παντού σ᾿ ένα µετρήσιµο σύνολο E. ΄Εστω η συνάρτηση f

ορίζεται στο E \N όπου E ∈ M και το N ⊂ E έχει µέτρο µηδέν, δηλαδή η f ορίζεται σ.π. στο

E. Θα λέµε ότι η f είναι µετρήσιµη στο E αν είναι µετρήσιµη στο E \N .

Γενικά, όπως ϑα δείξουµε και στο Παράδειγµα 3.11, η σύνθεση δύο µετρήσιµων συναρτήσεων δεν

είναι µετρήσιµη συνάρτηση. ΄Οµως η σύνθεση συνεχούς συνάρτησης µε µετρήσιµη συνάρτηση

είναι µετρήσιµη συνάρτηση.

Πρόταση 3.10. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : E → R είναι πεπερασµένη σ.π. στο E ∈ M και

ότι η g : f(E) ∩ R → R είναι συνεχής. Αν η f είναι µετρήσιµη, τότε και η συνάρτηση g ◦ f , που

ορίζεται σ.π. στο E ∈M, ϑα είναι µετρήσιµη.

Απόδειξη. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι η f είναι πεπερασµένη παντού στο E ∈ M οπότε

f(E)∩R = f(E). Αρκεί να αποδείξουµε ότι για κάθε ανοικτό σύνολο U στο R, το (g ◦f)−1(U) =

{x ∈ E : g(f(x)) ∈ U} είναι ένα µετρήσιµο σύνολο. Είναι

(g ◦ f)−1(U) = f−1
(
g−1(U)

)
.

Επειδή η g είναι συνεχής, το σύνολο g−1(U) είναι ανοικτό στο f(E), δηλαδή g−1(U) = f(E)∩G,

όπου το G είναι ανοικτό στο R. Εποµένως,

(g ◦ f)−1 (U) = f−1 (f(E) ∩G) = E ∩ f−1(G)

είναι ένα µετρήσιµο σύνολο.
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Ερώτηµα 3: Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο E ∈ M και η g : f (E)→ R είναι µετρήσιµη,

η συνάρτηση g ◦ f ϑα είναι µετρήσιµη ;

Γενικά, η απάντηση είναι όχι. Στην άσκηση 21 δίνουµε ένα παράδειγµα συνεχούς συνάρτησης

g : [0, 2] → [0, 1] και µετρήσιµης συνάρτησης h : [0, 1] → R, έτσι ώστε η h ◦ g να µην είναι

µετρήσιµη συνάρτηση.

Παράδειγµα 3.11. Κάθε πραγµατική συνάρτηση f ορισµένη στο I = [0, 1] µπορεί να γραφεί σαν

σύνθεση δύο Lebesgue µετρήσιµων συναρτήσεων.

Απόδειξη. ΄Εστω x =
∑∞

n=1
an
2n , όπου an = 0 ή 1, είναι το δυαδικό ανάπτυγµα του x ∈ [0, 1] (στην

περίπτωση που έχουµε δύο αναπτύγµατα, ϑα παίρνουµε εκείνο στο οποίο από κάποιο σηµείο και

µετά όλα τα an είναι 1). Ορίζουµε τη συνάρτηση h : I → I, µε

h(x) =
∞∑
n=1

2an
3n

, an ∈ {0, 1} .

Το h(I) είναι ένα υποσύνολο του τριαδικού συνόλου Cantor C και εποµένως έχει µέτρο Lebesgue

µηδέν. Θα αποδείξουµε στη συνέχεια ότι η h είναι γνήσια αύξουσα και εποµένως Lebesgue

µετρήσιµη συνάρτηση. Πράγµατι, έστω x, y ∈ I, x < y. Τότε

x = 0, a1a2 · · · aN−1aNaN+1 · · · , (ϐάση 2)

y = 0, a1a2 · · · aN−1bNbN+1 · · · , (ϐάση 2)

όπου an, bn ∈ {0, 1}, µε an = bn για n < N και aN = 0, bN = 1. ∆ηλαδή

x = 0, a1a2 · · · aN−10 aN+1 · · · , (ϐάση 2)

y = 0, a1a2 · · · aN−11 bN+1 · · · , (ϐάση 2)



110 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΜΕΤΡΗΣΙΜΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ

όπου an, bn ∈ {0, 1}. Από τον ορισµό της συνάρτησης h έχουµε

h (x) =

N−1∑
n=1

2an
3n

+
2 · 0
3N

+
∞∑

n=N+1

2an
3n

≤
N−1∑
n=1

2an
3n

+

∞∑
n=N+1

2

3n

=
N−1∑
n=1

2an
3n

+
1

3N

<
N−1∑
n=1

2an
3n

+
2 · 1
3N

+
∞∑

n=N+1

2bn
3n

= h (y) .

Ορίζουµε τώρα τη συνάρτηση g : I → R, µε

g(x) =


f(h−1(x)) αν x ∈ h(I) ,

0 διαφορετικά .

∆ηλαδή, g(x) = f(h−1(x))χh(I)(x). Επειδή η g είναι Lebesgue µετρήσιµη (γιατί;), έχουµε

αποδείξει ότι f(x) = g(h(x)), όπου οι g, h είναι Lebesgue µετρήσιµες συναρτήσεις στο I.

Από το προηγούµενο παράδειγµα προκύπτει ότι η σύνθεση δύο µετρήσιµων συναρτήσεων δεν

είναι κατανάγκη µετρήσιµη συνάρτηση. Πράγµατι, αν πάρουµε µια συνάρτηση f που δεν είναι

µετρήσιµη στο I = [0, 1] (για παράδειγµα η χαρακτηριστική συνάρτηση χ
E
, όπου E είναι το

σύνολο του Vitali στο I, δεν είναι µετρήσιµη στο I), η f είναι σύνθεση δύο µετρήσιµων συναρτή-

σεων.

Θα αποδείξουµε στη συνέχεια ότι τόσο το άθροισµα όσο και το γινόµενο µετρήσιµων συναρτή-

σεων είναι µετρήσιµες συναρτήσεις. Για την απόδειξη ϑα χρειαστούµε το παρακάτω χρήσιµο

αποτέλεσµα.

Θεώρηµα 3.12. ΄Εστω η F : R2 → R είναι συνεχής. Αν οι συναρτήσεις f, g που ορίζονται στο

E ∈M είναι µετρήσιµες και σχεδόν παντού πεπερασµένες, τότε η h : E → R µε

h(x) := F (f(x), g(x))

είναι µετρήσιµη.
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Απόδειξη. Επειδή από την υπόθεση το σύνολο {x ∈ E : f(x) = ±∞}∪{x ∈ E : g(x) = ±∞} έχει

µέτρο µηδέν, λόγω της Πρότασης 3.9 µπορούµε να υποθέσουµε ότι οι f, g είναι πεπερασµένες.

Επειδή για κάθε a ∈ R το σύνολο Ga := {(u, v) : F (u, v) > a} είναι ανοικτό, ϑα είναι Ga =⋃∞
n=1 In, όπου In = {(u, v) : an < u < bn, cn < v < dn}. Εποµένως, για κάθε a ∈ R

{x ∈ E : h(x) > a} = {x ∈ E : (f(x), g(x)) ∈ Ga} =

∞⋃
n=1

{x ∈ E : (f(x), g(x)) ∈ In} ,

όπου

{x ∈ E : (f(x), g(x)) ∈ In} = {x ∈ E : an < f(x) < bn} ∩ {x ∈ E : cn < g(x) < dn} ∈ M .

Εποµένως, για κάθε a ∈ R το {x ∈ E : h(x) > a} είναι µετρήσιµο σύνολο και κατά συνέπεια η h

είναι µετρήσιµη συνάρτηση.

Αν f : R→ R, ορίζουµε το ϑετικό µέρος f+ και το αρνητικό µέρος f− της f ως εξής :

f+(x) =


f(x) αν f(x) ≥ 0

0 αν f(x) < 0 ,
και f−(x) =


−f(x) αν f(x) ≤ 0

0 αν f(x) > 0 .

Παρατηρούµε ότι

f+(x) = max {f(x), 0} , f−(x) = max {−f(x), 0} = −min {f(x), 0} .

Οι f+ και f− έχουν µη αρνητικές τιµές. Αν η µία από τις f+ και f− δεν είναι µηδέν στο x ∈ R,

τότε η άλλη ϑα είναι µηδέν στο σηµείο x. Παρατηρούµε επίσης ότι

f = f+ − f− και |f | = f+ + f− .

Οι συναρτήσεις f+ και f− είναι πολύ χρήσιµες. Επειδή κάθε συνάρτηση γράφεται σαν διαφορά

δύο µη αρνητικών συναρτήσεων, πολλές αποδείξεις γίνονται πιο απλές ϑεωρώντας µη αρνητικές

συναρτήσεις.

Πρόταση 3.13. ΄Εστω οι συναρτήσεις f, g που ορίζονται στο E ∈ M είναι µετρήσιµες και σχεδόν

παντού πεπερασµένες.
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(αʹ) Η af + bg είναι µετρήσιµη, όπου a, b ∈ R (υποθέτουµε ότι η af + bg δεν είναι της µορφής

+∞+ (−∞) ή −∞+∞, δηλαδή ότι είναι καλά ορισµένη).

(ϐʹ) Η f · g είναι µετρήσιµη (κάνουµε την παραδοχή 0 · (±∞) = ±∞ · 0 = 0). Αν g 6= 0 σ.π. , τότε

και η f/g είναι µετρήσιµη.

(γʹ) Αν p > 0, η |f |p είναι µετρήσιµη.

(δʹ) Οι συναρτήσεις f− και f+ είναι µετρήσιµες.

Απόδειξη. (αʹ) Εφαρµόζουµε το προηγούµενο ϑεώρηµα µε F (u, v) = au+ bv.

(ϐʹ) Αν εφαρµόσουµε το προηγούµενο ϑεώρηµα µε F (u, v) = u · v, τότε η f · g είναι µετρήσιµη.

Για να αποδείξουµε ότι η f/g είναι µετρήσιµη, παρατηρούµε ότι για κάθε a ∈ R είναι

{
E : fg > a

}
∩ {E : g 6= 0} = [{E : f − ag > 0} ∩ {E : g > 0}]

∪ [{E : f − ag < 0} ∩ {E : g < 0}] .

΄Οµως οι συναρτήσεις f, g είναι µετρήσιµες οπότε και τα σύνολα στο δεξιό µέλος της παραπάνω

ισότητας ϑα είναι µετρήσιµα. Εποµένως, το σύνολο

{
E : fg > a

}
∩ {E : g 6= 0}

είναι µετρήσιµο. Επειδή από την υπόθεση το σύνολο {E : g = 0} έχει µέτρο µηδέν, το

υποσύνολό του {
E : fg > a

}
∩ {E : g = 0}

ϑα έχει µέτρο µηδέν και εποµένως είναι ένα µετρήσιµο σύνολο. Τέλος, επειδή

{
E : fg > a

}
=
[{
E : fg > a

}
∩ {E : g 6= 0}

]
∪
[{
E : fg > a

}
∩ {E : g = 0}

]
και το σύνολο

{
E : fg > a

}
ϑα είναι µετρήσιµο. ΄Αρα, η f/g είναι µετρήσιµη συνάρτηση. Για

µια διαφορετική απόδειξη παραπέµπουµε και στην άσκηση 24.

(γʹ) Εφαρµόζουµε το προηγούµενο ϑεώρηµα µε F (u, v) = |v|p ή την Πρόταση 3.10 µε g(x) = |x|p.
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(δʹ) Επειδή f+ = |f |+f
2 και f− = |f |−f

2 , οι f+ και f− είναι µετρήσιµες.

Πόρισµα 3.14. Αν οι συναρτήσεις f, g : E → R είναι µετρήσιµες, E ∈M, τότε τα σύνολα

{x ∈ E : f(x) > g(x)} , {x ∈ E : f(x) ≥ g(x)} και {x ∈ E : f(x) = g(x)} ,

είναι µετρήσιµα.

Πρόταση 3.15. Αν (fn) είναι ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων που ορίζονται στο E ∈M, τότε

οι συναρτήσεις

max
n≤k

fn, min
n≤k

fn, sup
n∈N∗

fn, inf
n∈N∗

fn, lim sup
n→∞

fn και lim inf
n→∞

fn

είναι µετρήσιµες.

Απόδειξη. (i) Επειδή για κάθε a ∈ R{
x ∈ E :

(
max
n≤k

fn

)
(x) > a

}
=

k⋃
n=1

{x ∈ E : fn(x) > a} ,

η συνάρτηση max
n≤k

fn είναι µετρήσιµη.

(ii) Είναι min
n≤k

fn = −max
n≤k

(−fn) οπότε και η συνάρτηση min
n≤k

fn είναι µετρήσιµη.

(iii) Επειδή για κάθε a ∈ R{
x ∈ E :

(
sup
n∈N∗

fn

)
(x) > a

}
=

∞⋃
n=1

{x ∈ E : fn(x) > a} ,

η sup
n∈N∗

fn είναι µετρήσιµη συνάρτηση.

(iv) Είναι inf
n∈N∗

fn = − sup
n∈N∗

(−fn) οπότε και η inf
n∈N∗

fn είναι µετρήσιµη συνάρτηση.

(v) Από τις (iii) και (iv), η lim sup
n→∞

fn = inf
n∈N∗

(
sup
k≥n

fk

)
είναι µετρήσιµη συνάρτηση.
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(vi) Επειδή lim inf
n→∞

fn = −lim sup
n→∞

(−fn), η lim inf
n→∞

fn είναι µετρήσιµη συνάρτηση.

Πόρισµα 3.16. Αν η ακολουθία των µετρήσιµων συναρτήσεων (fn) που ορίζονται στο E ∈ M

συγκλίνει(σηµειακά) στην f , τότε η f είναι µετρήσιµη συνάρτηση.

Απόδειξη. Επειδή f = lim
n→∞

fn = lim sup
n→∞

fn = lim inf
n→∞

fn, από την προηγούµενη πρόταση η f είναι

µετρήσιµη συνάρτηση.

Πόρισµα 3.17. Αν η ακολουθία των µετρήσιµων συναρτήσεων (fn) που ορίζονται στο E ∈ M

συγκλίνει στην f σ.π., τότε η f είναι µετρήσιµη συνάρτηση.

Απόδειξη. ΄Εστω A ⊂ E, µε m(A) = 0, τέτοιο ώστε limn→∞ fn(x) = f(x), για κάθε x ∈ E \ A.

Τότε η (fn · χE\A) είναι µία ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων η οποία συγκλίνει στη g =

f · χE\A , για κάθε x ∈ E. Εποµένως, από το προηγούµενο πόρισµα η g = f · χE\A είναι

µετρήσιµη. Επειδή g = f σ.π., τότε και η f ϑα είναι µετρήσιµη.

Παράδειγµα 3.18. (αʹ) Υπάρχει συνάρτηση f : R→ R η οποία είναι παντού ασυνεχής και η οποία

ισούται σχεδόν παντού µε µία συνεχή συνάρτηση.

(ϐʹ) Υπάρχει συνάρτηση f : R → R η οποία είναι παντού συνεχής, εκτός από ένα σηµείο, και η

οποία δεν ισούται σχεδόν παντού µε καµία συνεχή συνάρτηση.

Λύση.

(αʹ) Η f = χQ είναι παντού ασυνεχής και επειδή m(Q) = 0, είναι f = 0 σ.π. ∆ηλαδή η f είναι

ίση σ.π. µε τη συνεχή συνάρτηση g(x) = 0, ∀x ∈ R.

(ϐʹ) Αν f = χ(0,∞), η f είναι συνεχής για κάθε x ∈ R \ {0}. ∆ηλαδή, η f : R → R είναι παντού

συνεχής εκτός από ένα σηµείο. Αν η συνεχής συνάρτηση g : R → R δεν περιέχει τα σηµεία

0 και 1 στο πεδίο τιµών της, τότε προφανώς f(x) 6= g(x), για κάθε x ∈ R. Αν η συνεχής

συνάρτηση g περιέχει µόνο το 0 ή µόνο το 1 στο πεδίο τιµών της, επειδή m ((0,∞)) =



3.2. ΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ ΜΕΤΡΗΣΙΜΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 115

m ((−∞, 0]) = ∞, η f δεν ισούται σχεδόν παντού µε τη g. ΄Εστω {0, 1} ⊂ g (R). Τότε

από το ϑεώρηµα Bolzano ή ενδιάµεσης τιµής και το διάστηµα [0, 1] ⊂ g (R). Εποµένως το

I = (0, 1) ⊂ g (R) και το σύνολο U = g−1(0, 1) είναι ανοικτό, οπότε m(U) > 0. Επειδή

f(x) 6= g(x), ∀x ∈ U , δεν είναι f = g σχεδόν παντού. ΄Αρα, δεν είναι f = g σχεδόν παντού.

Παράδειγµα 3.19. ΄Εστω (fk) µία ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων οι οποίες είναι ορισµένες

σ᾿ ένα µετρήσιµο σύνολο E µε m(E) < +∞. Αν |fk(x)| ≤ Mx < +∞ για κάθε k ∈ N∗ και για

κάθε x ∈ E, να αποδειχθεί ότι για ε > 0 υπάρχει ένα κλειστό σύνολο F ⊂ E και έναM > 0 τέτοια

ώστε m (E \ F ) < ε και |fk(x)| ≤M για κάθε k ∈ N∗ και για κάθε x ∈ F .

Απόδειξη. ΄Εστω ε > 0. Για κάθε n ∈ N∗ ορίζουµε τα σύνολα

En := {x ∈ E : |fk(x)| ≤ n , για κάθε k ∈ N∗} .

Τότε, En =
⋂∞
k=1 {x ∈ E : |fk(x)| ≤ n}. ΄Οµως κάθε fk είναι µετρήσιµη συνάρτηση και επο-

µένως το En, που είναι τοµή αριθµήσιµου το πλήθος µετρήσιµων συνόλων, ϑα είναι µετρήσιµο

σύνολο. Επειδή En ↗ E, είναι limn→∞m(En) = m(E). ∆ηλαδή υπάρχει n0 ∈ N∗ τέτοιο

ώστε m (E \ En) = m(E) − m(En) < ε/2, για κάθε n ≥ n0 (επειδή m(E) < +∞, είναι

m (E \ En) = m(E) −m(En) ). Από το Θεώρηµα 2.61 (iii) υπάρχει κλειστό σύνολο F ⊂ En0

µε m (En0 \ F ) < ε/2. Εποµένως

m (E \ F ) = m ((E \ En0) ∪ (En0 \ F )) = m (E \ En0) +m (En0 \ F ) < ε .

Αν M = n0, για κάθε x ∈ F έχουµε ότι x ∈ En0 και συνεπώς |fk(x)| ≤M , για κάθε k ∈ N∗.

Σηµείωση. Επειδή από την υπόθεση |fk(x)| ≤ Mx < +∞, για κάθε k ∈ N∗ και για κάθε x ∈ E,

υπάρχει n1 ∈ N τέτοιο ώστε En1 6= ∅. Εποµένως και En 6= ∅, για κάθε n ≥ n1.

3.2 Ακολουθίες Μετρήσιµων Συναρτήσεων

Ορισµός 3.20. ΄Εστω (fn) ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων ορισµένων στο σύνολο E ∈ M.

Λέµε ότι η (fn) συγκλίνει στο E σχεδόν οµοιόµορφα στην f , αν για κάθε ε > 0, υπάρχει

µετρήσιµο σύνολο E1 ⊂ E τέτοιο ώστε m (E \ E1) < ε και η (fn) συγκλίνει στο E1 οµοιόµορφα

στην f .
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Πρόταση 3.21. ΄Εστω E ∈M, µεm(E) <∞ και έστω (fn) ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων

που συγκλίνει σ.π. στο E στη συνάρτηση f που είναι πεπερασµένη σ.π. Τότε για κάθε ε, δ > 0

υπάρχει Eε ∈M και n0(ε, δ) ∈ N∗, τέτοια ώστε

( i) Eε ⊂ E, µε m (E \ Eε) < ε.

( ii) |fn(x)− f(x)| < δ, για κάθε n ≥ n0 και κάθε x ∈ Eε.

Απόδειξη. Αν A = {x ∈ E : |f(x)| =∞} και B = {x ∈ E : limn→∞ fn(x) 6= f(x)} τότεm(A) =

m(B) = 0. Θεωρούµε το σύνολο G := E \ A ∪ B. Τότε limn→∞ fn(x) = f(x), για κάθε x ∈ G

και |f(x)| 6=∞. ΄Εστω

Ek := {x ∈ G : |fn(x)− f(x)| < δ, ∀n ≥ k} .

Τα Ek ∈ M και Ek ⊂ Ek+1. Τότε, η ακολουθία των µετρήσιµων συνόλων (G \ Ek) είναι

ϕθίνουσα, δηλαδή G \ Ek ⊃ G \ Ek+1 και
⋂∞
k=1 (G \ Ek) = G \

⋃∞
k=1Ek = ∅. Επειδή

m (G \ Ek) ≤ m (G) <∞, είναι

lim
k→∞

m (G \ Ek) = m (∅) = 0 .

Εποµένως, για κάθε ε > 0, υπάρχει n0 ∈ N∗ τέτοιο ώστεm (G \ En0) < ε. Αν ϑέσουµεEε := En0 ,

τότε είναι Eε ⊂ G ⊂ E, µε m (G \ Eε) < ε. Επιπλέον, για κάθε x ∈ Eε είναι

|fn(x)− f(x)| < δ, ∀n ≥ n0 .

Τότε όµως E\Eε = (G ∪A ∪B)\Eε = (G \ Eε)∪(A \ Eε)∪(B \ Eε), οπότεm (E \ Eε) < ε.

Θεώρηµα 3.22 (Egorov). ΄Εστω E ∈ M µε m(E) < ∞ και έστω (fn) ακολουθία µετρήσιµων

συναρτήσεων που συγκλίνει σ.π. στο E στη συνάρτηση f που είναι πεπερασµένη σ.π. Τότε για

κάθε ε > 0 υπάρχει Eε ∈M, Eε ⊂ E, τέτοιο ώστε

( i) m (E \ Eε) < ε.

( ii) limn→∞ fn(x) = f(x), οµοιόµορφα στο Eε.
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∆ηλαδή, limn→∞ fn(x) = f(x) σχεδόν οµοιόµορφα στο E.

Απόδειξη. ΄Εστω ε > 0. Από την Πρόταση 3.21, για δ = 1/k υπάρχει Ek ⊂ E, Ek ∈ M και

nk ∈ N∗ τέτοια ώστε

m (E \ Ek) <
ε

2k
και |fn(x)− f(x)| < 1

k
, ∀x ∈ Ek και ∀n ≥ nk .

΄Εστω Eε :=
⋂∞
k=1Ek. Τότε

m (E \ Eε) = m

(
E \

∞⋂
k=1

Ek

)
= m

( ∞⋃
k=1

(E \ Ek)

)
≤
∞∑
k=1

m (E \ Ek) <
∞∑
k=1

ε

2k
= ε .

Επίσης, για κάθε k είναι |fn(x)− f(x)| < 1/k, για κάθε x ∈ Eε και για κάθε n ≥ nk. ΄Αρα,

lim
n→∞

fn(x) = f(x), οµοιόµορφα στο Eε .

Το αντίστροφο του ϑεωρήµατος Egorov ισχύει.

Πρόταση 3.23. Αν m(E) <∞ και limn→∞ fn(x) = f(x) σχεδόν οµοιόµορφα στο E, τότε fn −→

f σ.π. στο E.

Απόδειξη. Από την υπόθεση, για κάθε n ∈ N∗ υπάρχει Fn ∈ M, τέτοιο ώστε m(Fn) < 1/n

και η (fn) συγκλίνει οµοιόµορφα στο E \ Fn. Αν F :=
⋂∞
n=1 Fn, τότε m(F ) = 0 και για

x ∈ E \ F =
⋃∞
n=1 (E \ Fn) είναι limn→∞ fn(x) = f(x). ∆ηλαδή, fn −→ f σ.π. στο E.

Γενικά, το ϑεώρηµα του Egorov δεν ισχύει αν m(E) =∞ ή όταν η f δεν είναι πεπερασµένη σ.π.

Παράδειγµα 3.24. ΄Εστω fn = χ(n,∞). Οι fn ορίζονται στο R και είναι µετρήσιµες. Είναι

limn→∞ fn (x) = 0. ΄Οµως, η (fn) δεν συγκλίνει σχεδόν οµοιόµορφα.
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3.3 Προσέγγιση των Μετρήσιµων Συναρτήσεων

Οι µετρήσιµες συναρτήσεις χαρακτηρίζονται από το γεγονός ότι είναι όρια απλών συναρτήσεων.

Ορισµός 3.25. Μια συνάρτηση ορισµένη στο E ∈ M λέγεται απλή αν είναι µετρήσιµη και το

πεδίο τιµών της είναι ένα πεπερασµένο σύνολο πραγµατικών αριθµών.

Για παράδειγµα, οι σταθερές συναρτήσεις καθώς επίσης και οι χαρακτηριστικές συναρτήσεις είναι

απλές. Σηµειώνεται ότι οι απλές συναρτήσεις είναι ϕραγµένες.

Πρόταση 3.26. Μία συνάρτηση f ορισµένη στο E ∈ M είναι απλή, αν και µόνο αν υπάρχουν

πεπερασµένα το πλήθος µετρήσιµα υποσύνολα A1, A2, . . . , An του E και a1, . . . , an ∈ R τέτοια

ώστε

f(x) =

n∑
k=1

akχAk(x) .

Απόδειξη. ΄Εστω η f είναι απλή. Αν c1, c2, . . . , cn είναι οι τιµές της f , διάφορες ανά δύο και

διάφορες του µηδενός, ορίζουµε τα σύνολα Ak = {x ∈ E : f(x) = ck}, k = 1, . . . , n. Τότε ως

γνωστόν τα Ak ∈M και προφανώς

f(x) =
n∑
k=1

ckχAk(x) .

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι f(x) =
∑n

k=1 akχAk(x), όπου A1, . . . , An ∈ M και τα a1, . . . , an ∈

R. Αν x ∈ E, τότε f(x) είναι το άθροισµα εκείνων των ak για τα οποία x ∈ Ak. Εποµένως το πεδίο

τιµών της f δεν µπορεί να περιέχει περισσότερα από 2n στοιχεία, δηλαδή είναι πεπερασµένο.

Επίσης η f είναι µετρήσιµη επειδή είναι γραµµικός συνδυασµός µετρήσιµων συναρτήσεων.

Παρατήρηση 3.27. Γενικά, η παράσταση της απλής συνάρτησης f : E → R, E ∈M, στη µορφή

f =
∑n

k=1 akχAk δεν είναι µοναδική. Αν όµως τα a1, . . . , an ∈ R είναι διάφορα ανά δύο και

διάφορα του µηδενός, τότε η παράσταση

f =
n∑
k=1

akχAk ,
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όπου Ak = {x ∈ E : f(x) = ak}, είναι µοναδική και λέγεται κανονική παράσταση της απλής

συνάρτησης f . Τα σύνολα Ak είναι µετρήσιµα και ξένα ανά δύο.

Υποθέτουµε ότι η µετρήσιµη συνάρτηση f : E → R είναι ϕραγµένη στο µετρήσιµο σύνολο E,

δηλαδή υπάρχει M ≥ 0 τέτοιο ώστε |f | ≤ M στο E. Τότε το πεδίο τιµών της f περιέχεται σ᾿ ένα

ανοικτό και ϕραγµένο διάστηµα (c, d). ΄Εστω ε > 0. Θεωρούµε τη διαµέριση P = {y0, y1, . . . , yn}

του κλειστού και ϕραγµένου διαστήµατος [c, d] µε ‖P‖ = max {yk − yk−1 : 1 ≤ k ≤ n} < ε. Αν

Ik = [yk − yk−1) και Ek = f−1(Ik) = {x ∈ E : yk−1 ≤ f(x) < yk} , 1 ≤ k ≤ n ,

τα Ek είναι µετρήσιµα υποσύνολα του E. Ορίζουµε τις απλές συναρτήσεις sε και tε µε

sε :=

n∑
k=1

yk−1χEk και tε :=

n∑
k=1

ykχEk .

Επειδή f(E) ⊆ (c, d), υπάρχει µοναδικό k, 1 ≤ k ≤ n, τέτοιο ώστε yk−1 ≤ f(x) < yk και

εποµένως

sε(x) = yk−1 ≤ f(x) < yk = tε(x) .

Επειδή yk − yk−1 < ε, έχουµε αποδείξει το παρακάτω αποτέλεσµα.

Πρόταση 3.28. Υποθέτουµε ότι η µετρήσιµη συνάρτηση f : E → R είναι ϕραγµένη στο µετρήσιµο

σύνολο E. Τότε για κάθε ε > 0 υπάρχουν απλές συναρτήσεις sε και tε ορισµένες στο E, τέτοιες

ώστε

sε ≤ f ≤ tε και 0 ≤ tε − sε < ε στο E .

Αν η ακολουθία (sn) απλών συναρτήσεων ορισµένων στο µετρήσιµο σύνολο E συγκλίνει στη

συνάρτηση f , από το Πόρισµα 3.16 έπεται ότι και η f είναι µετρήσιµη συνάρτηση. Είναι αξιο-

σηµείωτο ότι και το αντίστροφο ισχύει.
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Θεώρηµα 3.29. Υποθέτουµε ότι η f : E → [0,∞] είναι µετρήσιµη συνάρτηση, όπου E ∈M. Τότε

υπάρχει αύξουσα ακολουθία µη αρνητικών απλών συναρτήσεων (sn) στο E, µε

0 ≤ s1 ≤ s2 ≤ · · · ≤ sn ≤ · · · ≤ f ,

η οποία συγκλίνει σηµειακά στην f . ∆ηλαδή limn→∞ sn(x) = f(x), για κάθε x ∈ E. Η (sn)

συγκλίνει οµοιόµορφα στην f σε κάθε µετρήσιµο υποσύνολο του E στο οποίο η f είναι ϕραγµένη.

Απόδειξη. Θα κατασκευάσουµε µια αύξουσα ακολουθία µη αρνητικών απλών συναρτήσεων (sn)

στο E µε limn→∞ sn(x) = f(x). Η ιδέα οφείλεται στον Lebesgue: ∆ιαµερίζουµε το πεδίο τιµών

της f . Επειδή f(E) ⊆ [0,∞], διαµερίζουµε το [0,∞]:

[0,∞] = [0, 1) ∪ [1, 2) ∪ · · · ∪ [n− 1, n) ∪ [n,∞]

και µετά διαµερίζουµε καθένα από τα διαστήµατα [j−1, j), 1 ≤ j ≤ n, σε 2n υποδιαστήµατα ξένα

ανά δύο. ∆ηλαδή, διαµερίζουµε το διάστηµα [0, n), n ∈ N∗, σε n ·2n ξένα ανά δύο υποδιαστήµατα

[0, n) =

[
0,

1

2n

)
∪
[

1

2n
,

2

2n

)
∪ · · · ∪

[
n · 2n − 1

2n
, n

)
.

Στη συνέχεια, για n ∈ N∗ και 1 ≤ k ≤ n · 2n ορίζουµε τα σύνολα

En,k := f−1
([

k − 1

2n
,
k

2n

))
=

{
x ∈ E :

k − 1

2n
≤ f (x) <

k

2n

}
και

Fn := f−1 ([n,∞]) = {x ∈ E : f(x) ≥ n} .

Τα σύνολα En,k και Fn είναι µετρήσιµα και ξένα ανά δύο. Εποµένως οι απλές συναρτήσεις sn,

µε

sn := nχFn +

n·2n∑
k=1

k − 1

2n
χEn,k ,

είναι µετρήσιµες. Από τον ορισµό προκύπτει ότι

0 ≤ sn ≤ f
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και

0 ≤ f(x)− sn(x) <
1

2n
, αν f(x) < n

sn(x) = n , αν f(x) ≥ n .

Εποµένως limn→∞ sn(x) = f(x) για κάθε x ∈ E (ας σηµειωθεί ότι στο σύνολο {x ∈ E : f(x) =∞}

είναι sn(x) = n).

Αν τώρα 0 ≤ f(x) ≤ M για κάθε x ∈ E′ ⊆ E, όπου E′ ∈ M, τότε για κάθε n > M ϑα είναι

0 ≤ f(x) < n για κάθε x ∈ E′. Εποµένως

0 ≤ f(x)− sn(x) <
1

2n
, για κάθε x ∈ E′ και για κάθε n > M .

΄Αρα,

lim
n→∞

sn(x) = f(x) οµοιόµορφα στο E′ .

Θα αποδείξουµε στη συνέχεια ότι η (sn) είναι αύξουσα. Παρατηρούµε ότι

En,k =

{
x ∈ E :

k − 1

2n
≤ f(x) <

k

2n

}
= En+1,2k−1 ∪ En+1,2k .

Κάθε x ∈ E ανήκει σ᾿ ένα από τα σύνολα En+1,2k−1, En+1,2k και Fn.

(i) Αν x ∈ En+1,2k−1, είναι sn+1(x) = 2k−2
2n+1 = k−1

2n = sn(x).

(ii) Αν x ∈ En+1,2k, είναι sn+1(x) = 2k−1
2n+1 >

k−1
2n = sn(x).

(iii) Τέλος, αν το x δεν ανήκει σε κανένα από τα En,k, τότε x ∈ Fn και εποµένως sn(x) = n. Τότε

x ∈ Fn+1 ή x ∈ En+1,j για κάποιο j > n2n+1 (j ≤ (n+1)2n+1), οπότε sn+1(x) ≥ n = sn(x).

΄Αρα, sn(x) ≤ sn+1(x) για κάθε x ∈ E.

Στο παρακάτω σχήµα έχουµε κατασκευάσει τους δύο πρώτους όρους s1 και s2 της ακολουθίας

απλών συναρτήσεων (sn) (η συνεχής συνάρτηση y = f(x) προσεγγίζεται από τις απλές συναρτή-

σεις).
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Για κάθε n ∈ N είναι

In,k =

[
k − 1

2n
,
k

2n

)
, k = 1, . . . , n · 2n και In,∞ = [n,∞) .

Στη γενική περίπτωση που το πεδίο τιµών της µετρήσιµης συνάρτησης f είναι το [−∞,∞], ϑεω-

ϱούµε τις συναρτήσεις f+ = max{f, 0} και f− = −min{f, 0}. Τότε f = f+−f−, |f | = f+ +f−

και οι f+, f− είναι µη αρνητικές και µετρήσιµες συναρτήσεις. Από το προηγούµενο ϑεώρηµα

υπάρχουν ακολουθίες µη αρνητικών απλών συναρτήσεων (s′n) και (s′′n) στο E µε

0 ≤ s′1 ≤ s′2 ≤ · · · ≤ s′n ≤ · · · ≤ f+ , 0 ≤ s′′1 ≤ s′′2 ≤ · · · ≤ s′′n ≤ · · · ≤ f−

και limn→∞ s
′
n = f+, limn→∞ s

′′
n = f−. Αν sn = s′n − s′′n, η (sn) είναι ακολουθία απλών

συναρτήσεων στο E µε limn→∞ sn = f . Για x ∈ E παρατηρούµε ότι είτε s′n(x) = 0 για κάθε

n ∈ N∗ ή s′′n(x) = 0 για κάθε n ∈ N∗. Εποµένως, για κάθε n ∈ N∗

s+n = s′n , s−n = s′′n και |sn| = s′n + s′′n .

΄Εχουµε λοιπόν αποδείξει το παρακάτω αποτέλεσµα.

Πόρισµα 3.30. ΄Εστω η f : E → [−∞,∞] είναι µετρήσιµη συνάρτηση, όπου E ∈ M. Τότε

υπάρχει ακολουθία απλών συναρτήσεων (sn) µε

0 ≤ |s1| ≤ |s2| ≤ · · · ≤ |sn| ≤ · · · ≤ |f | ,
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τέτοια ώστε limn→∞ sn(x) = f(x), για κάθε x ∈ E. Επιπλέον, limn→∞ sn(x) = f(x) οµοιόµορφα

σε κάθε µετρήσιµο υποσύνολο του E στο οποίο η |f | είναι ϕραγµένη.

Πόρισµα 3.31. ΄Εστω E µετρήσιµο υποσύνολο του R.

(αʹ) Η συνάρτηση f : E → [−∞,∞] είναι µετρήσιµη αν και µόνο αν είναι όριο ακολουθίας απλών

συναρτήσεων στο E.

(ϐʹ) Η συνάρτηση f : E → [−∞,∞] είναι ϕραγµένη και µετρήσιµη αν και µόνο αν είναι το οµοιό-

µορφο όριο ακολουθίας απλών συναρτήσεων στο E.

Απόδειξη. (αʹ) Αν η συνάρτηση f είναι µετρήσιµη, από το Πόρισµα 3.30 η f είναι όριο ακολουθίας

απλών συναρτήσεων στο E. Αντίστροφα, αν η f είναι όριο ακολουθίας απλών συναρτήσεων,

από το Πόρισµα 3.16 η f ϑα είναι µετρήσιµη.

(ϐʹ) Αν η συνάρτηση f είναι ϕραγµένη και µετρήσιµη, από το Πόρισµα 3.30 η f είναι το οµοιό-

µορφο όριο ακολουθίας απλών συναρτήσεων στο E. Αντίστροφα, αν η f είναι το οµοιόµορφο

όριο ακολουθίας απλών συναρτήσεων, από το Πόρισµα 3.16 η f ϑα είναι µετρήσιµη. Ε-

πίσης η f ϑα είναι και ϕραγµένη. Πράγµατι, εύκολα αποδεικνύεται ότι αν µια ακολουθία

(sn) ϕραγµένων συναρτήσεων συγκλίνει οµοιόµορφα στη συνάρτηση f στο E, τότε η f είναι

ϕραγµένη.

3.4 Ασκήσεις

1. ΄Εστω (En) ακολουθία µετρήσιµων υποσυνόλων του R.

(i) Αν m (En) < 1
2n , δείξτε ότι χ

En
−→ 0 σ.π.

(ii) Να αποδειχθεί ότι η συνθήκη limn→∞m (En) = 0 δεν είναι ικανή για να ισχύει

χ
En
−→ 0 σ.π .
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Υπόδειξη. (i) Αν FN =
⋃∞
n=N En και F =

⋂∞
N=1 FN , τότε

m(F ) = 0 και lim
n→∞

χ
En

(x) = 0 αν x /∈ F .

(ii) ΄Εστω E1 = [0, 1/2], E2 = [1/2, 1], E3 = [0, 1/4], E4 = [1/4, 1/2], E5 = [1/2, 3/4],

E6 = [3/4, 1], E7 = [0, 1/8], E8 = [1/8, 1/4] . . . .

2. ΄Εστω E ένα µη- Lebesgue µετρήσιµο σύνολο του R. Αν f = χ
E
−χ

Ec
, να αποδειχθεί ότι

η f δεν είναι Lebesgue µετρήσιµη ενώ η |f | είναι Lebesgue µετρήσιµη.

3. ΄Εστω η συνάρτηση f : R → R µε f(x) := χ
A

(x) − 1
2 , όπου το σύνολο A ⊂ R δεν είναι

Lebesgue µετρήσιµο. Είναι η f Lebesgue µετρήσιµη ; Είναι η |f | Lebesgue µετρήσιµη ;

Αιτιολογήστε τις απαντήσεις σας.

4. ΄Εστω f : E → R µετρήσιµη συνάρτηση, όπου το E ⊆ R είναι Lebesgue µετρήσιµο σύνολο.

Αν

fA(x) =


−A αν f(x) < −A

f(x) αν |f(x)| ≤ A

A αν f(x) > A ,

όπου A > 0, δείξτε ότι η fA είναι µετρήσιµη συνάρτηση.

5. ΄Εστω το σύνολο A ⊂ R δεν είναι Lebesgue µετρήσιµο και έστω η συνάρτηση f , µε

f(x) =


x2 αν x ∈ A ,

−x2 αν x ∈ Ac .

Για κάθε a ∈ R, είναι το σύνολο {x : f(x) = a} Lebesgue µετρήσιµο ; Είναι η συνάρτηση

f Lebesgue µετρήσιµη ; Αιτιολογήστε τις απαντήσεις σας.

6. ΄Εστω η συνάρτηση f : E → R, όπου E ∈M.

(αʹ) Αν η f3 είναι µετρήσιµη, δείξτε ότι και η f ϑα είναι µετρήσιµη.

(ϐʹ) Αν m(E) > 0, δώστε ένα παράδειγµα µη µετρήσιµης συνάρτησης f στο E για την

οποία η f2 είναι µετρήσιµη.
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7. ΄Εστω A ένα µη µετρήσιµο υποσύνολο του [0, 1] και έστω C το τριαδικό σύνολο Cantor. Αν

h(x) = χ
A∩C(x) sinx+χ(A∩C)c(x)x2 ,

είναι η συνάρτηση h µετρήσιµη ; Αιτιολογήστε την απάντησή σας.

8. Χρησιµοποιώντας τον ορισµό της µετρησιµότητας µιας συνάρτησης, να αποδειχθεί ότι κάθε

µονότονη συνάρτηση είναι µετρήσιµη.

9. ΄Εστω (En) ακολουθία µετρήσιµων υποσυνόλων του R. Αν η συνάρτηση f είναι µετρήσιµη

σε κάθε En, n ∈ N∗, τότε ϑα είναι µετρήσιµη στην ένωσή τους
⋃∞
n=1En καθώς επίσης και

στην τοµή τους
⋂∞
n=1En.

10. ΄Εστω (fn) ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων, fn : E ⊆ R → R, E ∈ M. ∆είξτε ότι το

σύνολο A = {x ∈ E : fn(x) συγκλίνει} είναι µετρήσιµο.

11. ΄Εστω (fn) ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων, fn : E ⊆ R→ R, E ∈M και έστω α > 0.

Να αποδειχθεί ότι

{
x ∈ E : lim inf

n→∞
fn(x) > α

}
=
∞⋃
m=1

∞⋃
n=1

∞⋂
k=n

{
x ∈ E : fn(x)− α ≥ 1

m

}
.

Χρησιµοποιώντας το παραπάνω, να δώσετε µια άλλη απόδειξη του Πορίσµατος 3.16.

12. Να ϐρεθεί µη µετρήσιµη συνάρτηση f : R → R, τέτοια ώστε η εικόνα κάθε µετρήσιµου

υποσυνόλου του R να είναι µετρήσιµο υποσύνολο του R.

13. Αν C είναι το τριαδικό σύνολο Cantor, να ϐρεθεί συνεχής συνάρτηση f : [0, 1] → [0, 1]

τέτοια ώστε f(x) = 0, για κάθε x ∈ C και f(x) 6= 0, για κάθε x ∈ [0, 1] \ C.

14. ΄Εστω f : X → R µετρήσιµη συνάρτηση στο Lebesgue µετρήσιµο σύνολο X ⊆ R. Ορίζουµε

τη συνάρτηση g : X → R µε g(x) = 0 αν f(x) ∈ Q και g(x) = 1 αν f(x) /∈ Q. ∆είξτε ότι η

g είναι µετρήσιµη συνάρτηση.
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15. Να αποδειχθεί ότι οι συναρτήσεις

f(x) =


0 αν ο x είναι άρρητος ,

1/q αν x = p/q, όπου p, q ακέραιοι αριθµοί πρώτοι µεταξύ τους και q > 0 ,

g(x) =


1 αν x = 1/n, όπου n ∈ N∗ ,

0 διαφορετικά ,

είναι συνεχείς σχεδόν παντού στο R και ότι η g ◦ f είναι παντού ασυνεχής.

16. (αʹ) ΄Εστω f, g, ϕ : E ⊆ R→ R, E ∈M, µετρήσιµες συναρτήσεις. Αν

h(x) =


f(x)
g(x) αν g(x) 6= 0

ϕ(x) αν g(x) = 0 ,

δείξτε ότι η h : E ⊆ R −→ R είναι µετρήσιµη.

(ϐʹ) Να αποδειχθεί ότι κάθε µετρήσιµη συνάρτηση f : E ⊆ R −→ R γράφεται στη µορφή

f = u|f |, όπου η u είναι µετρήσιµη συνάρτηση µε u(x) = ±1, για κάθε x ∈ E.

17. ΄Εστω η Lebesgue µετρήσιµη συνάρτηση f : R→ R είναι πεπερασµένη σχεδόν παντού. Να

αποδειχθεί ότι υπάρχει Lebesgue µετρήσιµο σύνολο µε ϑετικό µέτρο στο οποίο η f είναι

ϕραγµένη.

Υπόδειξη. Να ϑεωρήσετε την ακολουθία συνόλων An = {x ∈ R : f(x) < n}.

18. ΄Εστω A είναι ένα πυκνό υποσύνολο του R (µπορούµε να υποθέσουµε ότι το A = Q). Αν

η συνάρτηση f είναι ορισµένη σ᾿ ένα µετρήσιµο σύνολο E, να αποδειχθεί ότι η f είναι

µετρήσιµη αν και µόνο αν το σύνολο {x ∈ E : f(x) ≥ a} είναι µετρήσιµο για κάθε a ∈ A.

19. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : A ⊂ R → R είναι µετρήσιµη και πεπερασµένη σχεδόν

παντού στο Lebesgue µετρήσιµο σύνολο A, µε m(A) < ∞. Να αποδειχθεί ότι για κάθε

ε > 0 υπάρχει Lebesgue µετρήσιµο σύνολο B ⊂ A, τέτοιο ώστε m(A \B) < ε και η f είναι

ϕραγµένη στο B (ο περιορισµός της f στο B είναι ϕραγµένη συνάρτηση).

20. ΄Εστω το διάστηµα I = (0, 1). Αν το E ⊂ I είναι µετρήσιµο σύνολο µε m(E) = 1, να

αποδειχθεί ότι το E είναι σύνολο πυκνό στο I.



3.4. ΑΣΚΗΣΕΙΣ 127

Αν f είναι µια συνεχής και µη ϕραγµένη συνάρτηση στο I = (0, 1), να δείξετε ότι για κάθε

Lebesgue µετρήσιµο υποσύνολο E του I µε m(I \E) = 0, ο περιορισµός της f στο E είναι

µη ϕραγµένη συνάρτηση.

21. ΄Εστω η συνάρτηση g : [0, 2] → [0, 1] µε g = F−1, όπου F είναι η συνεχής και γνήσια

αύξουσα συνάρτηση της Πρότασης 2.79 µε F ([0, 1]) = [0, 2]. Στην Πρόταση 2.79 αποδει-

κνύεται ότι υπάρχει µη µετρήσιµο σύνολο V ⊂ F (C), όπου C το τριαδικό σύνολο Cantor,

µε A = F−1 (V ) = g (V ) ⊂ C µετρήσιµο σύνολο. ΄Εστω h = χ
A
, η χαρακτηριστική

συνάρτηση του A. Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση h ◦ g δεν είναι µετρήσιµη.

22. Να αποδειχθεί ότι ο πληθάριθµος του συνόλου όλων των µετρήσιµων πραγµατικών συναρ-

τήσεων είναι 2c.

23. ΄Εστω η συνάρτηση f : [0, 1]→ R µε

f(x) :=


0 αν x = 0

x sin
(
1
x

)
αν 0 < x ≤ 1 .

Αν E = {x ∈ [0, 1] : f(x) ≥ 0}, να αποδειχθεί ότι

E = [1/π, 1]

∞⋃
n=1

[1/(2n+ 1)π, 1/2nπ] ∪ {0}

και στη συνέχεια ότι m(E) = π−1(π − ln 2).

24. ΄Εστω f, g : E ⊆ R→ R, E ∈ M, µετρήσιµες συναρτήσεις. Χρησιµοποιώντας την ακολου-

ϑία hn := ng
ng2+1

, να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση h : E → R µε

h(x) =


1

g(x) αν g(x) 6= 0

0 αν g(x) = 0 ,

είναι µετρήσιµη. Αν g 6= 0 σ.π. , τότε και η f/g είναι µετρήσιµη.

25. ΄Εστω η συνεχής συνάρτηση f : R→ R είναι 1− 1 και επί, δηλαδή αµφιµονοσήµαντη. Αν

M = {A ⊆ R : f(A) ∈ B} ,

όπου B είναι η Borel σ-άλγεβρα, δείξτε ότι η M είναι µια σ-άλγεβρα στο R η οποία περιέχει

τα σύνολα Borel. ∆ηλαδή, η f απεικονίζει σύνολα Borel σε σύνολα Borel.
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26. ΄Εστω το µετρήσιµο σύνολο E ⊆ R έχει σ-πεπερασµένο µέτρο, δηλαδή E =
⋃∞
n=1En µε

En ∈M και µ (En) < ∞ και έστω η f : E → R είναι µετρήσιµη συνάρτηση. Υποθέτουµε

ότι υπάρχει A ⊂ E, A ∈M, µε m(A) > 0 και f(x) > 0 για κάθε x ∈ A. Να αποδειχθεί ότι

υπάρχει b > 0 και B ⊂ A µε B ∈ M και 0 < m(B) < ∞, τέτοιο ώστε f(x) ≥ b για κάθε

x ∈ B.

Υπόδειξη. Αποδείξτε ότι

A =

∞⋃
n=1

({
x ∈ E : f(x) ≥ 1

n

}
∩ En ∩A

)
.

27. ΄Εστω (fn) ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων, fn : X ⊂ R → R, όπου X ∈ M µε

m(X) <∞ και έστω (αn) ακολουθία ϑετικών αριθµών. Υποθέτουµε ότι

∞∑
n=1

m ({x ∈ X : |fn(x) > αn|}) <∞ .

Να αποδειχθεί ότι

−1 ≤ lim inf
n→∞

fn(x)

αn
≤ lim sup

n→∞

fn(x)

αn
≤ 1

σχεδόν για όλα τα x ∈ X.

28. ΄Εστω f : E → R µετρήσιµη και ϕραγµένη συνάρτηση στο µετρήσιµο σύνολο E. Τότε

υπάρχει αύξουσα ακολουθία (sn) απλών συναρτήσεων και ϕθίνουσα ακολουθία (tn) απλών

συναρτήσεων µε limn→∞ sn = limn→∞ tn = f οµοιόµορφα στο E.

29. Να αποδειχθεί ότι κάθε µετρήσιµη συνάρτηση f : E → [0,∞], E ∈ M, γράφεται στη

µορφή f =
∑∞

n=0 anχAn , όπου 0 ≤ an <∞ και An ∈M.

30. ΄Εστω f : X ⊂ R→ R συνάρτηση µετρήσιµη και πεπερασµένη σχεδόν παντού στο Lebesgue

µετρήσιµο σύνολο X µε m(X) < ∞. ΄Εστω ε > 0. ∆είξτε ότι υπάρχει ϕραγµένη και

µετρήσιµη συνάρτηση g στο X τέτοια ώστε

m {x : g(x) 6= f(x)} < ε .

Υπόδειξη. Θεωρείστε τα σύνολα

An = {x ∈ X : |f(x)| > n} , n ∈ N∗ και A∞ = {x ∈ X : |f(x)| =∞} .
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31. (Συνάρτηση κατανοµής) ΄Ενα ϑετικό µέτρο µ στη Borel σ-άλγεβρα B λέγεται µέτρο Bo-

rel. Υποθέτουµε ότι το µέτρο µ είναι πεπερασµένο, δηλαδή µ(R) < ∞. Η συνάρτηση

κατανοµής του µέτρου µ, συµβολίζεται µε F , ορίζεται στο R µε

F (x) := µ((−∞, x]) , x ∈ R .

∆είξτε ότι

(αʹ) Η F είναι αύξουσα.

(ϐʹ) Η F είναι από δεξιά συνεχής, δηλαδή F (x+) = limt→x+ F (t) = F (x) για κάθε x ∈ R.

(γʹ) Η F είναι ϕραγµένη.

(δʹ) Είναι limx→−∞ F (x) = 0 και limx→+∞ F (x) = µ(R).
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Κεφάλαιο 4

Ολοκλήρωµα Lebesgue

4.1 Ολοκλήρωση µη Αρνητικών Συναρτήσεων

Ορισµός 4.1. ΄Εστω s : R −→ [0,∞) απλή συνάρτηση της µορφής s =
∑n

i=1 aiχAi , όπου

a1, . . . , an είναι µη αρνητικοί αριθµοί, Ai ∈M (1 ≤ i ≤ n), Ai∩Aj = ∅ για i 6= j και
⋃n
i=1Ai = R

(δηλαδή η {A1, . . . , An} είναι µια διαµέριση του R). Αν E ∈M, τότε ορίζουµε το ολοκλήρωµα της

s ως εξής ∫
E
s(x) dm(x) :=

n∑
k=1

aim(Ai ∩ E) . (4.1)

(Υπενθυµίζεται ότι ορίζουµε 0 · ∞ = 0).

Θα αποδείξουµε ότι το ολοκλήρωµα
∫
E sdm είναι ανεξάρτητο της παράστασης της s, δηλαδή ότι

είναι καλά ορισµένο.

Πρόταση 4.2. ΄Εστω s =
∑k

i=1 aiχAi =
∑n

j=1 bjχBj , όπου {A1, . . . , Ak} και {B1, . . . , Bn} είναι

δύο διαµερίσεις του R από στοιχεία τουM. Τότε∫
E
s dm =

k∑
i=1

aim(Ai ∩ E) =
n∑
j=1

bjm(Bj ∩ E) .

Απόδειξη. ΕπειδήAi =
⋃n
j=1Ai∩Bj καιBj =

⋃k
i=1Bj∩Ai, όπου (Ai ∩Bj)nj=1 και (Bj ∩Ai)ki=1

131
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είναι δύο πεπερασµένες ακολουθίες µετρήσιµων συνόλων ξένων ανά δύο, είναι

s =
k∑
i=1

ai

n∑
j=1

χAi∩Bj =

n∑
j=1

bj

k∑
i=1

χBj∩Ai .

Εποµένως, αν Ai ∩ Bj 6= ∅ τότε ai = bj . Επειδή Ai ∩ E =
⋃n
j=1Ai ∩ Bj ∩ E και Bj ∩ E =⋃k

i=1Bj ∩Ai ∩E, όπου (Ai ∩Bj ∩ E)nj=1 και (Bj ∩Ai ∩ E)ki=1 είναι πεπερασµένες ακολουθίες

µετρήσιµων συνόλων ξένων ανά δύο και το µέτρο Lebesgue είναι σ- αθροιστικό,

m(Ai ∩ E) =
n∑
j=1

m(Ai ∩Bj ∩ E) και m(Bj ∩ E) =
k∑
i=1

m(Bj ∩Ai ∩ E) .

΄Αρα,

∫
E
s dm =

k∑
i=1

aim(Ai ∩ E)

=
k∑
i=1

ai

n∑
j=1

m(Ai ∩Bj ∩ E)

=
n∑
j=1

bj

k∑
i=1

m(Bj ∩Ai ∩ E) =
n∑
j=1

bjm(Bj ∩ E) .

Αναφέρουµε στη συνέχεια µερικές ϐασικές ιδιότητες των ολοκληρωµάτων απλών συναρτήσεων.

Πρόταση 4.3. ΄Εστω s, t : R→ [0,∞) απλές συναρτήσεις και έστω c ≥ 0.

( i) 0 ≤
∫
R
s dm ≤ ∞ .

( ii) Αν E ∈M, τότε

∫
E
s dm =

∫
R
sχ

E
dm .

( iii)

∫
R
cs dm = c

∫
R
s dm .

( iv)

∫
R

(s+ t) dm =

∫
R
s dm+

∫
R
t dm .

(v) Αν s ≤ t, τότε
∫
R
s dm ≤

∫
R
t dm .
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(vi) Αν E ∈M, ορίζουµε το ϕ :M→ [0,∞] µε

ϕ(E) :=

∫
E
s dm.

Τότε το ϕ είναι ένα ϑετικό µέτρο στη σ-άλγεβραM των Lebesgue µετρήσιµων συνόλων.

(vii) Αν s = 0, τότε
∫
R s dm = 0. Πιο γενικά, αν s = 0 σ.π. στο R τότε

∫
R s dm = 0.

Απόδειξη. (i) Είναι προφανές από την (4.1).

(ii) Αν s =
∑n

i=1 aiχAi , επειδήχAi ·χE = χ
Ai∩E , ϑα είναι sχ

E
=
∑n

i=1 aiχAi∩E . Εποµένως,

από την (4.1) έχουµε

∫
E
s dm =

n∑
i=1

aim(Ai ∩ E) =

∫
R
sχ

E
dm.

(iii) Αν c = 0, τότε η (iii) ισχύει. Υποθέτουµε ότι c > 0 και s =
∑n

i=1 aiχAi . Τότε, cs =∑n
i=1 caiχAi και εποµένως

∫
R
cs dm =

n∑
i=1

caim(Ai) = c
n∑
i=1

aim(Ai) = c

∫
R
sdm.

(iv) ΄Εστω s =
∑k

i=1 aiχAi και t =
∑n

j=1 bjχBj , ai, bj ≥ 0, όπου {A1, . . . , Ak} και {B1, . . . , Bn}

είναι δύο διαµερίσεις του R από στοιχεία του M. Είναι Ai =
⋃n
j=1Ai ∩ Bj και Bj =⋃k

i=1Bj∩Ai, όπου (Ai ∩Bj)nj=1 και (Bj ∩Ai)ki=1 είναι δύο πεπερασµένες ακολουθίες ξένων

ανά δύο µετρήσιµων συνόλων. Τότε,

s =
k∑
i=1

ai

n∑
j=1

χAi∩Bj , t =

n∑
j=1

bj

k∑
i=1

χBj∩Ai

και m(Ai) =
∑n

j=1m(Ai ∩Bj), m(Bj) =
∑k

i=1m(Bj ∩Ai). Επειδή

s+ t =

k∑
i=1

ai

n∑
j=1

χAi∩Bj +

n∑
j=1

bj

k∑
i=1

χBj∩Ai =

k∑
i=1

n∑
j=1

(ai + bj)χAi∩Bj ,
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έχουµε ∫
R

(s+ t) dm =

k∑
i=1

n∑
j=1

(ai + bj)m(Ai ∩Bj)

=

k∑
i=1

ai

n∑
j=1

m(Ai ∩Bj) +

n∑
j=1

bj

k∑
i=1

m(Bj ∩Ai)

=

k∑
i=1

aim(Ai) +

n∑
j=1

bjm(Bj)

=

∫
R
s dm+

∫
R
tdm.

(v) Είναι t(x) = s(x) + (t(x) − s(x)), όπου η t − s είναι απλή συνάρτηση και µη αρνητική.

Εποµένως, από τη (iv) έχουµε∫
R
t dm =

∫
R
s dm+

∫
R

(t− s) dm ≥
∫
R
s dm.

(vi) ΄Εστω E =
⋃∞
j=1Ej , όπου τα Ej ∈ M είναι ξένα ανά δύο και έστω s =

∑k
i=1 aiχAi , όπου

{A1, . . . , Ak} είναι µία διαµέριση του R από στοιχεία τουM. Είναι

ϕ(Ej) =

∫
Ej

s dm =
k∑
i=1

aim(Ai ∩ Ej) .

Επειδή η (Ai ∩ Ej)∞j=1 είναι µία ακολουθία ξένων ανά δύο µετρήσιµων συνόλων, είναι

m(Ai ∩ E) = m

Ai ∩
 ∞⋃
j=1

Ej

 = m

 ∞⋃
j=1

(Ai ∩ Ej)

 =
∞∑
j=1

m(Ai ∩ Ej) .

Εποµένως

ϕ(E) =

∫
E
sdm

=

k∑
i=1

aim(Ai ∩ E)

=

k∑
i=1

ai

∞∑
j=1

m(Ai ∩ Ej)

=

∞∑
j=1

k∑
i=1

aim(Ai ∩ Ej) =

∞∑
j=1

ϕ(Ej) .
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Επειδή ϕ(∅) = 0, η ϕ δεν µπορεί να είναι ταυτοτικά ίση µε∞. ΄Αρα, έχουµε αποδείξει ότι το

ϕ είναι ϑετικό µέτρο στη σ-άλγεβραM.

Σηµείωση. Είναι γνωστό ότι αν ai,j ≥ 0 για κάθε (i, j) ∈ N∗ × N∗, τότε

∞∑
i=1

 ∞∑
j=1

ai,j

 =

∞∑
j=1

( ∞∑
i=1

ai,j

)
.

(vii) Αν s = 0 στο R, τότε από την (4.1) είναι
∫
R s dm = 0. Αν τώρα s = 0 σ.π. και E := {x ∈ R :

s(x) = 0}, τότε Ec = {x ∈ R : s(x) > 0} µε m(Ec) = 0. Τα E,Ec ∈ M και από την (4.1)

είναι
∫
Ec s dm = 0. Επειδή sχ

E
= 0 στο R, από τη (ii) είναι

∫
E s dm = 0. ΄Αρα, από τη (vi)

έχουµε ∫
R
sdm =

∫
E
s dm+

∫
Ec
sdm = 0 .

Ορισµός 4.4. ΄Εστω E ∈ M και έστω f : R → [0,∞] µετρήσιµη συνάρτηση. Ορίζουµε το

ολοκλήρωµα Lebesgue της f πάνω στο E ως εξής :∫
E
f(x) dm(x) := sup

{∫
E
s dm : 0 ≤ s ≤ f στο E, όπου η s είναι απλή συνάρτηση

}
. (4.2)

Παρατήρηση 4.5. Αν η f είναι απλή συνάρτηση, τότε ϕαίνεται ότι έχουµε δύο ορισµούς για το

ολοκλήρωµα της f , τους (4.1) και (4.2). ΄Οµως, σ᾿ αυτή την περίπτωση η f είναι εκείνη που µας

δίνει τη µεγαλύτερη τιµή στο δεξιό µέλος της (4.2). ∆ηλαδή αν η f είναι απλή συνάρτηση, τότε ο

ορισµός (4.2) συµπίπτει µε τον ορισµό (4.1).

Αναφέρουµε τώρα τις ϐασικές ιδιότητες των ολοκληρωµάτων των µη αρνητικών και Lebesgue

µετρήσιµων συναρτήσεων.

Πρόταση 4.6. ΄Εστω f, g : R→ [0,∞] µετρήσιµες συναρτήσεις και έστω E ∈M.

( i) Αν f(x) = 0 ∀x ∈ E, τότε
∫
E f dm = 0.
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( ii) Αν 0 ≤ f ≤ g στο E, τότε
∫
E f dm ≤

∫
E g dm. Ειδικά,∫

E
(inf f) dm ≤

∫
E
f dm.

( iii) Αν m(E) = 0, τότε
∫
E f dm = 0 ακόµη και αν f(x) =∞ για κάθε x ∈ E.

( iv) Είναι
∫
E f dm =

∫
R fχE dm.

(v) Αν A,B ∈M, µε A ⊆ B, τότε
∫
A f dm ≤

∫
B f dm.

(vi) Αν
∫
E f dm <∞, τότε f <∞ σ.π. στο E.

Απόδειξη. Η απόδειξη των (i) και (ii) είναι προφανής από τον Ορισµό 4.4.

(iii) ΄Εστω η s =
∑n

i=1 aiχAi είναι απλή, µε s ≤ f στο E. Επειδή Ai ∩E ⊆ E και m(E) = 0, ϑα

είναι m(Ai ∩ E) = 0, 1 ≤ i ≤ n. Εποµένως∫
E
sdm =

n∑
i=1

aim(Ai ∩ E) = 0

και από τον Ορισµό 4.4 συνεπάγεται ότι
∫
E f dm = 0.

(iv) Αν η s είναι απλή, µε 0 ≤ s ≤ fχ
E

στο R, τότε η s είναι µηδέν στο Ec. Εποµένως, από την

Πρόταση 4.3 (vi) έχουµε∫
R
fχ

E
dm = sup

{∫
R
sdm : 0 ≤ s ≤ fχ

E

}
= sup

{∫
E
s dm+

∫
Ec
sdm : 0 ≤ s ≤ fχ

E

}
= sup

{∫
E
s dm : 0 ≤ s ≤ fχ

E

}
=

∫
E
fχ

E
dm.

΄Οµως στο E είναι fχ
E

= f , οπότε
∫
E fχE dm =

∫
E f dm.

(v) Είναι fχ
A
≤ fχ

B
. Εποµένως από τις (ii) και (iv) έχουµε∫
R
fχ

A
dm ≤

∫
R
fχ

B
dm⇐⇒

∫
A
f dm ≤

∫
B
f dm.
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(vi) ΄ΕστωE1 := {x ∈ E : f(x) = +∞}. Τότε τοE1 ⊂ E είναι ένα µετρήσιµο σύνολο. Υποθέτουµε

ότι m(E1) > 0. Από τις (ii) και (v) έχουµε∫
E
f dm ≥

∫
E1

f dm ≥
∫
E1

a dm = a ·m(E1) , για κάθε a > 0.

΄Ατοπο, επειδή το
∫
E f dm είναι πεπερασµένο. ΄Αρα, m(E1) = 0.

Παρατήρηση 4.7. Λόγω της Πρότασης 4.6 (iv), χωρίς περιορισµό της γενικότητας ϑα µπορούσαµε

να δώσουµε τον ορισµό του ολοκληρώµατος µιας µετρήσιµης συνάρτησης f ≥ 0 πάνω στο R.

Η Πρόταση 4.6 (vi) µπορεί επίσης να αποδειχθεί (ϐλέπε άσκηση 5) χρησιµοποιώντας την παρα-

κάτω ανισότητα η οποία µας δίνει µια εκτίµηση για το ῾῾µέγεθος᾿᾿ της f συναρτήσει του ολοκλη-

ϱώµατος της f .

Πρόταση 4.8 (Ανισότητα Chebyshev). ΄Εστω f : E → [−∞,∞] µετρήσιµη συνάρτηση, E ∈M.

Αν α > 0, τότε

m ({x ∈ E : |f(x)| > α}) ≤ 1

α

∫
E
|f |dm.

Απόδειξη. ΄Εστω Eα := {x ∈ E : |f(x)| > α}. Επειδή το Eα είναι µετρήσιµο υποσύνολο του E

και |f(x)| > α, για κάθε x ∈ Eα, από την Πρόταση 4.6 (v) και (ii) έχουµε∫
E
|f |dm ≥

∫
Eα

|f | dm ≥
∫
Eα

α dm = αm(Eα) .

Πρόταση 4.9. ΄Εστω f : R→ [−∞,∞] µετρήσιµη συνάρτηση και έστω E ∈M. Είναι∫
E
|f |dm = 0 , αν και µόνο αν f = 0 σ.π. στο E .
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Απόδειξη. Αν f = 0 σ.π. στοE και 0 ≤ s ≤ |f |, όπου s είναι απλή συνάρτηση, τότε s = 0 σ.π. στο

E. Εποµένως sχ
E

= 0 σ.π. στοR και από την Πρόταση 4.3 (vii) είναι
∫
E s dm =

∫
R sχE dm = 0.

΄Αρα, από τον Ορισµό 4.4 ϑα είναι και
∫
E |f | dm = 0.

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι
∫
E |f | dm = 0. Αν A = {x ∈ E : |f(x)| > 0}, ϑα αποδείξουµε ότι

m(A) = 0. ΄Εστω An :=
{
x ∈ E : |f(x)| > 1

n

}
, n ∈ N∗. Τότε τα σύνολα An είναι µετρήσιµα,

An ⊆ An+1, A =
⋃∞
n=1An και από το Θεώρηµα 2.53 (δ΄) m(A) = limn→∞m(An). ΄Οµως από

την ανισότητα Chebyshev

m(An) = m

({
x ∈ E : |f(x)| > 1

n

})
≤ n

∫
E
|f | dm = 0 .

΄Αρα m(A) = limn→∞m(An) = 0.

Θεώρηµα 4.10 (Θεώρηµα Μονότονης Σύγκλισης (ΘΜΣ) ). ΄Εστω (fn) ακολουθία µετρήσιµων

συναρτήσεων στο E ∈M και υποθέτουµε ότι

(αʹ) 0 ≤ f1(x) ≤ f2(x) ≤ · · · ≤ fn(x) ≤ · · · ≤ ∞, για κάθε x ∈ E,

(ϐʹ) limn→∞ fn(x) = f(x), για κάθε x ∈ E.

Τότε η f είναι µετρήσιµη συνάρτηση και

lim
n→∞

∫
E
fn dm =

∫
E

(
lim
n→∞

fn

)
dm =

∫
E
f dm,

δηλαδή

sup
n∈N∗

∫
E
fn dm =

∫
E

(
sup
n∈N∗

fn

)
dm. (ιδιότητα Beppo Levi1)

Απόδειξη. Από την (α΄) έχουµε
∫
E fn dm ≤

∫
E fn+1 dm, για κάθε n ∈ N∗. Εποµένως

lim
n→∞

∫
E
fn dm = a , (4.3)

1Beppo Levi (1875-1961), ιταλός µαθηµατικός ο οποίος εργάστηκε ερευνητικά στη ῾῾ λογική᾿᾿, στην ῾῾ ανάλυση᾿᾿

και στην ῾῾ αλγεβρική γεωµετρία᾿᾿. ∆ηµοσίευσε το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης το 1906. Πολλές ϕορές στη διεθνή

ϐιβλιογραφία αναφέρονται αποτελέσµατα ῾῾BEPPO-LEVI᾿᾿, δηλαδή σαν να πρόκειται για αποτελέσµατα που οφείλονται

σε δύο µαθηµατικούς. Αυτό δεν είναι σωστό και ϑα πρέπει να αποφεύγεται.
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για κάποιο a ∈ [0,∞]. Επειδή limn→∞ fn(x) = f(x) για κάθε x ∈ E, η f είναι µετρήσιµη και

fn ≤ f για κάθε n ∈ N∗. ΄Αρα,
∫
E fn dm ≤

∫
E f dm για κάθε n ∈ N∗ και από την (4.3) έχουµε

a ≤
∫
E
f dm. (4.4)

΄Εστω s απλή συνάρτηση τέτοια ώστε 0 ≤ s ≤ f και έστω 0 < ε < 1. Ορίζουµε την ακολουθία

συνόλων (En) µε

En := {x ∈ E : fn(x) ≥ εs(x)} , n ∈ N∗ .

Επειδή για κάθε n ∈ N∗ η fn − εs είναι µετρήσιµη συνάρτηση, τα En είναι µετρήσιµα σύνολα.

Επειδή η ακολουθία (fn) είναι αύξουσα,

E1 ⊆ E2 ⊆ · · · ⊆ En ⊂ · · · .

Θα αποδείξουµε ότι E =
⋃∞
n=1En. Πράγµατι, έστω x ∈ E.

1η περίπτωση. Αν f(x) = 0, τότε s(x) = 0 και εποµένως x ∈ E1 ⊆
⋃∞
n=1En.

2η περίπτωση. Αν f(x) > 0, επειδή 0 < ε < 1 και 0 ≤ s(x) ≤ f(x), είναι

lim
n→∞

fn(x) = f(x) > εs(x)

και εποµένως fn(x) > εs(x) τελικά για όλα τα n ∈ N∗(γιατί ;). Τότε για αυτά τα n το x ∈ En και

εποµένως x ∈
⋃∞
n=1En.

Αποδείξαµε λοιπόν ότι αν x ∈ E, τότε x ∈
⋃∞
n=1En. ΄Αρα, E =

⋃∞
n=1En.

Επειδή από την Πρόταση 4.3 (vi) το ϕ :M→ [0,∞] µε ϕ(A) =
∫
A s dm είναι ένα ϑετικό µέτρο,

από το Θεώρηµα 2.6 (δ΄) είναι

lim
n→∞

ϕ(En) = ϕ

( ∞⋃
n=1

En

)
= ϕ(E)⇐⇒ lim

n→∞

∫
En

s dm =

∫
E
sdm.

Επίσης ∫
E
fn dm ≥

∫
En

fn dm ≥ ε
∫
En

s dm.

Εποµένως,

lim
n→∞

∫
E
fn dm ≥ lim sup

n→∞

∫
En

fn dm ≥ ε lim
n→∞

∫
En

s dm = ε

∫
E
s dm.

΄Εχουµε λοιπόν αποδείξει ότι για κάθε ε, 0 < ε < 1, είναι a ≥ ε
∫
E s dm. Κατά συνέπεια

a ≥
∫
E sdm, για οποιαδήποτε απλή συνάρτηση s µε 0 ≤ s ≤ f . ΄Αρα,

a ≥ sup

{∫
E
s dm : 0 ≤ s ≤ f , όπου η s είναι απλή συνάρτηση

}
=

∫
E
f dm. (4.5)
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Από τις (4.4) και (4.5) συνεπάγεται ότι limn→∞
∫
E fn dm =

∫
E f dm.

Παράδειγµα 4.11 (Ο τύπος Euler για τη συνάρτηση γάµµα). Να αποδειχθεί ότι

Γ(x) = lim
n→∞

∫ n

0

(
1− t

n

)n
tx−1 dt = lim

n→∞

nxn!

x(x+ 1) · · · (x+ n)
, x > 0 .

Απόδειξη. Η συνάρτηση γάµµα Γ : (0,∞)→ R ορίζεται ως εξής

Γ(x) :=

∫ ∞
0

tx−1e−t dt , x > 0 .

Επειδή ως γνωστόν το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
0 tx−1e−t dt, x > 0, συγκλίνει, ϑα αποδείξουµε

στην παράγραφο 4.4 ότι το ολοκλήρωµα Lebesgue της tx−1e−t υπάρχει στο [0,∞) και είναι∫
[0,∞) t

x−1e−t dm(t) =
∫∞
0 tx−1e−t dt. Αν fn(t) = (1− t

n)ntx−1χ(0,n)(t), τότε η (fn) είναι αύξουσα

ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων µε limn→∞ fn(t) = e−ttx−1. Για να αποδείξουµε ότι η (fn)

είναι αύξουσα, αρκεί να αποδείξουµε ότι για t < n η hn(t) := (1 − t/n)n είναι γνήσια αύξουσα.

Για την απόδειξη ϑα χρησιµοποιήσουµε τη γνωστή ανισότητα µεταξύ του γεωµετρικού και του

αριθµητικού µέσου των ϑετικών πραγµατικών αριθµών a1, a2, . . . , an+1:

n+1
√
a1a2 · · · an+1 ≤

a1 + a2 + · · ·+ an+1

n+ 1
.

Η ισότητα στην παραπάνω ανισότητα ισχύει αν και µόνο αν a1 = a2 = · · · = an+1. Από την

ανισότητα µε a1 = 1 και a2 = a3 = · · · = an+1 = 1− t/n, n ∈ N∗, έχουµε

n+1

√(
1− t

n

)n
< 1− t

n+ 1
⇐⇒

(
1− t

n

)n
<

(
1− t

n+ 1

)n+1

.

Εποµένως,

Γ(x) =

∫
[0,∞)

tx−1e−t dm(t) =

∫
[0,∞)

lim
n→∞

fn(t) dm(t)

= lim
n→∞

∫
[0,∞)

fn(t) dm(t) (ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης)

= lim
n→∞

∫
[0,∞)

(
1− t

n

)n
tx−1χ(0,n)(t) dm(t)

= lim
n→∞

∫
(0,n)

(
1− t

n

)n
tx−1 dm(t) .
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Επειδή τώρα η gn(t) :=
(
1− t

n

)n
tx−1, x > 0, είναι Riemann ολοκληρώσιµη στο (0, n), όπως

ϑα αποδείξουµε στην παράγραφο 4.3 η gn είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη στο (0, n) και τα δύο

ολοκληρώµατα είναι ίσα. Κατά συνέπεια,

Γ(x) = lim
n→∞

∫ n

0

(
1− t

n

)n
tx−1 dt .

Χρησιµοποιώντας πρώτα την αντικατάσταση t = ns και µετά παραγοντική ολοκλήρωση, εύκολα

αποδεικνύεται ότι∫ n

0

(
1− t

n

)n
tx−1 dt = nx

∫ 1

0
(1− s)nsx−1 ds =

nxn!

x(x+ 1) · · · (x+ n)
.

΄Αρα,

Γ(x) = lim
n→∞

nxn!

x(x+ 1) · · · (x+ n)
, x > 0 .

Πρόταση 4.12. ΄Εστω E ∈M.

(αʹ) Αν η f : E → [0,∞] είναι µετρήσιµη συνάρτηση και c ≥ 0, τότε∫
E
cf dm = c

∫
E
f dm.

(ϐʹ) Αν οι f1, f2 : E → [0,∞] είναι µετρήσιµες συναρτήσεις, τότε∫
E

(f1 + f2) dm =

∫
E
f1 dm+

∫
E
f2 dm.

(γʹ) Αν οι f, g : E → [0,∞] είναι µετρήσιµες συναρτήσεις µε f ≤ g και
∫
E f dm <∞, τότε∫

E
(g − f) dm =

∫
E
g dm−

∫
E
f dm.

Απόδειξη. (αʹ) Από το Θεώρηµα 3.29 υπάρχει αύξουσα ακολουθία (sn) µη αρνητικών απλών συ-

ναρτήσεων µε sn ↗ f . Τότε η csn είναι αύξουσα ακολουθία µη αρνητικών απλών συναρτήσεων

µε csn ↗ cf . Από το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης∫
E
cf dm = lim

n→∞

∫
E
csn dm = lim

n→∞
c

∫
E
sn dm = c

∫
E
f dm.
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(ϐʹ) Υπάρχουν αύξουσες ακολουθίες (sn) και (tn) µη αρνητικών απλών συναρτήσεων µε sn ↗ f1

και tn ↗ f2. Τότε η (sn + tn) είναι αύξουσα ακολουθία µη αρνητικών απλών συναρτήσεων

µε sn + tn ↗ f1 + f2. Από το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης

∫
E
f1 dm+

∫
E
f2 dm = lim

n→∞

∫
E
sn dm+ lim

n→∞

∫
E
tn dm

= lim
n→∞

∫
E

(sn + tn) dm

=

∫
E

(f1 + f2) dm.

(γʹ) Επειδή g = f + (g − f) και g − f ≥ 0, από τη (ϐ΄) έχουµε

∫
E
g dm =

∫
E
f dm+

∫
E

(g − f) dm.

Επειδή
∫
E f dm <∞, τελικά είναι

∫
E

(g − f) dm =

∫
E
g dm−

∫
E
f dm.

Θεώρηµα 4.13. Αν f =
∑∞

n=1 fn, όπου οι συναρτήσεις fn : E → [0,∞],E ∈M, είναι µετρήσιµες,

τότε ∫
E
f dm =

∞∑
n=1

∫
E
fn dm.

Απόδειξη. Από την Πρόταση 4.12 (ϐ΄), επαγωγικά αποδεικνύεται ότι

∫
E

N∑
n=1

fn dm =

N∑
n=1

∫
E
fn dm.
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Αν gN :=
∑N

n=1 fn, είναι gN ≤ gN+1. Εποµένως,

∞∑
n=1

∫
E
fn dm = lim

N→∞

N∑
n=1

∫
E
fn dm

= lim
N→∞

∫
E

N∑
n=1

fn dm

= lim
N→∞

∫
E
gN dm

=

∫
E

lim
N→∞

gN dm (ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης)

=

∫
E

lim
N→∞

N∑
n=1

fn dm =

∫
E
f dm.

Παρατήρηση 4.14. Ας σηµειωθεί ότι το προηγούµενο ϑεώρηµα είναι ουσιαστικά ένα πόρισµα του

ϑεωρήµατος µονότονης σύγκλισης. Χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα 4.13, ϑα αποδείξουµε τώρα ένα

ανάλογο αποτέλεσµα µε αυτό της Πρότασης 4.3 (vi) για µη αρνητικές µετρήσιµες συναρτήσεις.

Θεώρηµα 4.15. Υποθέτουµε ότι η f : R → [0,∞] είναι µετρήσιµη συνάρτηση. Αν E ∈ M,

ορίζουµε το ϕ :M→ [0,∞] µε

ϕ(E) :=

∫
E
f dm.

Τότε το ϕ είναι ένα ϑετικό µέτρο στη σ-άλγεβραM των Lebesgue µετρήσιµων συνόλων.

Απόδειξη. Αν E =
⋃∞
k=1Ek, όπου Ek είναι ακολουθία ξένων ανά δύο µετρήσιµων συνόλων, τότε
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χ
E

=
∑∞

k=1χEk και εποµένως fχ
E

=
∑∞

k=1 fχEk . Χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα 4.13 έχουµε

ϕ(E) =

∫
E
f dm =

∫
R
fχ

E
dm

=

∫
R

∞∑
k=1

fχEk dm

=

∞∑
k=1

∫
R
fχEk dm

=
∞∑
k=1

∫
Ek

f dm =
∞∑
k=1

ϕ(Ek) .

Επειδή ϕ(∅) = 0, το ϕ είναι ένα ϑετικό µέτρο.

Παρατήρηση 4.16. Το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης, Θεώρηµα 4.10, ισχύει και µε την ασθενέ-

στερη υπόθεση ότι η ακολουθία µη αρνητικών µετρήσιµων συναρτήσεων (fn) είναι αύξουσα σχεδόν

παντού στο E ∈ M µε limn→∞ fn(x) = f(x) σχεδόν για κάθε x ∈ E. Για την απόδειξη χρη-

σιµοποιούµε το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης και το Θεώρηµα 4.15. Αφήνουµε σαν άσκηση την

εύκολη απόδειξη.

Πρόταση 4.17. Αν f, g : E → [0,∞], E ∈M, είναι µετρήσιµες συναρτήσεις µε f(x) ≤ g(x) σ.π.,

τότε ∫
E
f dm ≤

∫
E
g dm.

Απόδειξη. Αν A = {x ∈ E : f(x) ≤ g(x)} και B = E \ A, τότε τα A,B είναι µετρήσιµα σύνολα
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ξένα µεταξύ τους µε m(B) = 0. Εποµένως,∫
E
f dm =

∫
A∪B

f dm

=

∫
A
f dm+

∫
B
f dm (Θεώρηµα 4.15)

=

∫
A
f dm (m(B) = 0)

≤
∫
A
g dm (Πρόταση 4.6 (ii))

=

∫
A
g dm+

∫
B
g dm (m(B) = 0)

=

∫
A∪B

g dm (Θεώρηµα 4.15)

=

∫
E
g dm.

Πόρισµα 4.18. ΄Εστω E ∈M. Αν η συνάρτηση f : E → [0,∞] είναι µετρήσιµη συνάρτηση και η

g : E → [0,∞] είναι τέτοια ώστε f = g σ.π., τότε η g είναι µετρήσιµη συνάρτηση και∫
E
g dm =

∫
E
f dm.

Παράδειγµα 4.19. ΄Εστω η συνάρτηση f : [0, 1]→ R, µε

f(x) =


0 αν x ∈ C =

⋂∞
n=1Cn ,

n αν x ∈ In,k (1 ≤ k ≤ 2n−1) ,

όπου C είναι το τριαδικό σύνολο Cantor και In,k (1 ≤ k ≤ 2n−1) είναι τα ανοικτά και ξένα ανά δύο

διαστήµατα, µήκους 1/3n, που αφαιρούνται από το σύνολο Cn−1 για την κατασκευή του συνόλου

Cn (ϐλέπε παράγραφο 1.2.1). Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

I =

∫
[0,1]

f dm.

Λύση. Τα σύνολα An :=
⋃2n−1

k=1 In,k, n ∈ N∗, είναι µετρήσιµα υποσύνολα του [0, 1] ξένα ανά δύο

µε

m(An) =
2n−1∑
k=1

m(In,k) =
2n−1∑
k=1

1

3n
=

2n−1

3n
.
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1ος τρόπος. Είναι f(x) = n, για κάθε x ∈ An και f(x) = 0, για κάθε x ∈ C = [0, 1] \
⋃∞
n=1An.

Εποµένως, f =
∑∞

n=1 nχAn . Επειδή

∞∑
n=1

nxn−1 =
d

dx

( ∞∑
n=0

xn

)
=

1

(1− x)2
, για |x| < 1 ,

είναι ∫
[0,1]

f dm =

∫
[0,1]

∞∑
n=1

nχ
An

dm

=
∞∑
n=1

n

∫
[0,1]
χ
An

dm (Θεώρηµα 4.13)

=

∞∑
n=1

n ·m(An)

=

∞∑
n=1

n
2n−1

3n
=

1

3

∞∑
n=1

n

(
2

3

)n−1
=

1

3

(
1− 2

3

)−2
= 3 .

2ος τρόπος. Επειδή [0, 1] \ C =
⋃∞
n=1An, από το Θεώρηµα 4.15 έχουµε∫

[0,1]
f dm =

∫
[0,1]\C

f dm =

∞∑
n=1

∫
An

f dm =

∞∑
n=1

n ·m(An) = 3 .

Παράδειγµα 4.20. Υποθέτουµε ότι η f : R → [0,∞] είναι µετρήσιµη και ότι
∫
E f dm < ∞, όπου

E ∈ M µε m(E) < ∞. Αν ε > 0 και En = {x ∈ E : nε ≤ f(x) < (n+ 1)ε}, n ∈ N, ορίζουµε το

S(ε) :=
∑∞

n=0 nεm(En). Τότε,

lim
ε→0+

S(ε) =

∫
E
f dm.

Απόδειξη. Τα σύνολα En είναι µετρήσιµα και ξένα ανά δύο. Αν F = {x ∈ E : f(x) =∞}, τότε

το F έχει µέτρο µηδέν και E =
⋃∞
n=0En ∪ F . Είναι

S(ε) =
∞∑
n=0

∫
En
nε dm ≤

∞∑
n=0

∫
En
f dm

=

∞∑
n=0

∫
En
f dm+

∫
F
f dm (m (F ) = 0)

=

∫
⋃∞
n=0 En

f dm+

∫
F
f dm (Θεώρηµα 4.15)

=

∫
E
f dm (Θεώρηµα 4.15)
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και παρόµοια

S(ε) + εm(E) =

∞∑
n=0

(n+ 1)εm(En) ≥
∞∑
n=0

∫
En
f dm =

∞∑
n=0

∫
En
f dm+

∫
F
f dm =

∫
E
f dm.

΄Εχουµε λοιπόν αποδείξει ότι ∫
E
f dm− εm(E) ≤ S(ε) ≤

∫
E
f dm

και εποµένως limε→0+ S(ε) =
∫
E f dm.

Παράδειγµα 4.21. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα∫
(0,1)

(
lnx

1− x

)2

dm(x) .

Λύση. Αν fn(x) := nxn−1(lnx)2, n ∈ N∗, η fn είναι ϑετική, ϕθίνουσα, συνεχής και κατά

συνέπεια µετρήσιµη στο (0, 1). Χρησιµοποιώντας παραγοντική ολοκλήρωση εύκολα υπολογίζεται

το ολοκλήρωµα Riemann (είναι γενικευµένο στην περίπτωση n = 1) :∫ 1

0
fn(x) dx =

∫ 1

0
nxn−1(lnx)2 dx =

2

n2
.

΄Οπως ϑα αποδειχθεί στις επόµενες παραγράφους, τότε και το ολοκλήρωµα Lebesgue∫
(0,1)

fn(x) dm(x) =

∫ 1

0
fn(x) dx =

2

n2
.

Επειδή για x ∈ (0, 1) είναι

∞∑
n=1

fn(x) = (lnx)2
∞∑
n=1

nxn−1 = (lnx)2
1

(1− x)2
,

από το Θεώρηµα 4.13∫
(0,1)

(
lnx

1− x

)2

dm(x) =

∫
(0,1)

∞∑
n=1

fn(x) dm(x)

=
∞∑
n=1

∫
(0,1]

fn(x) dm(x) = 2
∞∑
n=1

1

n2
= 2

π2

6
=
π2

3
.

Στο επόµενο παράδειγµα δίνουµε µια διαφορετική απόδειξη του λήµµατος Borel–Cantelli, Πα-

ϱάδειγµα 2.21, για µια ακολουθία (En) Lebesgue µετρήσιµων υποσυνόλων του R.
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Παράδειγµα 4.22 (Λήµµα Borel–Cantelli). ΄Εστω (En) ακολουθία Lebesgue µετρήσιµων υπο-

συνόλων του R µε
∑∞

n=1m(En) < +∞. Τότε σχεδόν όλα τα x ∈ R ανήκουν σε πεπερασµένα το

πολύ En.

Απόδειξη. Αν

E := limEn = {x ∈ R : x ∈ En για άπειρα το πλήθος n ∈ N∗} ,

αρκεί να αποδείξουµε ότι m(E) = 0. ΄Εστω η συνάρτηση

f(x) :=
∞∑
n=1

χ
En

(x) , x ∈ R .

Για κάθε x ∈ R, ο κάθε όρος της σειράς είναι είτε 0 ή 1. Εποµένως x ∈ E αν και µόνο αν

f(x) =∞. ΄Οµως από το Θεώρηµα 4.13 έχουµε∫
R
f(x) dm(x) =

∞∑
n=1

∫
R
χ
En

(x) dm(x) =
∞∑
n=1

m(En) <∞ .

΄Αρα, από την Πρόταση 4.6 (vi) προκύπτει ότι f(x) <∞ σ.π. και ισοδύναµα m(E) = 0.

Εξετάζουµε τώρα δύο ϐασικά ερωτήµατα αναφορικά µε τα ολοκληρώµατα και τις ακολουθίες µη

αρνητικών και Lebesgue µετρήσιµων συναρτήσεων.

Ερώτηµα 1: Υποθέτουµε ότι η (fn) είναι ϕθίνουσα ακολουθία µη αρνητικών µετρήσιµων συναρ-

τήσεων στο E ∈M, δηλαδή για κάθε x ∈ E

f1(x) ≥ f2(x) ≥ · · · ≥ fn(x) ≥ · · · ≥ 0 .

Ισχύει τότε το συµπέρασµα του ϑεωρήµατος µονότονης σύγκλισης ; ∆ηλαδή, είναι∫
E

lim
n→∞

fn dm = lim
n→∞

∫
E
fn dm ; (4.6)

Γενικά, η απάντηση είναι όχι. Για παράδειγµα, έστω fn(x) = |x|
n για κάθε x ∈ R και κάθε n ∈ N∗.

Τότε η (fn) είναι ϕθίνουσα ακολουθία µη αρνητικών συνεχών συναρτήσεων µε limn→∞ fn(x) = 0.

Εποµένως,
∫
R limn→∞ fn dm = 0. Επειδή∫

R
fn dm ≥

∫
[n,∞)

fn dm ≥
∫
[n,∞)

1 dm =∞ ,
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είναι
∫
R fn dm = ∞ για κάθε n ∈ N∗ και εποµένως limn→∞

∫
R fn dm = ∞. ΄Αρα, η (4.6) δεν

ισχύει σ᾿ αυτή την περίπτωση.

Θα αποδείξουµε τώρα ότι µε µία επιπλέον συνθήκη η (4.6) ισχύει.

Θεώρηµα 4.23 (Θεώρηµα µονότονης σύγκλισης για ϕθίνουσα ακολουθία µετρήσιµων συ-

ναρτήσεων (ΘΜΣ) ). ΄Εστω (fn) ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων στο E ∈M και υποθέτουµε

ότι

(αʹ) f1(x) ≥ f2(x) ≥ · · · ≥ fn(x) ≥ · · · ≥ 0, για κάθε x ∈ E,

(ϐʹ) limn→∞ fn(x) = f(x), για κάθε x ∈ E.

Αν
∫
E f1 dm <∞, τότε η f είναι µετρήσιµη και

lim
n→∞

∫
E
fn dm =

∫
E
f dm.

Απόδειξη. Θα εφαρµόσουµε το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης για την (f1 − fn) που είναι µια

αύξουσα ακολουθία µη αρνητικών µετρήσιµων συναρτήσεων στο E. ΄Οµως µπορεί οι συναρτήσεις

f1 − fn, n ∈ N∗, να µην είναι καλά ορισµένες στο E. Γι αυτό εργαζόµαστε ως εξής :

Επειδή
∫
E f1 dm < ∞, από την Πρόταση 4.6(vi) f1 < ∞ σ.π. στο E και εποµένως το σύνολο

A := {x ∈ E : f1(x) <∞} είναι Lebesgue µετρήσιµο µε m(E \ A) = 0. Τότε οι συναρτήσεις

f1χA − fnχA, n ∈ N∗, είναι καλά ορισµένες και η
(
f1χA − fnχA

)
είναι αύξουσα ακολουθία

µη αρνητικών µετρήσιµων συναρτήσεων στο E µε

lim
n→∞

(
f1χA − fnχA

)
= f1χA − fχA .

Από το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης έχουµε

lim
n→∞

∫
E

(
f1χA − fnχA

)
dm =

∫
E

(
f1χA − fχA

)
dm.

Επειδή
∫
E fnχA dm ≤

∫
E f1χA dm <∞, για κάθε n ∈ N∗ και

∫
E fχA dm ≤

∫
E f1χA dm <∞,

απο την Πρόταση 4.12(γ΄)

lim
n→∞

(∫
E
f1χA dm−

∫
E
fnχA dm

)
=

∫
E
f1χA dm−

∫
E
fχ

A
dm
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και εποµένως ∫
E
f1χA dm− lim

n→∞

∫
E
fnχA dm =

∫
E
f1χA dm−

∫
E
fχ

A
dm.

΄Οµως
∫
E f1χA dm <∞, οπότε

lim
n→∞

∫
E
fnχA dm =

∫
E
fχ

A
dm⇔ lim

n→∞

∫
A
fn dm =

∫
A
f dm.

Επειδή για κάθε n ∈ N∗∫
E
fn dm =

∫
A
fn dm+

∫
E\A

fn dm =

∫
A
fn dm

και παρόµοια
∫
E f dm =

∫
A f dm, τελικά έχουµε

lim
n→∞

∫
E
fn dm =

∫
E
f dm.

Παρατήρηση 4.24. Εύκολα αποδεικνύεται ότι το προηγούµενο ϑεώρηµα ισχύει και στην περίπτωση

που η ακολουθία µη αρνητικών µετρήσιµων συναρτήσεων (fn) είναι ϕθίνουσα σχεδόν παντού στο

E µε limn→∞ fn(x) = f(x) σχεδόν για κάθε x ∈ E.

Ερώτηµα 2: ΄Εστω (fn) ακολουθία µη αρνητικών µετρήσιµων συναρτήσεων στο E ∈ M. Αν η

(fn) συγκλίνει σηµειακά σε µια πραγµατική συνάρτηση, υπάρχει σχέση η οποία να συνδέει την

ακολουθία
(∫
E fn dm

)∞
n=1

µε το
∫
E (limn→∞ fn) dm; ΄Οµως το limn→∞

∫
E fn dm µπορεί να µην

υπάρχει και εποµένως η (4.6) µπορεί να µην έχει έννοια. Το επόµενο αποτέλεσµα δηµοσιεύτηκε

το 1906 από τον P. Fatou [25] και δίνει µια απάντηση σ᾿ αυτό το ερώτηµα.

Θεώρηµα 4.25 (Λήµµα Fatou). Αν (fn) είναι ακολουθία µη αρνητικών µετρήσιµων συναρτήσεων

στο E ∈M, τότε ∫
E

(
lim inf
n→∞

fn

)
dm ≤ lim inf

n→∞

∫
E
fn dm. (4.7)
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Απόδειξη. Αν gn(x) := infk≥n fk(x), τότε

g1 ≤ g2 ≤ · · · ≤ gn ≤ · · ·

και οι συναρτήσεις gn, n ∈ N∗, είναι µετρήσιµες. Επειδή gn = infk≥n fk, είναι∫
E
gn dm ≤

∫
E
fk dm, για κάθε k ≥ n .

Εποµένως ∫
E
gn dm ≤ inf

k≥n

∫
E
fk dm.

΄Οµως lim
n→∞

gn = lim inf
n→∞

fn = sup
n∈N

(
inf
k≥n

fk

)
, οπότε

∫
E

(
lim inf
n→∞

fn

)
dm =

∫
E

lim
n→∞

gn dm

= lim
n→∞

∫
E
gn dm (ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης)

≤ lim
n→∞

(
inf
k≥n

∫
E
fk dm

)
= lim inf

n→∞

∫
E
fn dm.

Το παρακάτω παράδειγµα αποδεικνύει ότι είναι δυνατόν να έχουµε ανισότητα στην (4.7).

Παράδειγµα 4.26. ΄Εστω (fn), fn : R→ [0,∞], ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων µε

fn =


χ
E

αν n = 2k + 1 ,

1−χ
E

αν n = 2k ,

όπου E ∈M. Επειδή lim inf
n→∞

fn = 0, είναι
∫
R lim inf

n→∞
fn dm = 0.

΄Οµως
∫
RχE dm = m(E) και

∫
R

(
1−χ

E

)
dm =

∫
RχEc dm = m(Ec), οπότε

∫
R
fn dm =


m(E) αν n = 2k + 1 ,

m(Ec) αν n = 2k .

Εποµένως, lim inf
n→∞

∫
R fn dm = m(E) ή m(Ec). Αν το σύνολο σύνολο E ∈ M είναι τέτοιο ώστε

m(E) 6= 0 και m(Ec) 6= 0, τότε∫
R

lim inf
n→∞

fn dm = 0 < lim inf
n→∞

∫
R
fn dm.
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Παράδειγµα 4.27. Υποθέτουµε ότι limn→∞ fn(x) = f(x), όπου fn : R→ [0,∞] είναι ακολουθία

µετρήσιµων συναρτήσεων και ότι

lim
n→∞

∫
R
fn dm =

∫
R
f dm <∞ .

Τότε

lim
n→∞

∫
E
fn dm =

∫
E
f dm, για κάθε E ∈M .

Απόδειξη. Είναι ∫
E
f dm ≤ lim inf

n→∞

∫
E
fn dm (λήµµα Fatou)

≤ lim sup
n→∞

∫
E
fn dm

= lim sup
n→∞

(∫
R
fn dm−

∫
R\E

fn dm

)

= lim
n→∞

∫
R
fn dm+ lim sup

n→∞

(
−
∫
R\E

fn dm

)

=

∫
R
f dm− lim inf

n→∞

∫
R\E

fn dm

≤
∫
R
f dm−

∫
R\E

lim inf
n→∞

fn dm (λήµµα Fatou)

=

∫
R
f dm−

∫
R\E

f dm =

∫
E
f dm.

΄Αρα, limn→∞
∫
E fn dm =

∫
E f dm.

Σηµείωση. Στην παραπάνω απόδειξη χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι αν (xn), (yn) είναι δύο

πραγµατικές ακολουθίες και το limn→∞ xn υπάρχει, τότε

lim sup
n→∞

(xn + yn) = lim
n→∞

xn + lim sup
n→∞

yn .

Ορισµός 4.28. Θα λέµε ότι η µετρήσιµη συνάρτηση f : R → [0,∞] είναι Lebesgue ολοκληρώ-

σιµη στο E ∈M, αν ∫
E
f dm <∞ .

Αν η f : R→ [0,∞] είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη και F (x) :=
∫
(−∞,x] f dm, τότε χρησιµοποιώ-

ντας το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης µπορεί να αποδειχθεί ότι η F είναι συνεχής. ∆ηλαδή, ότι

για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε F (x) − F (x0) =
∫
(x0,x]

f dm < ε για κάθε x ≥ x0,
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µε x − x0 < δ και παρόµοια F (x0) − F (x) =
∫
(x,x0]

f dm < ε για κάθε x < x0, µε x0 − x < δ.

΄Οµως αυτό είναι ειδική περίπτωση του παρακάτω πιο γενικού αποτελέσµατος.

Πρόταση 4.29 (Απόλυτη συνέχεια του ολοκληρώµατος). ΄Εστω f : E → [0,∞] Lebesgue

ολοκληρώσιµη συνάρτηση στο µετρήσιµο σύνολο E ⊆ R. Τότε για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 τέτοιο

ώστε για κάθε µετρήσιµο σύνολο A ⊆ E µε m(A) < δ είναι∫
A
f dm < ε .

Απόδειξη. 1ος τρόπος. Η απόδειξη είναι προφανής αν η f είναι ϕραγµένη. Στην αντίθετη περί-

πτωση, έστω

fn(x) =


f(x) αν f(x) ≤ n ,

n διαφορετικά ,

για κάθε n ∈ N∗. Τότε, για κάθε x ∈ E είναι fn(x) ≤ n και η (fn) είναι αύξουσα ακολουθία µε-

τρήσιµων(γιατί ;) συναρτήσεων µε limn→∞ fn(x) = f(x). Εποµένως, από το ϑεώρηµα µονότονης

σύγκλισης για κάθε ε > 0 υπάρχει N ∈ N∗ τέτοιο ώστε∫
E

(f − fN ) dm =

∫
E
f dm−

∫
E
fN dm <

ε

2
.

΄Αρα, για δ < ε/2N και για κάθε µετρήσιµο σύνολο A ⊆ E µε m(A) < δ έχουµε∫
A
f dm =

∫
A

(f − fN ) dm+

∫
A
fN dm ≤

∫
E

(f − fN ) dm+Nm(A) <
ε

2
+
ε

2
= ε .

2ος τρόπος. Αν f = bχ
B
, όπου b > 0 και B είναι ένα µετρήσιµο σύνολο, τότε∫

A
bχ

B
dm = b ·m(A ∩B) ≤ b ·m(A) < ε ,

για κάθε µετρήσιµο σύνολο A ⊆ E, µε m(A) < δ = ε/b και η πρόταση ισχύει σ᾿ αυτή την

περίπτωση. Εποµένως η πρόταση ισχύει και όταν η f =
∑n

i=1 biχBi , δηλαδή η f είναι µια απλή

και µη αρνητική ολοκληρώσιµη συνάρτηση στο E.

΄Εστω τώρα η f είναι µη αρνητική ολοκληρώσιµη συνάρτηση στο E και έστω ε > 0. Αν A ⊆ E

είναι ένα µετρήσιµο σύνολο, από τον Ορισµό 4.4 υπάρχει απλή συνάρτηση s, µε 0 ≤ s ≤ f
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στο A, τέτοια ώστε
∫
A(f − s) dm < ε/2. Επειδή η πρόταση ισχύει για απλές ολοκληρώσιµες

συναρτήσεις, υπάρχει δ > 0, τέτοιο ώστε για κάθε µετρήσιµο σύνολο A ⊆ E µε m(A) < δ είναι∫
A s dm < ε/2. ΄Αρα,

∫
A
f dm =

∫
A

(f − s) dm+

∫
A
s dm <

ε

2
+
ε

2
= ε ,

για κάθε µετρήσιµο σύνολο A ⊆ E, µε m(A) < δ.

Παραπέµπουµε στην άσκηση 42 για µια διαφορετική απόδειξη της Πρότασης 4.29 και στην

άσκηση 43 για µια γενίκευση της Πρότασης 4.29.

4.2 Ολοκλήρωση Πραγµατικών Συναρτήσεων

Αν η f : R → R είναι µετρήσιµη συνάρτηση, τότε ως γνωστόν και οι f+ = max{f, 0}, f− =

max{−f, 0} είναι µετρήσιµες µη αρνητικές συναρτήσεις. Εποµένως, από την προηγούµενη πα-

ϱάγραφο τα ολοκληρώµατα
∫
R f

+ dm και
∫
R f
− dm ορίζονται(υπάρχουν) και είναι µη αρνητικά

(τα ολοκληρώµατα µπορεί να παίρνουν και την τιµή +∞). Αν ένα τουλάχιστον από τα ολοκλη-

ϱώµατα
∫
R f

+ dm και
∫
R f
− dm είναι πεπερασµένο, επειδή f = f+ − f−, ορίζουµε

∫
R
f dm :=

∫
R
f+ dm−

∫
R
f− dm

και λέµε ότι το ολοκλήρωµα
∫
R f dm υπάρχει. Αν το ολοκλήρωµα

∫
R f dm υπάρχει, τότε

−∞ ≤
∫
R
f dm ≤ ∞ .

Ορισµός 4.30. Λέµε ότι η συνάρτηση f : R → R είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη, ή απλά

ολοκληρώσιµη στο R, αν το ολοκλήρωµα
∫
R f dm υπάρχει και είναι πεπερασµένο, δηλαδή αν∫

R f
− dm <∞ και

∫
R f

+ dm <∞.
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Επειδή |f | = f+ + f−, έχουµε τις εξής ισοδυναµίες:

Η f είναι ολοκληρώσιµη⇐⇒ Οι f− και f+ είναι ολοκληρώσιµες

⇐⇒
∫
R
f− dm <∞ και

∫
R
f+ dm <∞

⇐⇒
∫
R
f− dm+

∫
R
f+ dm <∞

⇐⇒
∫
R
|f |dm <∞

⇐⇒ Η |f | είναι ολοκληρώσιµη .

΄Αρα, η f είναι ολοκληρώσιµη στο R αν και µόνο αν
∫
R |f | dm <∞.

Αν το E είναι µετρήσιµο σύνολο, παρόµοια ορίζουµε∫
E
f dm =

∫
R
fχ

E
dm =

∫
E
f+ dm−

∫
E
f− dm,

αρκεί ένα τουλάχιστον από τα ολοκληρώµατα
∫
E f
− dm και

∫
E f

+ dm να είναι πεπερασµένο. Αν

η f ορίζεται στο E, τότε ϑέτουµε f(x) = 0, για κάθε x ∈ R \ E, οπότε
∫
R f dm =

∫
E f dm. Σε

κάθε περίπτωση, το ολοκλήρωµα
∫
E f dm εξαρτάται µόνο από τον περιορισµό της f στο E. Αν∫

E |f | dm <∞, τότε ϑα λέµε ότι η f είναι ολοκληρώσιµη στο E.

Συµβολίζουµε µεL1 (R) την οικογένεια όλων των ολοκληρώσιµων συναρτήσεων f : R→ [−∞,∞].

Αν τοE είναι µετρήσιµο σύνολο, µε L1(E) συµβολίζουµε την οικογένεια όλων των ολοκληρώσιµων

συναρτήσεων στοE. Ισοδύναµα, οL1 (E) αποτελείται από τις συναρτήσεις της µορφής fχ
E
, όπου

η f : R→ [−∞,∞] είναι µετρήσιµη και η fχ
E

είναι ολοκληρώσιµη.

Παρατήρηση 4.31. Αν f ∈ L1(I), όπου I είναι ένα από τα διασήµατα (a, b), [a, b), (a, b] και [a, b],

τότε χρησιµοποιούµε και το συµβολισµό∫ b

a
f(x) dx αντί για

∫
I
f dm.

Επειδή το µέτρο Lebesgue ενός µονοσυνόλου είναι 0, δεν έχει έχει καµία διαφορά σε ποιο από τα

παραπάνω τέσσερα διαστήµατα ολοκληρώνουµε.
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Πρόταση 4.32. Αν f ∈ L1(E), όπου E ∈M, τότε |f(x)| <∞ σ.π. στο E.

Απόδειξη. Επειδή |f(x)| ≥ 0, η απόδειξη είναι άµεση συνέπεια της Πρότασης 4.6 (vi).

Πρόταση 4.33. Υποθέτουµε ότι οι συναρτήσεις f, g : E → R είναι µετρήσιµες, E ∈M.

(αʹ) Αν τα ολοκληρώµατα
∫
E f dm,

∫
E g dm υπάρχουν και f ≤ g σ.π. στο E, τότε∫

E
f dm ≤

∫
E
g dm.

Ειδικά, αν f = g σ.π. στο E, τότε
∫
E f dm =

∫
E g dm.

(ϐʹ) Αν το
∫
E2
f dm υπάρχει και E1 ⊂ E2, E1, E2 ∈M, τότε και το

∫
E1
f dm υπάρχει.

Απόδειξη. (αʹ) Αν f ≤ g σ.π., τότε 0 ≤ f+ ≤ g+ και 0 ≤ g− ≤ f− σ.π. στο E. Εποµένως, από

την Πρόταση 4.17 έχουµε∫
E
f+ dm ≤

∫
E
g+ dm και

∫
E
f− dm ≥

∫
E
g− dm.

΄Αρα, ∫
E
f dm =

∫
E
f+ dm−

∫
E
f− dm ≤

∫
E
g+ dm−

∫
E
g− dm =

∫
E
g dm.

(ϐʹ) Αν το
∫
E2
f dm υπάρχει, τότε ένα τουλάχιστον από τα

∫
E2
f− dm,

∫
E2
f+ dm είναι πεπερασµέ-

νο. Εποµένως, ένα τουλάχιστον από τα
∫
E1
f+ dm,

∫
E1
f− dm είναι πεπερασµένο. ∆ηλαδή το∫

E1
f dm υπάρχει.

Πρόταση 4.34 (Η σ-αθροιστικότητα της ολοκλήρωσης). ΄Εστω η συνάρτηση f : E → R είναι

µετρήσιµη, E ∈M. Αν το ολοκλήρωµα
∫
E f dm υπάρχει και E =

⋃∞
k=1Ek, όπου τα Ek είναι ξένα

ανά δύο µετρήσιµα σύνολα, τότε τα ολοκληρώµατα
∫
Ek
f dm, k ∈ N∗, υπάρχουν και∫

E
f dm =

∞∑
k=1

∫
Ek

f dm.
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Απόδειξη. Από την προηγούµενη πρόταση τα
∫
Ek
f dm, k ∈ N∗, υπάρχουν και εποµένως ένα

τουλάχιστον από τα
∫
Ek
f− dm και

∫
Ek
f+ dm είναι πεπερασµένο. Από το Θεώρηµα 4.15

∫
E
f dm =

∫
E
f+ dm−

∫
E
f− dm =

∞∑
k=1

∫
Ek

f+ dm−
∞∑
k=1

∫
Ek

f− dm

και επειδή µία τουλάχιστον από τις παραπάνω σειρές έχει πεπερασµένο άθροισµα, έχουµε∫
E
f dm =

∞∑
k=1

(∫
Ek

f+ dm−
∫
Ek

f− dm

)
=

∞∑
k=1

∫
Ek

f dm.

Το αντίστροφο γενικά δεν ισχύει (ϐλέπε άσκηση 26 ).

Πρόταση 4.35. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : E → R είναι µετρήσιµη, E ∈ M. Αν m(E) = 0

ή f = 0 σ.π. στο E, τότε
∫
E f dm = 0.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι απλή εφαρµογή της Πρότασης 4.6 (iii) ή της Πρότασης 4.9 για τις

συναρτήσεις f+ και f−.

Πρόταση 4.36. Αν f ∈ L1(E), E ∈M, τότε∣∣∣∣∫
E
f dm

∣∣∣∣ ≤ ∫
E
|f |dm.

Απόδειξη. Είναι∣∣∣∣∫
E
f dm

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
E
f+ dm−

∫
E
f− dm

∣∣∣∣ ≤ ∫
E
f+ dm+

∫
E
f− dm =

∫
E
|f | dm.
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Πρόταση 4.37. ΄Εστω f, g ∈ L1(E), E ∈M και τα α, β ∈ R. Τότε αf + βg ∈ L1(E) και∫
E

(αf + βg) dm = α

∫
E
f dm+ β

∫
E
g dm.

Εποµένως, ο L1(E) είναι ένας πραγµατικός διανυσµατικός χώρος.

Απόδειξη. Είναι |αf + βg| ≤ |α||f | + |β||g| σ.π. (τουλάχιστον όπου οι f, g έχουν πραγµατικές

τιµές). Τότε

∫
E
|αf + βg|dm ≤

∫
E

(|α||f |+ |β||g|) dm = |α|
∫
E
|f |dm+ |β|

∫
E
|g| dm <∞ .

∆ηλαδή αf + βg ∈ L1(E). Αν τώρα f, g ∈ L1(E),

(f + g)+ − (f + g)− = f + g = f+ − f− + g+ − g− σ.π. ,

(ή τουλάχιστον όπου οι f+, f−, g+ και g− έχουν όλες πραγµατικές τιµές). Εποµένως,

(f + g)+ + f− + g− = (f + g)− + f+ + g+ σ.π.

΄Οµως τότε ∫
E

[
(f + g)+ + f− + g−

]
dm =

∫
E

[
(f + g)− + f+ + g+

]
dm

και κατά συνέπεια

∫
E

(f + g)+ dm+

∫
E
f− dm+

∫
E
g− dm =

∫
E

(f + g)− dm+

∫
E
f+ dm+

∫
E
g+ dm.

Επειδή τα παραπάνω ολοκληρώµατα είναι πεπερασµένα, έχουµε

∫
E

(f + g) dm =

∫
E

(f + g)+ dm−
∫
E

(f + g)− dm

=

∫
E
f+ dm−

∫
E
f− dm+

∫
E
g+ dm−

∫
E
g− dm

=

∫
E
f dm+

∫
E
g dm.
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Για α ≥ 0 είναι ∫
E

(αf) dm =

∫
E

(αf)+ dm−
∫
E

(αf)− dm

=

∫
E
αf+ dm−

∫
E
αf− dm

= α

(∫
E
f+ dm−

∫
E
f− dm

)
= α

∫
E
f dm.

Στην περίπτωση που είναι α < 0, εύκολα αποδεικνύεται ότι (αf)+ = −αf− και (αf)− = −αf+.

Εποµένως, ∫
E

(αf) dm =

∫
E

(αf)+ dm−
∫
E

(αf)− dm

=

∫
E
−αf− dm−

∫
E
−αf+ dm

= −α
∫
E
f− dm+ α

∫
E
f+ dm

= α

(∫
E
f+ dm−

∫
E
f− dm

)
= α

∫
E
f dm.

Πόρισµα 4.38. ΄Εστω οι συναρτήσεις f και g είναι µετρήσιµες στο E ∈M, f(x) ≥ g(x), σ.π. στο

E και g ∈ L1 (E). Τότε το ολοκλήρωµα
∫
E f dm υπάρχει και∫

E
(f − g) dm =

∫
E
f dm−

∫
E
g dm.

Απόδειξη. Αν f ∈ L1 (E), η απόδειξη προκύπτει από την Πρόταση 4.37. Υποθέτουµε λοιπόν ότι

f /∈ L1 (E). ΄Οµως το ολοκλήρωµα
∫
E f dm υπάρχει επειδή από την f−(x) ≤ g−(x) σ.π. στο E

συνεπάγεται ότι το ολοκλήρωµα
∫
E f
− dm είναι πεπερασµένο, δηλαδή f− ∈ L1 (E). Εποµένως∫

E f dm = ∞. Παρατηρούµε ότι και το ολοκλήρωµα
∫
E(f − g) dm υπάρχει επειδή f − g ≥ 0

σ.π. Το γεγονός ότι g ∈ L1 (E) συνεπάγεται ότι f −g /∈ L1 (E) και εποµένως
∫
E(f −g) dm =∞.

΄Αρα, αν f /∈ L1 (E), τότε και πάλι έχουµε∫
E

(f − g) dm =∞ =

∫
E
f dm−

∫
E
g dm.
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Αν χρησιµοποιήσουµε τη σ-αθροιστικότητα της ολοκλήρωσης και εργαστούµε όπως και στην

απόδειξη των ιδιοτήτων (δ΄) και (ε΄) του Θεωρήµατος 2.6, ιδιότητες ενός σ-αθροιστικού ϑετικού

µέτρου, τότε εύκολα αποδεικνύεται το παρακάτω αποτέλεσµα (άσκηση 27).

Πρόταση 4.39. ΄Εστω f : E → R µετρήσιµη συνάρτηση, όπου E ∈M.

( i) Αν το ολοκλήρωµα
∫
E f dm υπάρχει και η (En) είναι αύξουσα οικογένεια µετρήσιµων υποσυ-

νόλων του E, τότε ∫
⋃∞
n=1 En

f dm = lim
n→∞

∫
En

f dm.

( ii) Αν f ∈ L1(E) και η (En) είναι ϕθίνουσα οικογένεια µετρήσιµων υποσυνόλων του E, τότε∫
⋂∞
n=1 En

f dm = lim
n→∞

∫
En

f dm.

Παράδειγµα 4.40. ΄Εστω f : E → R Lebesgue µετρήσιµη συνάρτηση, όπου E µετρήσιµο σύνολο

µε m(E) <∞. Αν

En := {x ∈ E : n ≤ |f(x)| < n+ 1} , n ∈ N ,

τότε η f ∈ L1 (E), δηλαδή η f είναι ολοκληρώσιµη, αν και µόνο αν
∑∞

n=0 nm(En) <∞ .

Απόδειξη. Επειδή η |f | είναι µετρήσιµη συνάρτηση, τα σύνολα En, n ∈ N, είναι µετρήσιµα και

ξένα ανά δύο. Είναι

nχ
En

(x) ≤ |f(x)|χ
En

(x) ≤ (n+ 1)χ
En

(x) ,

για κάθε n ∈ N και εποµένως

∞∑
n=0

nχ
En

(x) ≤
∞∑
n=0

|f(x)|χ
En

(x) ≤
∞∑
n=0

(n+ 1)χ
En

(x) . (4.8)
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΄Οµως E =
⋃∞
n=0En, όπου τα σύνολα En είναι µετρήσιµα και ξένα ανά δύο, οπότε∫

E
|f(x)|dm(x) =

∫
⋃∞
n=0 En

|f(x)| dm(x)

=

∞∑
n=0

∫
En

|f(x)| dm(x) (Θεώρηµα 4.15)

=
∞∑
n=0

∫
E
|f(x)|χ

En
(x) dm(x)

=

∫
E

∞∑
n=0

|f(x)|χ
En

(x) dm(x) . (Θεώρηµα 4.13)

Από το Θεώρηµα 4.13 έχουµε∫
E

∞∑
n=0

nχ
En

(x) dm(x) =

∞∑
n=0

n

∫
E
χ
En

(x) dm(x) =

∞∑
n=0

nm (En)

και παρόµοια ∫
E

∞∑
n=0

(n+ 1)χ
En

(x) dm(x) =

∞∑
n=0

(n+ 1)m (En) .

΄Αρα, η (4.8) συνεπάγεται ότι
∞∑
n=0

nm(En) ≤
∫
E
|f(x)| dm(x)

≤
∞∑
n=0

(n+ 1)m(En)

=
∞∑
n=0

nm(En) +
∞∑
n=0

m(En)

≤ m(E0) + 2

∞∑
n=0

nm(En) .

Από τις παραπάνω ανισότητες είναι προφανές ότι f ∈ L1 (E) αν και µόνο αν η σειρά
∑∞

n=0 nm(En)

συγκλίνει, δηλαδή
∑∞

n=0 nm(En) <∞.

Παράδειγµα 4.41. ΄Εστω f : E → R Lebesgue µετρήσιµη συνάρτηση, όπου E µετρήσιµο σύνολο

µε m(E) <∞. Αν

An := {x ∈ E : |f(x)| ≥ n} , n ∈ N ,

τότε η f ∈ L1 (E), δηλαδή η f είναι ολοκληρώσιµη, αν και µόνο αν

∞∑
n=0

m(An) <∞ .
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Απόδειξη. Είναι An =
⋃∞
k=nEk, όπου (Ek) είναι η αριθµήσιµη οικογένεια των µετρήσιµων και

ξένων ανά δύο συνόλων του προηγούµενου παραδείγµατος. Εποµένως, m(An) =
∑∞

k=nm(Ek)

και κατά συνέπεια
N∑
n=1

m(An) =

N∑
n=0

nm(En) +N ·
∞∑

n=N+1

m(En) , N ∈ N∗ . (4.9)

Αν f ∈ L1 (E), από το προηγούµενο παράδειγµα η σειρά
∑∞

n=0 nm(En) συγκλίνει και εποµένως

N ·
∞∑

n=N+1

m(En) ≤
∞∑

n=N+1

nm(En) −−−−→
N→∞

0 .

∆ηλαδή limN→∞N ·
∑∞

n=N+1m(En) = 0 και από την (4.9) έχουµε

∞∑
n=1

m(An) = lim
N→∞

N∑
n=1

m(An) =
∞∑
n=0

nm(En) <∞ .

Αντίστροφα, αν
∑∞

n=0m(An) <∞, τότε από την (4.9) για κάθε N ∈ N∗

N∑
n=0

nm(En) =

N∑
n=1

m(An)−N ·
∞∑

n=N+1

m(En) ≤
∞∑
n=1

m(An) <∞

και εποµένως
∑∞

n=0 nm(En) <∞. ΄Αρα, από το προηγούµενο παράδειγµα η f ∈ L1 (E).

Τα ϑεωρήµατα µονότονης σύγκλισης, Θεώρηµα 4.10 και Θεώρηµα 4.23, ισχύουν για µονότονες

ακολουθίες µετρήσιµων και µη αρνητικών συναρτήσεων σ᾿ ένα σύνολο E ∈ M. Επεκτείνουµε

τώρα αυτά τα αποτελέσµατα και στην περίπτωση των µονότονων ακολουθιών µετρήσιµων πραγ-

µατικών συναρτήσεων σ᾿ ένα σύνολο E ∈M.

Θεώρηµα 4.42 (Θεώρηµα Μονότονης Σύγκλισης (ΘΜΣ) ). ΄Εστω (fn) ακολουθία µετρήσιµων

συναρτήσεων στο E ∈M.

(i) Αν fn ↗ f σ.π. στο E και υπάρχει φ ∈ L1 (E) τέτοια ώστε fn ≥ φ σ.π. στο E για κάθε

n ∈ N∗, τότε

lim
n→∞

∫
E
fn dm =

∫
E
f dm.

(ii) Αν fn ↘ f σ.π. στο E και υπάρχει φ ∈ L1 (E) τέτοια ώστε fn ≤ φ σ.π. στο E για κάθε

n ∈ N∗, τότε

lim
n→∞

∫
E
fn dm =

∫
E
f dm.
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Απόδειξη. (i) Λόγω της Πρότασης 4.35 µπορούµε να υποθέσουµε ότι fn ↗ f και fn ≥ φ

παντού στο E. Τότε η (fn − φ) είναι αύξουσα ακολουθία µετρήσιµων και µη αρνητικών

συναρτήσεων στο E µε

lim
n→∞

(fn(x)− φ(x)) = f(x)− φ(x) , για κάθε x ∈ E.

Από το κλασικό ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης, Θεώρηµα 4.10, έχουµε

lim
n→∞

∫
E

(fn − φ) dm =

∫
E

(f − φ) dm.

Επειδή fn ≥ φ και f ≥ φ παντού στο E και η φ ∈ L1 (E), από το Πόρισµα 4.38 είναι∫
E

(fn − φ) dm =

∫
E
fn dm−

∫
E
φ dm και

∫
E

(f − φ) dm =

∫
E
f dm−

∫
E
φ dm.

΄Αρα,

lim
n→∞

∫
E
fn dm−

∫
E
φ dm =

∫
E
f dm−

∫
E
φ dm

και επειδή φ ∈ L1 (E), τελικά έχουµε

lim
n→∞

∫
E
fn dm =

∫
E
f dm.

(ii) Η απόδειξη προκύπτει από τη (i) ϑεωρώντας τη (−fn) που είναι αύξουσα ακολουθία µετρή-

σιµων συναρτήσεων στο E ∈M.

Θεώρηµα 4.43 (Θεώρηµα Οµοιόµορφης Σύγκλισης (ΘΟΣ) ). ΄Εστω E µετρήσιµο σύνολο µε

m (E) < ∞. Αν η ακολουθία fn : E → R, fn ∈ L1(E), συγκλίνει οµοιόµορφα στην f , τότε η

f ∈ L1(E) και

lim
n→∞

∫
E
fn dm =

∫
E
f dm. (4.10)

Απόδειξη. Επειδή |f(x)| ≤ |fn(x)| + |f(x) − fn(x)| και limn→∞ fn(x) = f(x) οµοιόµορφα στο

E, υπάρχει n0 ∈ N∗ τέτοιο ώστε |f(x)| ≤ |fn(x)|+ 1 στο E, για κάθε n ≥ n0. Εποµένως,∫
E
|f(x)| dm(x) ≤

∫
E
|fn(x)| dm(x) +m(E) ,
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δηλαδή η f ∈ L1(E). Επίσης έχουµε∣∣∣∣∫
E
f(x) dm(x)−

∫
E
fn(x) dm(x)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
E

(f(x)− fn(x)) dm(x)

∣∣∣∣ (Πρόταση 4.37)

≤
∫
E
|f(x)− fn(x)| dm(x) (Πρόταση 4.36)

≤
(

sup
x∈E
|f(x)− fn(x)|

)
m(E) −−−→

n→∞
0

και αυτό αποδεικνύει την (4.10).

Θεώρηµα 4.44 (Θεώρηµα Κυριαρχηµένης Σύγκλισης του Lebesgue (ΘΚΣ) ). ΄Εστω (fn)

ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων στο E ∈M, τέτοια ώστε

lim
n→∞

fn(x) = f(x) για κάθε x ∈ E . (4.11)

Αν υπάρχει συνάρτηση g ∈ L1 (E) τέτοια ώστε

|fn (x) | ≤ g(x) για κάθε x ∈ E , (4.12)

τότε f ∈ L1 (E) και

lim
n→∞

∫
E
|fn − f | dm = 0 . (4.13)

Επίσης

lim
n→∞

∫
E
fn dm =

∫
E
f dm. (4.14)

Απόδειξη. Από την ανισότητα (4.12) έπεται ότι fn ∈ L1(E), ∀n ∈ N∗. Επίσης από την (4.12) είναι

|f(x)| = lim
n→∞

|fn(x)| ≤ g(x)

και κατά συνέπεια η f ∈ L1 (E). Είναι

|fn(x)− f(x)| ≤ |fn(x)|+ |f(x)| ≤ 2g(x) , για κάθε x ∈ E

και επειδή limn→∞ fn(x) = f(x), έχουµε

lim
n→∞

(2g(x)− |fn(x)− f(x)|) = 2g(x) .
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∆ηλαδή η (2g − |fn − f |) είναι ακολουθία µη αρνητικών µετρήσιµων συναρτήσεων η οποία συ-

γκλίνει στη 2g. Εποµένως,∫
E

2g dm =

∫
E

lim
n→∞

(2g − |fn − f |) dm

≤ lim inf
n→∞

∫
E

(2g − |fn − f |) dm (λήµµα Fatou)

= lim inf
n→∞

(∫
E

2g dm−
∫
E
|fn − f | dm

)
=

∫
E

2g dm+ lim inf
n→∞

(
−
∫
E
|fn − f | dm

)
=

∫
E

2g dm− lim sup
n→∞

∫
E
|fn − f |dm.

∆ηλαδή lim supn→∞
∫
E |fn − f | dm ≤ 0 και αυτό συνεπάγεται ότι

lim
n→∞

∫
E
|fn − f |dm = 0 .

Τέλος, επειδή ∣∣∣∣∫
E
fn dm−

∫
E
f dm

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
E

(fn − f) dm

∣∣∣∣ ≤ ∫
E
|fn − f | dm,

ϑα είναι και

lim
n→∞

∫
E
fn dm =

∫
E
f dm.

Σηµείωση. Στην προηγούµενη απόδειξη χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι αν (xn), (yn) είναι δύο

πραγµατικές ακολουθίες και το limn→∞ xn υπάρχει, τότε

lim inf
n→∞

(xn + yn) = lim
n→∞

xn + lim inf
n→∞

yn .

Παραπέµπουµε στην άσκηση 36 για µία γενίκευση του ϑεωρήµατος κυριαρχηµένης σύγκλισης

του Lebesgue.

Παρατήρηση 4.45. Το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue ισχύει και µε τις εξής

ασθενέστερες υποθέσεις :

limn→∞ fn(x) = f(x) σ.π. στο E και υπάρχει g ∈ L1(E), τέτοια ώστε |fn(x)| ≤ g(x) σ.π. στο E.
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Πόρισµα 4.46. ΄Εστω (fn) ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων στο E ∈M, τέτοια ώστε

lim
n→∞

fn(x) = f(x) σχεδόν παντού στο E. (4.15)

Αν υπάρχει συνάρτηση g ∈ L1 (E) τέτοια ώστε

|fn (x) | ≤ g(x) σχεδόν παντού στο E, (4.16)

τότε f ∈ L1 (E) και

lim
n→∞

∫
E
|fn − f | dm = 0 . (4.17)

Επίσης

lim
n→∞

∫
E
fn dm =

∫
E
f dm. (4.18)

Απόδειξη. Από την ανισότητα (4.16) έπεται ότι fn ∈ L1 (E), ∀n ∈ N∗. Επίσης, επειδή |f(x)| ≤

g(x) σ.π. στο E, η f ∈ L1 (E). ΄Εστω

E1 = {x ∈ E : |fn(x)| ≤ g(x)} και E2 =
{
x ∈ E : lim

n→∞
fn(x) = f(x)

}
.

Τότε, m(E \ E1) = m(E \ E2) = 0. Επειδή

m (E \ (E1 ∩ E2)) = m ((E \ E1) ∪ (E \ E2)) ≤ m(E \ E1) +m(E \ E2) = 0 ,

είναι m (E \ (E1 ∩ E2)) = 0 και εποµένως∫
E\(E1∩E2)

|fn − f |dm = 0 .

Επειδή limn→∞ fn(x) = f(x) για κάθε x ∈ E1 ∩ E2 και |fn(x)| ≤ g(x) για κάθε x ∈ E1 ∩ E2,

από το προηγούµενο ϑεώρηµα έχουµε

lim
n→∞

∫
E1∩E2

|fn − f |dm = 0 .

΄Αρα,

lim
n→∞

∫
E
|fn − f |dm = lim

n→∞

(∫
E\(E1∩E2)

|fn − f |dm+

∫
E1∩E2

|fn − f | dm

)

= lim
n→∞

∫
E1∩E2

|fn − f |dm = 0 .

Η απόδειξη της (4.18) είναι η ίδια µε αυτήν της (4.14) στο Θεώρηµα 4.44.
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Η παρακάτω ειδική περίπτωση του ϑεωρήµατος κυριαρχηµένης σύγκλισης χρησιµοποιείται όταν

το E ∈M έχει πεπερασµένο µέτρο.

Πόρισµα 4.47 (Θεώρηµα Φραγµένης Σύγκλισης (ΘΦΣ) ). ΄Εστω E Lebesgue µετρήσιµο σύνο-

λο, µε m (E) <∞. Αν (fn) είναι ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων στο E, τέτοια ώστε

(α) limn→∞ fn(x) = f(x) σχεδόν παντού στο E

και

(ϐ) |fn(x)| ≤M σχεδόν παντού στο E, όπου M > 0 είναι µία σταθερά,

τότε f ∈ L1 (E) και

lim
n→∞

∫
E
fn dm =

∫
E
f dm.

Παρατήρηση 4.48. Το πιο σηµαντικό αποτέλεσµα του H. Lebesgue στη µονογραφία του [43]

είναι το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης. Η χρησιµότητα αυτού του ϑεωρήµατος ϕαίνεται όταν

συγκρίνεται µε το ϑεώρηµα Arzelà (ϐλέπε άσκηση 37), το καλύτερο δυνατό αποτέλεσµα που µπορεί

να πάρει κανείς χρησιµοποιώντας τη ϑεωρία ολοκλήρωσης κατά Riemann. Το ϑεώρηµα Arzelà

είναι άµεση συνέπεια του ϑεωρήµατος κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue.

Παράδειγµα 4.49. Αν fn = nχ
(0, 1

n
]
, τότε limn→∞ fn(x) = 0, για κάθε x ∈ R. ΄Οµως

∫
R fn dm =

1, για κάθε n ∈ N∗. Εποµένως,∫
R

lim
n→∞

fn dm = 0 6= 1 = lim
n→∞

∫
R
fn dm.

΄Αρα, από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue δεν υπάρχει συνάρτηση g ∈ L1(R)

τέτοια ώστε |fn(x)| ≤ g(x), για κάθε x ∈ R. Πράγµατι, αν g =
∑∞

k=1 kχ( 1
k+1

, 1
k
]
, τότε g(x) =

sup
n∈N

fn(x) και

∫
R
g dm =

∞∑
k=1

k

∫
R
χ

( 1
k+1

, 1
k
]
dm =

∞∑
k=1

k

(
1

k
− 1

k + 1

)
=
∞∑
k=1

1

k + 1
=∞ .
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Παράδειγµα 4.50. Για κάθε ϕυσικό αριθµό n και για κάθε 0 ≤ x ≤ 1, έστω fn(x) = nxe−nx
2
.

(i) Να υπολογιστεί το

lim
n→∞

∫ 1

0
fn(x) dx .

(ii) Υπάρχει ϕ ∈ L1[0, 1] τέτοια ώστε fn ≤ ϕ στο [0, 1];

Λύση. ΄Οπως ϑα αποδειχθεί στην επόµενη παράγραφο, Θεώρηµα 4.76, επειδή η fn, n ∈ N∗,

είναι Riemann ολοκληρώσιµη στο [0, 1], η fn είναι και Lebesgue ολοκληρώσιµη στο [0, 1] και τα

δύο ολοκληρώµατα είναι ίσα.

(i)

lim
n→∞

∫ 1

0
fn(x) dx = lim

n→∞

∫ 1

0
nxe−nx

2
dx

= lim
n→∞

1

2

∫ 0

−n
et dt (αντικατάσταση t = −nx2)

= lim
n→∞

1

2
(1− e−n) =

1

2
.

(ii) Η απάντηση είναι όχι. Ας σηµειωθεί ότι για κάθε x ∈ (0, 1],

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

nx

enx2

= lim
t→∞

tx

etx2

= lim
t→∞

x

x2etx2
(κανόνας L’Hôpital)

=
1

x
lim
t→∞

(
1

ex2

)t
= 0.

Κατά συνέπεια, αν υπήρχε ϕ ∈ L1[0, 1] τέτοια ώστε fn ≤ ϕ στο [0, 1], τότε από το ϑεώρηµα

κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue ϑα ήταν

lim
n→∞

∫ 1

0
fn(x) dx =

∫ 1

0
lim
n→∞

fn(x) dx = 0 6= 1

2

που είναι προφανώς άτοπο 2.

2Η (fn) δεν συγκλίνει οµοιόµορφα ούτε και είναι οµοιόµορφα ϕραγµένη γιατί και πάλι ϑα καταλήγαµε σε άτοπο

από τα ϑεωρήµατα της οµοιόµορφης και της ϕραγµένης σύγκλισης.
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Υπάρχει ακολουθία (fn) Lebesgue ολοκληρώσιµων συναρτήσεων στο [0, 1], η οποία δεν συγκλίνει

σηµειακά για κανένα x ∈ [0, 1], τέτοια ώστε 0 ≤ fn ≤ 1 και limn→∞
∫
[0,1] fn dm = 0. Μάλιστα

οι συναρτήσεις fn µπορεί να είναι και συνεχείς στο [0, 1]. Ας σηµειωθεί ότι αν είχαµε στην

υπόθεσή µας και limn→∞ fn = 0 σ.π., τότε το συµπέρασµα ϑα ήταν συνέπεια του ϑεωρήµατος

κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue.

Παράδειγµα 4.51. Υποθέτουµε ότι f1(x) = 1, για κάθε x ∈ [0, 1]. ΄Εστω f2(x) = 1 όταν

x ∈ [0, 1/2] και f2(x) = 0 για x ∈ (1/2, 1]. Παίρνουµε f3(x) = 0 όταν x ∈ [0, 1/2) και f3(x) = 1

για x ∈ [1/2, 1].

Στη συνέχεια ορίζουµε τις συναρτήσεις f4, f5, f6 και f7 ως εξής : διαιρούµε το διάστηµα σε τέσσερα

ίσα υποδιαστήµατα και δίνουµε στην πρώτη από αυτές τις συναρτήσεις την τιµή 1 για 0 ≤ x ≤ 1/4

και 0 διαφορετικά, στη δεύτερη συνάρτηση την τιµή 1 για 1/4 ≤ x ≤ 1/2 και 0 διαφορετικά, στην

τρίτη συνάρτηση την τιµή 1 για 1/2 ≤ x ≤ 3/4 και 0 διαφορετικά και στην τέταρτη συνάρτηση την

τιµή 1 για 3/4 ≤ x ≤ 1 και 0 διαφορετικά. Οι συναρτήσεις f1, . . . , f7 ϕαίνονται στο παρακάτω

σχήµα.

Κάθε ϕυσικός αριθµός n γράφεται κατά µοναδικό τρόπο στη µορφή n = 2k + j − 1, k ∈ N και
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1 ≤ j ≤ 2k. Γενικά, για n = 2k + j − 1 η ακολουθία συναρτήσεων (fn) ορίζεται στο [0, 1] ως εξής :

fn(x) :=


1 αν x ∈

[
j−1
2k
, j
2k

]
,

0 διαφορετικά .

Η κάθε µία από τις συναρτήσεις µε δείκτες 2k, 2k + 1, . . . , 2k+1 − 1 παίρνει την τιµή 1 µόνο σ᾿ ένα

κλειστό διάστηµα µήκους 1/2k και είναι ίση µε το 0 διαφορετικά. Εποµένως αν n = 2k + j − 1, µε

1 ≤ j ≤ 2k, τότε ∫ 1

0
fn(x) dx =

1

2k
−−−→
n→∞

0 .

Η ακολουθία των Lebesgue ολοκληρώσιµων συναρτήσεων (fn) στο [0, 1] δεν συγκλίνει σηµειακά

για κανένα x ∈ [0, 1]. Πράγµατι, σε οποιοδήποτε σηµείο x του διαστήµατος [0, 1] µία ή το πολύ δύο

από τις συναρτήσεις f2k , f2k+1, . . . , f2k+1−1 παίρνουν την τιµή 1 και οι υπόλοιπες παίρνουν την τιµή

0. Εποµένως υπάρχει µία υπακολουθία της (fn), οι όροι της οποίας παίρνουν την τιµή 1 στο x και

µία άλλη υπακολουθία της οποίας οι όροι παίρνουν την τιµή 0 στο x.

Μπορούµε να κατασκευάσουµε ακολουθία συνεχών συναρτήσεων µε τις ίδιες ιδιότητες στο διάστηµα

[0, 1]. Στο παρακάτω σχήµα ϕαίνεται ο τρόπος κατασκευής των πρώτων δεκαέξι συναρτήσεων µιας

ακολουθίας (fn) συνεχών συναρτήσεων στο [0, 1], 0 ≤ fn ≤ 1, η οποία δεν συγκλίνει σηµειακά για

κανένα x ∈ [0, 1] και είναι τέτοια ώστε limn→∞
∫
[0,1] fn dm = 0.
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Παράδειγµα 4.52. ΄Εστω η συνάρτηση F : R→ R µε

F (x) =

∫ ∞
0

sin (xt)

1 + t2
dt .

Θα χρησιµοποιήσουµε το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue για να αποδείξουµε ότι

η F είναι συνεχής στο R. Γι᾿ αυτό, έστω (xn) πραγµατική ακολουθία µε limn→∞ xn = x ∈ R.

Πρέπει να αποδείξουµε ότι limn→∞ F (xn) = F (x). Αν

fn (t) =
sin (xnt)

1 + t2
, f (t) =

sin (xt)

1 + t2
και g (t) =

1

1 + t2
,

τότε οι συναρτήσεις fn, n ≥ 1, f και g είναι συνεχείς. Είναι fn(t) ≤ g(t) και limn→∞ fn(t) = f(t)

για κάθε t ≥ 0. Επειδή το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ ∞
0

g(t) dt =

∫ ∞
0

1

1 + t2
dt =

π

2

συγκλίνει, ϑα αποδείξουµε στην παράγραφο 4.4 (Θεώρηµα 4.91) ότι το ολοκλήρωµα Lebesgue της

g υπάρχει στο [0,∞) και είναι
∫
[0,∞) g(t) dm(t) =

∫∞
0 g(t) dt = π/2. Εποµένως, από το Θεώρηµα

4.44

lim
n→∞

F (xn) = lim
n→∞

∫ ∞
0

sin (xnt)

1 + t2
dt =

∫ ∞
0

lim
n→∞

sin (xnt)

1 + t2
dt =

∫ ∞
0

sin (xt)

1 + t2
dt = F (x) .

Παράδειγµα 4.53. Να υπολογιστεί το όριο

lim
n→∞

∫ n

0

(
1 +

x

n

)n
e−2x dx.

Λύση. ΄Εστω fn (x) := (1 + x/n)n e−2xχ[0,n), για κάθε n ∈ N∗. Τότε, limn→∞ fn(x) = e−x, για

κάθε x ≥ 0. Επειδή ex/n ≥ 1 + x/n και ισοδύναµα (1 + x/n)n ≤ ex, ϑα είναι 0 ≤ fn (x) ≤

(1 + x/n)n e−2x ≤ e−x, για κάθε x ≥ 0. ΄Οµως∫ ∞
0

e−x dx = lim
r→∞

∫ r

0
e−x dx = lim

r→∞

(
1− e−r

)
= 1 .
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Τότε, όπως ϑα αποδείξουµε στην παράγραφο 4.4 (Θεώρηµα 4.91), η e−x είναι Lebesgue ολοκλη-

ϱώσιµη στο [0,∞) και είναι
∫
[0,∞) e−x dm(x) =

∫∞
0 e−x dx = 1. Εποµένως, από το ϑεώρηµα

κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue έχουµε

lim
n→∞

∫ n

0

(
1 +

x

n

)n
e−2x dx = lim

n→∞

∫
[0,n)

(
1 +

x

n

)n
e−2x dm(x)

= lim
n→∞

∫
R

(
1 +

x

n

)n
e−2xχ[0,n) dm(x)

=

∫
R

[
lim
n→∞

(
1 +

x

n

)n
e−2xχ[0,n)

]
dm(x)

=

∫
[0,∞)

e−x dm(x) = 1.

΄Οπως ϑα αποδειχθεί στην επόµενη παράγραφο, Θεώρηµα 4.76, επειδή η gn(x) := (1 + x/n)n e−2x,

n ∈ N∗, είναι Riemann ολοκληρώσιµη στο [0, n], η gn είναι και Lebesgue ολοκληρώσιµη στο [0, n]

και τα δύο ολοκληρώµατα είναι ίσα.

Σηµείωση. Επειδή για x > −n η ακολουθία fn(x) = (1 + x/n)n είναι γνήσια αύξουσα, ϑα

µπορούσαµε να χρησιµοποιήσουµε και το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης.

Παράδειγµα 4.54. Να αποδειχθεί ότι

lim
n→∞

∫ ∞
a

n2xe−n
2x2

1 + x2
dx =


1
2 αν a = 0 ,

0 αν a > 0 .

Απόδειξη. (ι) ΄Εστω a = 0. Με την αντικατάσταση u = nx∫ ∞
0

n2xe−n
2x2

1 + x2
dx =

∫ ∞
0

ue−u
2

1 + (u/n)2
du .

Αν fn(u) = ue−u
2

1+(u/n)2
χ[0,∞)(u) και f (u) = ue−u

2χ[0,∞)(u), τότε για κάθε u ∈ R είναι

fn(u) ≤ f(u) και limn→∞ fn(u) = f(u). Επειδή το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
0 ue−u

2
du

συγκλίνει, από το Θεώρηµα 4.91 της παραγράφου 4.4 είναι∫
R
f(u) dm(u) =

∫ ∞
0

ue−u
2

du =
1

2
.

∆ηλαδή η f ∈ L1 (R). Εποµένως, από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue

lim
n→∞

∫
R
fn(u) dm(u) =

∫
R
f(u) dm(u) =

1

2
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και ισοδύναµα

lim
n→∞

∫ ∞
0

n2xe−n
2x2

1 + x2
dx =

1

2
.

(ιι) Αν a > 0, µε την ίδια αντικατάσταση u = nx έχουµε∫ ∞
a

n2xe−n
2x2

1 + x2
dx =

∫ ∞
na

ue−u
2

1 + (u/n)2
du =

∫
R
gn(u) dm(u) ,

όπου gn(u) = ue−u
2

1+(u/n)2
χ[na,∞)(u). Είναι limn→∞ gn(u) = 0 και gn(u) ≤ ue−u

2χ[0,∞)(u),

για κάθε u ∈ R. Και πάλι από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue

lim
n→∞

∫ ∞
a

n2xe−n
2x2

1 + x2
dx = lim

n→∞

∫
R
gn(u) dm(u) = 0 .

Παράδειγµα 4.55. ΄Εστω η συνάρτηση f : [0, 1] → R είναι συνεχής και η g ∈ L1 [0, 1]. Υποθέ-

τουµε επίσης ότι για κάθε n ∈ N∗ είναι∫ 1

0
g(x)e−x/n dx = n

∫ 1

0
f(x)e−nx dx.

(i) Να αποδειχθεί ότι

lim
n→∞

n

∫ 1

0
f(x)e−nx dx =

∫ 1

0
g(x) dx.

(ii) Να αποδειχθεί ότι

∫ 1

0
g(x) dx = f(0) .

Απόδειξη. (i) Για κάθε x ∈ [0, 1] και για κάθε n ∈ N∗ είναι

∣∣∣g(x)e−x/n
∣∣∣ ≤ |g(x)|.

Επειδή g ∈ L1 [0, 1], το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue συνεπάγεται ότι

lim
n→∞

∫ 1

0
g(x)e−x/n dx =

∫ 1

0
g(x)

(
lim
n→∞

e−x/n
)

dx =

∫ 1

0
g(x) dx.

Εποµένως, από την υπόθεση έχουµε limn→∞ n
∫ 1
0 f(x)e−nx dx =

∫ 1
0 g(x) dx.
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(ii) 1ος τρόπος. Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα µέσης τιµής για τα ολοκληρώµατα Riemann

έχουµε

n

∫ 1

0
f(x)e−nx dx = n

∫ 1/
√
n

0
f(x)e−nx dx+ n

∫ 1

1/
√
n
f(x)e−nx dx

= nf (ξn)

∫ 1/
√
n

0
e−nx dx+ n

∫ 1

1/
√
n
f(x)e−nx dx

=
(

1− e−
√
n
)
f (ξn) + n

∫ 1

1/
√
n
f(x)e−nx dx,

για κάποιο ξn, µε 0 < ξn < 1/
√
n. Επειδή η f είναι συνεχής και limn→∞ ξn = 0, από την

προηγούµενη ισότητα έχουµε

lim
n→∞

n

∫ 1

0
f(x)e−nx dx = f(0) + lim

n→∞
n

∫ 1

1/
√
n
f(x)e−nx dx.

΄Οµως αν M = maxx∈[0,1] |f(x)|, είναι∣∣∣∣∣n
∫ 1

1/
√
n
f(x)e−nx dx

∣∣∣∣∣ ≤ n
∫ 1

1/
√
n
|f(x)|e−nx dx

≤Mn

∫ 1

1/
√
n

e−nx dx

= M
(

e−
√
n − e−n

)
−−−→
n→∞

0.

΄Αρα,
∫ 1
0 g(x) dx = limn→∞ n

∫ 1
0 f(x)e−nx dx = f(0).

2ος τρόπος. Αν η f είναι ένα πολυώνυµο και πιο γενικά αν η f έχει συνεχή παράγωγο, τότε

n

∫ 1

0
f(x)e−nx dx = −f(x)e−nx

∣∣x=1

x=0
+

∫ 1

0
f ′(x)e−nx dx = f(0)−f(1)e−n+

∫ 1

0
f ′(x)e−nx dx.

Επειδή sup {|f ′(x)e−nx| : x ∈ [0, 1] , n ∈ N∗} ≤ maxx∈[0,1] |f ′(x)|, από το ϑεώρηµα ϕραγ-

µένης σύγκλισης

lim
n→∞

n

∫ 1

0
f(x)e−nx dx = lim

n→∞

[
f(0)− f(1)e−n +

∫ 1

0
f ′(x)e−nx dx

]
= f(0) +

∫ 1

0
f ′(x) lim

n→∞
e−nx dx

= f(0).

Για να αποδείξουµε ότι το ίδιο ισχύει για οποιαδήποτε συνεχή συνάρτηση f , ϑα χρησιµο-

ποιήσουµε το κλασικό ϑεώρηµα του Weierstrass. ∆ηλαδή, ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει
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πολυώνυµο p τέτοιο ώστε

sup {|f(x)− p(x)| : x ∈ [0, 1]} < ε

3
.

΄Οπως αποδείξαµε παραπάνω, υπάρχει N ∈ N∗ τέτοιο ώστε∣∣∣∣n ∫ 1

0
p(x)e−nx dx− p(0)

∣∣∣∣ < ε

3
, για κάθε n ≥ N∗ .

Εποµένως, για κάθε n ≥ N έχουµε∣∣∣∣n ∫ 1

0
f(x)e−nx dx− f(0)

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣n ∫ 1

0
f(x)e−nx dx− n

∫ 1

0
p(x)e−nx dx

∣∣∣∣+

∣∣∣∣n ∫ 1

0
p(x)e−nx dx− f(0)

∣∣∣∣
≤ n

∫ 1

0
|f(x)− p(x)|e−nx dx+

∣∣∣∣n ∫ 1

0
p(x)e−nx dx− p(0)

∣∣∣∣+ |p(0)− f(0)|

<
ε

3
n

∫ 1

0
e−nx dx+

ε

3
+
ε

3

=
(
1− e−n

) ε
3

+
2ε

3
< ε.

΄Αρα, limn→∞ n
∫ 1
0 f(x)e−nx dx = f(0) και κατά συνέπεια

∫ 1
0 g(x) dx = f(0).

Παράδειγµα 4.56. ΄Εστω f : R→ [0,∞] µετρήσιµη συνάρτηση µε
∫
R f dm = c, όπου 0 < c <∞.

∆ηλαδή η f ∈ L1 (R). Αν το α είναι σταθερό, 0 < α <∞, τότε το όριο

lim
n→∞

∫
R
n ln (1 + (f/n)α) dm =


∞ αν 0 < α < 1 ,

c αν α = 1 ,

0 αν 1 < α <∞ .

Λύση. Επειδή από την υπόθεση
∫
R f dm = c < ∞, από την Πρόταση 4.6(vi) έπεται ότι 0 ≤

f < ∞ σ.π. στο R, δηλαδή m ({x : f(x) =∞}) = 0. ΄Εστω α ≥ 1. Αν 0 ≤ f < ∞, επειδή

(1 + x)α ≥ 1 + xα για κάθε x ≥ 0 και ln(1 + x) ≤ x για κάθε x > −1, ϑα είναι

ln (1 + (f/n)α) ≤ ln (1 + f/n)α = α ln(1 + f/n) ≤ α(f/n) .

Εποµένως,

n ln (1 + (f/n)α) ≤ αf σ.π. , α ≥ 1 . (4.19)
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(i) Αν α = 1 και 0 ≤ f <∞, τότε

lim
n→∞

n ln(1 + f/n) = f lim
n→∞

ln(1 + f/n)

f/n

= f lim
t→0+

ln(1 + t)

t
= f . (κανόνας L’Hôpital)

Είναι λοιπόν

lim
n→∞

n ln (1 + f/n) = f σ.π. και n ln (1 + (f/n)) ≤ f σ.π.

Εποµένως, από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue (Πόρισµα 4.46)

lim
n→∞

∫
R
n ln (1 + f/n) dm =

∫
R
f dm = c .

(ii) Αν α > 1 και 0 ≤ f <∞, τότε

lim
n→∞

n ln (1 + (f/n)α) = f lim
n→∞

ln (1 + (f/n)α)

f/n

= f lim
t→0+

ln (1 + tα)

t

= f lim
t→0+

αtα−1

1 + tα
(κανόνας L’Hôpital)

= 0 .

∆ηλαδή limn→∞ n ln (1 + (f/n)α) = 0 σ.π. και ισχύει η (4.19). Και πάλι από το ϑεώρηµα

κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue

lim
n→∞

∫
R
n ln (1 + (f/n)α) dm =

∫
R

0 dm = 0 .

(iii) ΄Εστω τώρα 0 < α < 1. Αν 0 < f <∞, τότε

lim
n→∞

n ln (1 + (f/n)α) = f lim
n→∞

ln (1 + (f/n)α)

f/n

= f lim
t→0+

ln (1 + tα)

t

= f lim
t→0+

αtα−1

1 + tα
(κανόνας L’Hôpital)

= αf lim
t→0+

1

t1−α + t
=∞ .
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Εποµένως,

lim
n→∞

n ln (1 + (f/n)α) =


∞ αν 0 < f <∞ ,

0 αν f = 0 .

Επειδή από την υπόθεση
∫
R f dm = c > 0, αν E = {x : f(x) = 0}, τότε Ec = {x : f(x) > 0}

µε m(Ec) > 0 (γιατί;). ΄Εχουµε

lim inf
n→∞

∫
R
n ln (1 + (f/nα) dm ≥

∫
R

lim inf
n→∞

n ln (1 + (f/n)α) dm (λήµµα Fatou)

=

∫
R

lim
n→∞

n ln (1 + (f/n)α) dm

=

∫
E

lim
n→∞

n ln (1 + (f/n)α) dm+

∫
Ec

lim
n→∞

n ln (1 + (f/n)α)

=

∫
E

0 dm+

∫
Ec
∞dm =∞ .

΄Αρα, limn→∞
∫
R n ln (1 + (f/n)α) dm =∞.

Παράδειγµα 4.57. ΄Εστω f ∈ L1(E), E ∈M.

1. Τότε

lim
n→∞

∫
{ 1
n
≤|f |≤n}

|f | dm =

∫
E
|f | dm .

2. Για κάθε ε > 0 υπάρχει µετρήσιµο σύνολο A ⊂ E, τέτοιο ώστε

m(A) <∞ , sup
x∈A
|f(x)| <∞ και

∫
E\A
|f | dm < ε .

Λύση.

1. Για κάθε n ∈ N∗ έστω

An :=

{
x ∈ E :

1

n
≤ |f(x)| ≤ n

}
και fn := |f |χ

An
.

Επειδή An ↗
⋃∞
n=1An = {x ∈ E : 0 < |f(x)| <∞}, είναι

lim
n→∞

χ
An

= χ
limn→∞ An

= χ{0<|f |<∞} .

Επειδή η f ∈ L1(E), είναι |f | <∞ σ.π. στο E και εποµένως

lim
n→∞

fn = |f |χ{0<|f |<∞} = |f | σ.π. στο E και fn ≤ |f |, όπου |f | ∈ L1(E) .
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Από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue

lim
n→∞

∫
E
fn dm =

∫
E
|f | dm⇔ lim

n→∞

∫
E
|f |χ

An
dm =

∫
E
|f | dm

⇔ lim
n→∞

∫
An

|f | dm =

∫
E
|f | dm .

Σηµείωση. Επειδή fn = |f |χ
An
↗ |f | σ.π. στο E, ϑα µπορούσαµε να χρησιµοποιήσουµε

και το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης.

2. ΄Εστω ε > 0. Επειδή limn→∞
∫
An
|f | dm =

∫
E |f | dm και∫

An

|f | dm+

∫
E\An

|f | dm =

∫
E
|f | dm ,

έπεται ότι

lim
n→∞

∫
E\An

|f | dm = 0 .

Εποµένως υπάρχει n0 ∈ N∗ τέτοιο ώστε∫
E\An0

|f | dm < ε .

Το An0 είναι µετρήσιµο σύνολο µε An0 ⊂ E. Επειδή

An0 ⊆
{
x ∈ E : |f(x)| ≥ 1

n0

}
,

από την ανισότητα Chebyshev έχουµε

m(An0) ≤ m
({

x ∈ E : |f(x)| ≥ 1

n0

})
≤ n0

∫
E
|f | dm <∞ .

Επίσης, από τον ορισµό του συνόλου An0 έπεται ότι supx∈An0 |f(x)| ≤ n0 <∞.

Το παρακάτω χρήσιµο αποτέλεσµα, γνωστό σαν ῾῾θεώρηµα Beppo Levi᾿᾿, είναι µια µορφή του

ϑεωρήµατος κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue για σειρές συναρτήσεων. ∆ηµοσιεύτηκε το

1906 από τον B. Levi [45].
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Θεώρηµα 4.58 (Beppo Levi). Υποθέτουµε ότι η ακολουθία (fn) µετρήσιµων συναρτήσεων στο

E ∈M είναι τέτοια ώστε
∞∑
n=1

∫
E
|fn|dm <∞ . (4.20)

Τότε η σειρά
∑∞

n=1 fn συγκλίνει σχεδόν παντού στο E και αν

f =
∞∑
n=1

fn , (4.21)

η f ∈ L1(E) και ∫
E
f dm =

∫
E

∞∑
n=1

fn dm =
∞∑
n=1

∫
E
fn dm. (4.22)

Επιπλέον έχουµε ∣∣∣∣∣
∫
E

∞∑
n=1

fn dm

∣∣∣∣∣ ≤
∫
E

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

fn

∣∣∣∣∣ dm ≤
∞∑
n=1

∫
E
|fn|dm. (4.23)

Απόδειξη. ΄Εστω g :=
∑∞

n=1 |fn|. Από το Θεώρηµα 4.13 (ή το Θεώρηµα 4.10) είναι

∫
E
g dm =

∫
E

∞∑
n=1

|fn|dm =
∞∑
n=1

∫
E
|fn| dm <∞ .

Εποµένως, από την Πρόταση 4.6 (vi) η g είναι ολοκληρώσιµη και πεπερασµένη σ.π. στο E.

∆ηλαδή η σειρά
∑∞

n=1 |fn| συγκλίνει σ.π. στο E που συνεπάγεται ότι και η σειρά
∑∞

n=1 fn

συγκλίνει σ.π στο E. ΄Εστω

f(x) :=


∑∞

n=1 fn(x) αν η σειρά συγκλίνει ,

0 διαφορετικά .

Θέσαµε f(x) = 0 για εκείνα τα x ∈ E για τα οποία η σειρά αποκλίνει. Επειδή το σύνολο αυτών

των σηµείων έχει µέτρο µηδέν, ϑα µπορούσαµε αντί για το 0 να επιλέξουµε οποιοδήποτε άλλο

πραγµατικό αριθµό.

Αν gN (x) :=
∑N

n=1 fn(x), τότε limN→∞ gN (x) = f(x) σχεδόν για κάθε x ∈ E και

|gN (x)| ≤ g(x) =

∞∑
n=1

|fn(x)| , για κάθε N ∈ N∗, όπου g ∈ L1(E) .
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Εφαρµόζοντας για τη (gN ) το Πόρισµα 4.46, έχουµε ότι f ∈ L1(E) και∫
E

∞∑
n=1

fn dm =

∫
E
f dm

= lim
N→∞

∫
E
gN dm

= lim
N→∞

∫
E

N∑
n=1

fn dm

= lim
N→∞

N∑
n=1

∫
E
fn dm =

∞∑
n=1

∫
E
fn dm.

Ας σηµειωθεί ότι επειδή
∫
E |fn| dm < ∞, δηλαδή fn ∈ L1(E), n ∈ N∗, απο την Πρόταση 4.37

είναι ∫
E

N∑
n=1

fn dm =

N∑
n=1

∫
E
fn dm.

Επειδή η f ∈ L1(E), ϑα είναι
∣∣∫
E f dm

∣∣ ≤ ∫E |f | dm και εποµένως∣∣∣∣∣
∫
E

∞∑
n=1

fn dm

∣∣∣∣∣ ≤
∫
E

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

fn

∣∣∣∣∣ dm ≤
∫
E

∞∑
n=1

|fn|dm =
∞∑
n=1

∫
E
|fn|dm.

Παρατήρηση 4.59. ΄Ολα τα προηγούµενα ϑεωρήµατα και προτάσεις αυτής της παραγράφου δια-

τυπώθηκαν για µετρήσιµες πραγµατικές συναρτήσεις. ΄Οµως αυτά τα αποτελέσµατα ισχύουν και

στην περίπτωση που οι συναρτήσεις είναι µετρήσιµες και έχουν µιγαδικές τιµές. Αυτό είναι προφανές

αν ϑεωρήσουµε το πραγµατικό και το ϕανταστικό µέρος των συναρτήσεων.

Παράδειγµα 4.60. Αν fn(x) = nxn−1 − (n+ 1)xn, x ∈ (0, 1), τότε∫ 1

0

∞∑
n=1

fn(x) dm(x) 6=
∞∑
n=1

∫ 1

0
fn(x) dm(x) .

Εποµένως
∑∞

n=1

∫ 1
0 |fn(x)| dm(x) =∞.

Λύση. Οι συναρτήσεις fn, n ∈ N∗, είναι συνεχείς στο (0, 1). ΄Οπως ϑα αποδείξουµε στο Θεώ-

ϱηµα 4.76 της επόµενης παραγράφου, το ολοκλήρωµα Riemann της fn στο [0, 1] ισούται µε το
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ολοκλήρωµα Lebesgue της fn στο [0, 1]. Επειδή για κάθε x ∈ (0, 1)

∞∑
n=1

fn(x) =

∞∑
n=1

(
nxn−1 − (n+ 1)xn

)
= lim

N→∞

N∑
n=1

(
nxn−1 − (n+ 1)xn

)
= lim

N→∞

(
1− (N + 1)xN

)
= 1 ,

είναι
∫ 1
0

∑∞
n=1 fn(x) dm(x) = 1. ΄Οµως∫ 1

0
fn(x) dm(x) =

∫ 1

0

(
nxn−1 − (n+ 1)xn

)
dx = 0 ,

οπότε
∑∞

n=1

∫ 1
0 fn(x) dm(x) = 0. Είναι λοιπόν,∫ 1

0

∞∑
n=1

fn(x) dm(x) = 1 6= 0 =

∞∑
n=1

∫ 1

0
fn(x) dm(x) .

Εποµένως, το ϑεώρηµα B. Levi συνεπάγεται ότι
∑∞

n=1

∫ 1
0 |fn(x)| dm(x) =∞. Πράγµατι, επειδή

fn(x) ≥ 0, για 0 < x ≤ n/(n+ 1) και fn(x) ≤ 0, για n/(n+ 1) ≤ x ≤ 1, έχουµε∫ 1

0
|fn(x)| dx =

∫ n/(n+1)

0
fn(x) dx−

∫ 1

n/(n+1)
fn(x) dx =

1

n+ 1
· 2(

1 + 1
n

)n .
΄Αρα,

∞∑
n=1

∫ 1

0
|fn(x)| dx =

∞∑
n=1

1

n+ 1
· 2(

1 + 1
n

)n =∞ .

Παράδειγµα 4.61. Για ποιες τιµές του a ∈ R η δυναµοσειρά
∑∞

n=1 n
axn συγκλίνει σε µια ολο-

κληρώσιµη συνάρτηση στο [−1, 1];

Λύση. Η δυναµοσειρά
∑∞

n=1 n
axn έχει ακτίνα σύγκλισηςR = 1 και εποµένως συγκλίνει απόλυτα

για x ∈ (−1, 1). Παρατηρούµε ότι

∞∑
n=1

∫
[−1,1]

|naxn| dm(x) =

∞∑
n=1

na
∫
[−1,1]

|x|n dm(x) =

∞∑
n=1

na2

∫ 1

0
xn dx =

∞∑
n=1

2na

n+ 1
.

(i) a < 0. Επειδή

lim
n→∞

2na/(n+ 1)

1/n1−a
= 2 lim

n→∞

n

n+ 1
= 2
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και η σειρά
∑∞

n=1
1

n1−a συγκλίνει, ϑα συγκλίνει και η σειρά
∑∞

n=1
2na

n+1 . Εποµένως,

∞∑
n=1

∫
[−1,1]

|naxn| dx <∞

και από το ϑεώρηµα B. Levi το άθροισµα της δυναµοσειράς
∑∞

n=1 n
axn είναι µια ολοκληρώσιµη

συνάρτηση.

(ii) a ≥ 0. Τώρα η σειρά
∑∞

n=1
1

n1−a =∞ οπότε µε σύγκριση, όπως και προηγουµένως, ϑα είναι

και
∑∞

n=1
2na

n+1 = ∞. Υποθέτουµε ότι η
∑∞

n=1 n
axn είναι ολοκληρώσιµη στο [−1, 1]. Τότε η∑∞

n=1 n
axn είναι ολοκληρώσιµη στο [0, 1] και από το Θεώρηµα 4.13∫

[0,1]

∞∑
n=1

naxndm(x) =

∞∑
n=1

na
∫ 1

0
xndx =

∞∑
n=1

na

n+ 1
=∞ ,

που είναι άτοπο. Εποµένως, η δυναµοσειρά
∑∞

n=1 n
axn δεν είναι ολοκληρώσιµη για a ≥ 0.

Παράδειγµα 4.62. Η συνάρτηση Bessel τάξης 0 ορίζεται ως εξής

J0(x) :=
∞∑
n=0

(
−1/2

n

)
x2n

(2n)!
=
∞∑
n=0

(−1)n
x2n

4n(n!)2
, x ∈ R .

Αν s > 1, τότε ο µετασχηµατισµός Laplace της J0 είναι∫ ∞
0

e−sxJ0(x) dx =
∞∑
n=0

(
−1/2

n

)
Γ(2n+ 1)

(2n)!s2n+1
=

1√
1 + s2

.

Λύση. Είναι
(−1/2

0

)
= 1 και επαγωγικά αποδεικνύεται ότι∣∣∣∣(−1/2

n

)∣∣∣∣ =
1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)

2nn!
=

(2n)!

4n(n!)2
< 1 , για κάθε n ∈ N .

Εποµένως, για κάθε x ≥ 0

∞∑
n=0

∣∣∣∣(−1/2

n

)
x2n

(2n)!
e−sx

∣∣∣∣ ≤ ∞∑
n=0

x2n

(2n)!
e−sx ≤

∞∑
n=0

xn

(n)!
e−sx = e(1−s)x .

Από το Θεώρηµα 4.13

∞∑
n=0

∫ ∞
0

∣∣∣∣(−1/2

n

)
x2n

(2n)!
e−sx

∣∣∣∣ dx =

∫ ∞
0

∞∑
n=0

∣∣∣∣(−1/2

n

)
x2n

(2n)!
e−sx

∣∣∣∣ dx

≤
∫ ∞
0

e(1−s)x dx =
1

1− s
<∞ .
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Επειδή

e−sxJ0(x) =

∞∑
n=0

(
−1/2

n

)
x2n

(2n)!
e−sx , x ∈ R ,

έχουµε∫ ∞
0

e−sxJ0(x) dx =

∫ ∞
0

∞∑
n=0

(
−1/2

n

)
x2n

(2n)!
e−sx dx

=

∞∑
n=0

(
−1/2

n

)
1

(2n)!

∫ ∞
0

x2ne−sx dx (ϑεώρηµα B. Levi)

=
∞∑
n=0

(
−1/2

n

)
1

(2n)!s2n+1

∫ ∞
0

e−tt2n dt (αντικατάσταση x = t/s)

=
∞∑
n=0

(
−1/2

n

)
Γ(2n+ 1)

(2n)!s2n+1

=
1

s

∞∑
n=0

(
−1/2

n

)(
1

s2

)n
=

1

s

(
1 +

1

s2

)−1/2
(διωνυµική σειρά)

=
1√

1 + s2
.

Ας σηµειωθεί ότι επειδή το γενικευµένο ολοκλήρωµα της f(x) = e−sxJ0(x) συγκλίνει απόλυτα

στο [0,∞), από το Θεώρηµα 4.91 η f είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη στο [0,∞) και τα δύο

ολοκληρώµατα είναι ίσα.

Παράδειγµα 4.63. ΄Εστω 1 < k1 < k2 < · · · < kn < · · · γνήσια αύξουσα ακολουθία ϕυσικών

αριθµών και έστω

fN (x) :=
1

N

N∑
n=1

eiknx .

(αʹ) Να αποδειχθεί ότι

1

2π

∞∑
m=1

∫ 2π

0
|fm2 (x)|2 dx =

∞∑
m=1

1

m2
<∞ .

(ϐʹ) Αν m2 ≤ N < (m+ 1)2, να αποδειχθεί ότι∣∣∣∣fN (x)− m2

N
fm2(x)

∣∣∣∣ < 2√
N
. (4.24)

(γʹ) Χρησιµοποιώντας τις (α΄) και (ϐ΄) να αποδειχθεί ότι limN→∞ fN (x) = 0 σ.π.
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Απόδειξη. (αʹ) Επειδή

1

2π

∫ 2π

0
ei(kr−ks)x dx =


1 αν r = s ,

0 αν r 6= s ,

έχουµε

1

2π

∫ 2π

0
|fm2(x)|2 dx =

1

2π

∫ 2π

0

 1

m2

m2∑
r=1

eikrx

 1

m2

m2∑
s=1

e−iksx

 dx

=
1

m4

m2∑
r=1

m2∑
s=1

1

2π

∫ 2π

0
ei(kr−ks)x dx =

1

m2
.

Κατά συνέπεια
1

2π

∞∑
m=1

∫ 2π

0
|fm2(x)|2 dx =

∞∑
n=1

1

m2
<∞

και αυτό αποδεικνύει την (α΄). Από το ϑεώρηµα B. Levi η σειρά
∑∞

m=1 |fm2(x)|2 συγκλίνει

σ.π. και εποµένως limm→∞ fm2(x) = 0 σ.π.

(ϐʹ) Για N = m2 η (4.24) προφανώς ισχύει. Αν m2 < N < (m+ 1)2, τότε

∣∣∣∣fN (x)− m2

N
fm2(x)

∣∣∣∣ =
1

N

∣∣∣∣∣∣
N∑

n=m2+1

eiknx

∣∣∣∣∣∣
≤ N −m2

N

≤ (m+ 1)2 − 1−m2

N

=
2m

N
<

2
√
N

N
=

2√
N
.

(γʹ) Από τη διπλή ανισότητα m2 ≤ N < (m+ 1)2 έπεται ότι

1− 1

N
− 2√

N
<
m2

N
≤ 1 .

Εποµένως, limN→∞
m2

N = 1. Επειδή από την (α΄) έχουµε ότι limm→∞ fm2(x) = 0 σ.π., η

(4.24) συνεπάγεται ότι limN→∞ fN (x) = 0 σ.π.

Για µη αρνητικές µετρήσιµες συναρτήσεις έχει αποδειχθεί, ϐλέπε Πρόταση 4.9, ότι
∫
R f dm = 0

αν και µόνο αν f = 0 σ.π. Γενικά αυτό δεν ισχύει για πραγµατικές ολοκληρώσιµες συναρτήσεις.
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΄Εστω για παράδειγµα f(x) = χ[0,π](x) cosx. Τότε η f δεν είναι µηδέν σ.π. ενώ∫
R
χ[0,π](x) cosx dm(x) =

∫ π

0
cosx dx = 0 .

Αν όµως f ∈ L1 (R), τότε ϑα αποδείξουµε ότι f = 0 σ.π. αν και µόνο αν
∫
E f dm = 0, για κάθε

E ∈M.

Λήµµα 4.64. Αν f, g ∈ L1 (R), οι παρακάτω προτάσεις είναι ισοδύναµες

( i) f = g σ.π.

( ii)
∫
R |f − g| dm = 0.

( iii)
∫
E f dm =

∫
E g dm , για κάθε E ∈M.

Απόδειξη. (i)⇔ (ii) Από την Πρόταση 4.9∫
R
|f − g| dm = 0⇔ |f − g| = 0 σ.π.⇔ f = g σ.π.

(ii)⇒ (iii) Είναι∣∣∣∣∫
E
f dm−

∫
E
g dm

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
E

(f − g) dm

∣∣∣∣ ≤ ∫
E
|f − g|dm ≤

∫
R
|f − g| dm = 0 ,

οπότε ∫
E
f dm =

∫
E
g dm.

(iii)⇒ (ii) ΄Εστω E = {x ∈ R : f(x)− g(x) ≥ 0}. Τότε E,Ec ∈M και εποµένως∫
R
|f − g|dm =

∫
E
|f − g|dm+

∫
Ec
|f − g| dm =

∫
E

(f − g) dm−
∫
Ec

(f − g) dm = 0 .

Σκοπός µας τώρα είναι να ορίσουµε µία νόρµα στο χώρο L1 (E), όπου E ∈M.

Ορισµός 4.65. ΄Εστω X ένας πραγµατικός (ή µιγαδικός) διανυσµατικός χώρος. Η συνάρτηση

x 7→ ‖x‖ από το X στο R είναι µία νόρµα στο X αν ικανοποιεί:

( i) ‖x‖ ≥ 0, για κάθε x ∈ X και ‖x‖ = 0 αν και µόνο αν x = 0,
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( ii) ‖αx‖ = |α|‖x‖, για κάθε α ∈ R (ή C), x ∈ X,

( iii) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖, για κάθε x, y ∈ X.

Ο χώροςX εφοδιασµένος µε τη νόρµα ‖ · ‖ λέγεται χώρος µε νόρµα. Η συνάρτηση d : X×X →

R, µε d(x, y) := ‖x− y‖, είναι προφανώς µία µετρική στο X.

Είναι ϕυσικό να ορίσουµε τη νόρµα στον L1(E) ως εξής

‖f‖1 :=

∫
E
|f |dm.

Τότε η

d(f, g) =

∫
E
|f − g|dm

ϑα ήταν µία µετρική στον L1(E). ∆εν είναι όµως µία µετρική επειδή d(f, g) = 0 συνεπάγεται ότι

f = g σ.π στο E (επίσης ‖f‖1 = 0 συνεπάγεται ότι f = 0 σ.π. στο E). Εποµένως, προκειµένου η

‖ · ‖1 να είναι µία νόρµα ϑα πρέπει να ταυτίσουµε τις συναρτήσεις που είναι ίσες σχεδόν παντού

στο E.

Ορίζουµε µία σχέση ισοδυναµίας στον L1(E) ως εξής

f ∼ g αν και µόνο αν f = g σ.π. στο E .

΄Εστω f, g, h ∈ L1(E). Είναι προφανές ότι f ∼ f και f ∼ g ⇒ g ∼ f . Επίσης f ∼ g και g ∼ h

συνεπάγεται f ∼ h. Οι κλάσεις ισοδυναµίας είναι της µορφής [f ] = {g ∈ L1(E) : g = f σ.π.}.

Αν [f ] και [g] είναι δύο κλάσεις ισοδυναµίας, τότε είτε [f ] = [g] ή [f ] ∩ [g] = ∅. Η οικογέ-

νεια {[f ] : f ∈ L1(E)} αποτελεί µία διαµέριση του L1(E) και εύκολα ϕαίνεται ότι είναι ένας

διανυσµατικός χώρος αν ορίσουµε

[f ] + [g] := [f + g] και a[f ] := [af ] , ∀a ∈ R (ή C) .

Τώρα, η

‖[f ]‖1 :=

∫
E
|f | dm

είναι µία νόρµα στο διανυσµατικό χώρο των κλάσεων ισοδυναµιών. Στο εξής ϑα ϑεωρούµε τον

L1(E) σαν το χώρο των κλάσεων ισοδυναµιών των ολοκληρώσιµων συναρτήσεων, όπου οι ολο-

κληρώσιµες συναρτήσεις που ανήκουν στην ίδια κλάση διαφέρουν ανά δύο µεταξύ τους µόνο

σ᾿ ένα σύνολο µέτρου µηδέν. Για συντοµία, όταν ϑα λέµε ότι η f είναι ένα στοιχείο του L1(E)
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ϑα εννοούµε την κλάση ισοδυναµίας στην οποία ανήκει η συνάρτηση f . ∆ηλαδή ταυτίζουµε την

ολοκληρώσιµη συνάρτηση f µε την [f ] και ορίζουµε

‖f‖1 = ‖[f ]‖1 =

∫
E
|f |dm.

΄Εστω ο διανυσµατικός χώρος X µε νόρµα ‖ · ‖X . Λέµε ότι η ακολουθία (xn) ∈ X είναι Cauchy

αν

∀ε > 0 , ∃N ∈ N∗ : m,n ≥ N ⇒ ‖xm − xn‖X < ε .

Αν κάθε ακολουθία Cauchy συγκλίνει σε κάποιο διάνυσµα του χώρου X, τότε λέµε ότι ο χώρος

µε νόρµα X είναι πλήρης (Banach). Θα λέµε ότι η σειρά
∑∞

n=1 xn συγκλίνει στο x ∈ X, αν η

ακολουθία των µερικών αθροισµάτων
∑N

n=1 xn συγκλίνει στο x ∈ X, δηλαδή αν

lim
n→∞

∥∥∥∥∥
N∑
n=1

xn − x

∥∥∥∥∥
X

= 0 .

Σ᾿ αυτή την περίπτωση γράφουµε, ως συνήθως,
∑∞

n=1 xn = x. Το παρακάτω αποτέλεσµα είναι

µία ικανή και αναγκαία συνθήκη για να είναι ένας χώρος µε νόρµα πλήρης.

Θεώρηµα 4.66. Ο χώρος µε νόρµα X είναι πλήρης αν και µόνο αν κάθε σειρά που συγκλίνει

απόλυτα στο X συγκλίνει. ∆ηλαδή ο X είναι πλήρης αν και µόνο αν η σειρά
∑∞

n=1 xn συγκλίνει

στο X όταν
∑∞

n=1 ‖xn‖X <∞.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι ο χώρος µε νόρµα X είναι πλήρης και ότι η σειρά
∑∞

n=1 xn συγκλίνει

απόλυτα, δηλαδή
∑∞

n=1 ‖xn‖X < ∞. Αν σn =
∑n

k=1 ‖xk‖X , η (σn) είναι πραγµατική συγκλί-

νουσα ακολουθία και εποµένως είναι ακολουθία Cauchy. Τότε, για κάθε ε > 0 υπάρχει n0 ∈ N∗

τέτοιο ώστε για κάθε m > n > n0 είναι:

σm − σn =
m∑

k=n+1

‖xk‖X < ε .

Εποµένως, αν Sn =
∑n

k=1 xk έχουµε

‖Sm − Sn‖X =

∥∥∥∥∥
m∑

k=n+1

xk

∥∥∥∥∥
X

≤
m∑

k=n+1

‖xk‖X < ε ,
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δηλαδή η (Sn) είναι µία ακολουθία Cauchy στο χώρο X. ΄Αρα η (Sn) ϑα συγκλίνει σε κάποιο

διάνυσµα του X. Ισοδύναµα, η σειρά
∑∞

n=1 xn ϑα συγκλίνει σε κάποιο διάνυσµα του X.

Για το αντίστροφο υποθέτουµε ότι ο χώρος X δεν είναι πλήρης. Τότε υπάρχει ακολουθία Cauchy

(xn) που δεν συγκλίνει στο χώρο X. Επειδή η (xn) είναι Cauchy, για κάθε n ∈ N∗ υπάρχει

kn ∈ N∗ τέτοιο ώστε για m, p ≥ kn είναι

‖xm − xp‖X <
1

2n
. (4.25)

Μπορούµε να πάρουµε: k1 < k2 < · · · < kn < · · · . Τότε η υπακολουθία (xkn) της (xn)

δεν συγκλίνει στο X. Πράγµατι, αν υποθέσουµε ότι limn→∞ xkn = x ∈ X, επειδή η (xn)

είναι ακολουθία Cauchy ϑα είναι και limn→∞ xn = x ∈ X (γιατί ;) πού είναι άτοπο. Είναι∑N
n=1

(
xkn+1 − xkn

)
= xkN+1

− xk1 , οπότε η σειρά
∑∞

n=1

(
xkn+1 − xkn

)
δεν συγκλίνει στο X.

΄Οµως από την (4.25)
∞∑
n=1

∥∥xkn+1 − xkn
∥∥
X
≤
∞∑
n=1

1

2n
= 1 .

∆ηλαδή η σειρά
∑∞

n=1

(
xkn+1 − xkn

)
συγκλίνει απόλυτα και εποµένως ϑα συγκλίνει, άτοπο. ΄Αρα,

ο χώρος X είναι πλήρης.

Είµαστε τώρα σε ϑέση να αποδείξουµε ότι ο χώρος L1(E) είναι πλήρης.

Θεώρηµα 4.67. Ο χώρος L1(E) είναι πλήρης, δηλαδή είναι ένας χώρος Banach.

Απόδειξη. Από το Θεώρηµα 4.66 αρκεί να αποδείξουµε ότι
∑∞

n=1 ‖fn‖1 < ∞ συνεπάγεται ότι η

σειρά
∑∞

n=1 fn συγκλίνει, ως πρός τη νόρµα του L1(E), σ᾿ ένα στοιχείο του L1(E). ΄Οµως αν

∞∑
n=1

‖fn‖1 =

∞∑
n=1

∫
E
|fn|dm <∞ ,

από το ϑεώρηµα B. Levi η σειρά f(x) =
∑∞

n=1 fn(x) συγκλίνει σχεδόν παντού στοE, η f ∈ L1(E)
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και ∥∥∥∥∥f −
N∑
n=1

fn

∥∥∥∥∥
1

=

∫
E

∣∣∣∣∣f −
N∑
n=1

fn

∣∣∣∣∣ dm

=

∫
E

∣∣∣∣∣
∞∑

n=N+1

fn

∣∣∣∣∣ dm

≤
∞∑

n=N+1

∫
E
|fn| dm

=
∞∑

n=N+1

‖fn‖1 −−−−→
N→∞

0 .

∆ηλαδή η σειρά
∑∞

n=1 fn συγκλίνει, ως πρός τη νόρµα του L1(E), στην f ∈ L1(E).

4.3 Σύγκριση των Ολοκληρωµάτων Riemann και Lebesgue

Αρχίζουµε µε µια σύντοµη επισκόπηση του ολοκληρώµατος Riemann, οι ορισµοί και τα αποτελέ-

σµατα που ϑα αναφέρουµε υπάρχουν στα περισσότερα εισαγωγικά ϐιβλία Πραγµατικής Ανάλυσης

ή Απειροστικού Λογισµού.

΄Εστω f : [a, b] → R µία ϕραγµένη πραγµατική συνάρτηση, όπου a, b, µε a < b, είναι πραγ-

µατικοί αριθµοί. Μια διαµέριση του [a, b] είναι ένα πεπερασµένο διατεταγµένο σύνολο P =

{x0, x1, x2, . . . , xn}, όπου

a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = b .

΄Εστω

mk = inf {f (x) : x ∈ [xk−1, xk]} και Mk = sup {f (x) : x ∈ [xk−1, xk]} ,

για κάθε k = 1, 2, . . . , n. Το κάτω άθροισµα της f που αντιστοιχεί στη διαµέριση P ορίζεται ως

εξής

L (f, P ) :=
n∑
k=1

mk (xk − xk−1) .

Παρόµοια, το άνω άθροισµα της f που αντιστοιχεί στη διαµέριση P ορίζεται ως εξής

U (f, P ) :=
n∑
k=1

Mk (xk − xk−1) .

Προκειµένου να ορίσουµε το ολοκλήρωµα Riemann της f , πρώτα αποδεικνύεται ότι για οποιαδή-

ποτε διαµέριση P του [a, b], L (f, P ) ≤ U (f, P ) και στη συνέχεια ότι για κάθε διαµέριση P ′ η ο-

ποία είναι λεπτότερη της P , δηλαδή P ′ ⊃ P , είναι L (f, P ) ≤ L (f, P ′) και U (f, P ′) ≤ U (f, P ).
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Τέλος, αν P1 και P2 είναι δύο διαµερίσεις του [a, b], τότε η διαµέριση P1 ∪ P2 είναι λεπτότερη

των P1, P2 και εποµένως L (f, P1) ≤ U (f, P2) για οποιεσδήποτε διαµερίσεις P1, P2 του [a, b].

Εποµένως, κάθε άνω άθροισµα είναι ένα άνω ϕράγµα για την οικογένεια όλων των κάτω αθροι-

σµάτων και παρόµοια, κάθε κάτω άθροισµα είναι ένα κάτω ϕράγµα για την οικογένεια όλων των

άνω αθροισµάτων. ΄Αρα, το σύνολο

{L (f, P ) : P είναι µια διαµέριση του [a, b]}

είναι άνω ϕραγµένο στο R και το σύνολο

{U (f, P ) : P είναι µια διαµέριση του [a, b]}

είναι κάτω ϕραγµένο στο R.

Ορισµός 4.68. ΄Εστω f : [a, b] → R µία ϕραγµένη συνάρτηση. Τότε, το κάτω ολοκλήρωµα της

f στο [a, b] ορίζεται ως εξής∫ b

a
f (x) dx := sup {L (f, P ) : P είναι µια διαµέριση του [a, b]} .

Παρόµοια, το άνω ολοκλήρωµα της f στο [a, b] ορίζεται ως εξής

∫ b

a
f(x) dx := inf {U (f, P ) : P είναι µια διαµέριση του [a, b]} .

Θα λέµε ότι η f είναι ολοκληρώσιµη κατά Riemann ή Riemann ολοκληρώσιµη στο [a, b], αν

∫ b

a
f(x) dx =

∫ b

a
f(x) dx .

Σ᾿ αυτή την περίπτωση η κοινή τιµή των λέγεται ολοκλήρωµα Riemann της f στο [a, b] και συµβο-

λίζεται µε
∫ b
a f(x) dx.

∆ίνουµε τώρα ένα χαρακτηρισµό για την ολοκληρωσιµότητα κατά Riemann µιας συνάρτησης η

οποία είναι γνωστή και σαν συνθήκη του Riemann. Η απόδειξη προκύπτει σχετικά εύκολα από

τον προηγούµενο ορισµό.
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Θεώρηµα 4.69 (1ο κριτήριο ολοκληρωσιµότητας). ΄Εστω f : [a, b]→ R µία ϕραγµένη συνάρ-

τηση. Η f είναι ολοκληρώσιµη κατά Riemann αν και µόνο αν για κάθε ε > 0 υπάρχει διαµέριση

Pε του [a, b] τέτοια ώστε

U (f, Pε)− L (f, Pε) < ε .

Παράδειγµα 4.70. Η συνάρτηση Dirichlet

D(x) :=


1 αν x ∈ Q ,

0 αν x /∈ Q

δεν είναι Riemann ολοκληρώσιµη στο [0, 1]. Πράγµατι, για κάθε διαµέριση P του [0, 1] είναι

L(D,P ) = 0 και U(D,P ) = 1. Τότε, U(D,P )− L(D,P ) = 1 για κάθε διαµέριση P του [0, 1] και

εποµένως η D δεν είναι Riemann ολοκληρώσιµη στο [0, 1].

Η λεπτότητα ή νόρµα µιας διαµέρισης P = {x0, x1, x2, . . . , xn} ενός διαστήµατος [a, b], a < b,

ορίζεται ως εξής

‖P‖ := max
1≤k≤n

(xk − xk−1) .

Θα δώσουµε στη συνέχεια ένα δεύτερο χαρακτηρισµό για την ολοκληρωσιµότητα κατά Riemann

µιας πραγµατικής συνάρτησης. Για την απόδειξη χρειαζόµαστε την παρακάτω ϐοηθητική πρότα-

ση.

Λήµµα 4.71. ΄Εστω f : [a, b]→ R ϕραγµένη συνάρτηση και έστω

M = sup {f(x) : a ≤ x ≤ b} , m = inf {f(x) : a ≤ x ≤ b} .

Αν P,Q είναι δύο διαµερισεις του [a, b] και η Q έχει r σηµεία στο (a, b), τότε

(i) U(f, P )− U(f, P ∪Q) ≤ r(M −m)‖P‖ ,

(ii) L(f, P ∪Q)− L(f, P ) ≤ r(M −m)‖P‖ .
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Απόδειξη. (i) ΄Εστω P = {x0, x1, x2, . . . , xn} και έστω η διαµέρισηQ έχει ένα σηµείο y ∈ (a, b),

µε y /∈ P . Υποθέτουµε ότι xk−1 < y < xk. Αν Mk = sup {f(x) : xk−1 ≤ x ≤ xk}, M ′k =

sup {f(x) : xk−1 ≤ x ≤ y} και M ′′k = sup {f(x) : y ≤ x ≤ xk}, τότε

U(f, P )− U(f, P ∪Q) = Mn(xk − xk−1)−M ′k(y − xk−1)−M ′′k (xk − y)

≤M(xk − xk−1)−m(y − xk−1)−m(xk − y)

= (M −m)(xk − xk−1)

≤ (M −m)‖P‖ .

Εποµένως, αν η Q έχει r σηµεία στο (a, b), τότε U(f, P )− U(f, P ∪Q) ≤ r(M −m)‖P‖.

(ii) Η απόδειξη είναι παρόµοια.

Θεώρηµα 4.72 (2ο κριτήριο ολοκληρωσιµότητας). ΄Εστω f : [a, b]→ R ϕραγµένη συνάρτηση.

Η f είναι ολοκληρώσιµη κατά Riemann αν και µόνο αν για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε

για κάθε διαµέριση P του [a, b] µε ‖P‖ ≤ δ είναι

U(f, P )− L(f, P ) < ε .

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι η f είναι ολοκληρώσιµη κατά Riemann στο διάστηµα [a, b]. Για κάθε

ε > 0, από το προηγούµενο ϑεώρηµα υπάρχει διαµέριση Pε του [a, b] τέτοια ώστε

U(f, Pε)− L(f, Pε) <
ε

3
.

Αν P είναι µια οποιαδήποτε διαµέριση του [a, b], τότε η διαµέριση P ∪ Pε είναι λεπτότερη της Pε

και εποµένως

U(f, P ∪ Pε)− L(f, P ∪ Pε) <
ε

3
.

Υποθέτουµε ότι η διαµέριση Pε έχει r σηµεία στο (a, b). Αν πάρουµε δ = ε
3r(M−m) , όπου

M = sup
a≤x≤b

f(x) και m = inf
a≤x≤b

f(x), τότε για κάθε διαµέριση P του [a, b], µε ‖P‖ < δ, από το

προηγούµενο λήµµα έχουµε

U(f, P )− U(f, P ∪ Pε) <
ε

3
και L(f, P ∪ Pε)− L(f, P ) <

ε

3
.
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Εποµένως,

U(f, P )− L(f, P )

= (U(f, P )− U(f, P ∪ Pε)) + (U(f, P ∪ Pε)− L(f, P ∪ Pε)) + (L(f, P ∪ Pε)− L(f, P ))

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε ,

για κάθε διαµέριση P του [a, b], µε ‖P‖ < δ.

Για να αποδείξουµε το αντίστροφο, υποθέτουµε ότι για κάποια διαµέριση P , µε ‖P‖ < δ, είναι

U(f, P )− L(f, P ) < ε. Τότε

0 ≤
∫ b

a
f(x) dx−

∫ b

a
f(x) dx ≤ U(f, P )− L(f, P ) < ε ,

για κάθε ε > 0. Εποµένως
∫ b
a f(x) dx =

∫ b
a f(x) dx, δηλαδή η f είναι ολοκληρώσιµη κατά

Riemann στο διάστηµα [a, b].

Το επόµενο αποτέλεσµα, το οποίο είναι πόρισµα του προηγούµενου κριτηρίου ολοκληρωσιµότη-

τας, µας δίνει ένα χρήσιµο προσεγγιστικό τύπο για την ολοκληρωσιµότητα κατά Riemann.

Θεώρηµα 4.73. Υποθέτουµε ότι η f : [a, b] → R είναι µια ϕραγµένη συνάρτηση και ότι η (Pn)

είναι ακολουθία διαµερίσεων του [a, b] τέτοια ώστε limn→∞ ‖Pn‖ = 0.

(αʹ) Αν η f είναι Riemann ολοκληρώσιµη στο [a, b], τότε

lim
n→∞

L (f, Pn) = lim
n→∞

U (f, Pn) =

∫ b

a
f (x) dx .

(ϐʹ) Αν limn→∞ L (f, Pn) = limn→∞ U (f, Pn) = I, τότε η f είναι Riemann ολοκληρώσιµη στο

[a, b] και
∫ b
a f (x) dx = I.

Ορισµός 4.74. Μια κλιµακωτή συνάρτηση στο R είναι µια συνάρτηση της µορφής

ϕ =
n∑
k=1

akχIk ,

όπου a1, . . . , an ∈ R και η (Ik)
n
k=1 είναι µία πεπερασµένη ακολουθία ϕραγµένων και ξένων ανά

δύο διαστηµάτων. Τα διαστήµατα Ik µπορεί να είναι ανοικτά, κλειστά, ή ηµιανοικτά (µπορεί να

είναι και µονοσύνολα) .
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΄Εστω η f : [a, b]→ R είναι µία ϕραγµένη συνάρτηση και έστω P = {x0, x1, x2, . . . , xn} µία δια-

µέριση του [a, b]. Αν mk = inf {f (x) : xk−1 ≤ x ≤ xk} και Mk = sup {f (x) : xk−1 ≤ x ≤ xk},

τότε οι

ϕ =

n∑
k=1

mkχ[xk−1, xk)
και ψ =

n∑
k=1

Mkχ[xk−1, xk)

είναι δύο κλιµακωτές συναρτήσεις οι οποίες είναι Lebesgue ολοκληρώσιµες. Μάλιστα, είναι∫
[a,b]

ϕdm =

n∑
k=1

mk

∫
[a,b]
χ[xk−1, xk)

dm =

n∑
k=1

mk (xk − xk−1) = L (f, P )

και παρόµοια ∫
[a,b]

ψ dx =
n∑
k=1

Mk (xk − xk−1) = U (f, P ) .

Θα αποδείξουµε τώρα ένα σηµαντικό ϑεώρηµα, το οποίο οφείλεται στον Lebesgue και είναι µια

ικανή και αναγκαία συνθήκη για µια ϕραγµένη πραγµατική συνάρτηση, ορισµένη σ᾿ ένα κλειστό

και ϕραγµένο διάστηµα, να είναι ολοκληρώσιµη κατά Riemann. Για την απόδειξη ϑα χρειαστούµε

την παρακάτω ϐοηθητική πρόταση η οποία συνδέει τις κλιµακωτές συναρτήσεις µε την συνέχεια

και την ολοκληρωσιµότητα κατά Riemann µιας συνάρτησης.

Λήµµα 4.75. Μια συνάρτηση f : [a, b] → R είναι συνεχής σ.π., αν και µόνο αν υπάρχουν

ακολουθίες (ϕn) και (ψn) κλιµακωτών συναρτήσεων τέτοιες ώστε

ϕ1 ≤ ϕ2 ≤ · · · ≤ ϕn ≤ · · · ≤ f ≤ · · · ≤ ψn ≤ · · · ≤ ψ2 ≤ ψ1

και limn→∞ ϕn (x) = f (x) = limn→∞ ψn (x) σ.π. στο [a, b].

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι υπάρχει υποσύνολο N του [a, b] µέτρου µηδέν, τέτοιο ώστε

ϕn (x)↗ f (x) και ψn (x)↘ f (x) για κάθε x ∈ [a, b] \N .

Εξ᾿ ορισµού, κάθε κλιµακωτή συνάρτηση είναι ασυνεχής σε πεπερασµένο το πλήθος σηµεία. Αν

D είναι το σύνολο των σηµείων του [a, b] στα οποία οι ακολουθίες των κλιµακωτών συναρτήσεων

(ϕn) και (ψn) είναι ασυνεχείς, τότε το σύνολο D είναι αριθµήσιµο και έχει µέτρο µηδέν. ΄Εστω

x0 ∈ [a, b]\(N ∪D), όπουm (N ∪D) = 0. Επειδή limn→∞ ϕn (x0) = f (x0) = limn→∞ ψn (x0),
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για κάθε ε > 0 υπάρχει n ∈ N τέτοιο ώστε

ψn (x0)− ϕn (x0) < ε .

Επίσης, επειδή οι ϕn και ψn είναι κλιµακωτές συναρτήσεις, υπάρχει ανοικτό υποδιάστηµα

(x0 − δ, x0 + δ) του [a, b], τέτοιο ώστε ϕn (x) = ϕn (x0) και ψn (x) = ψn (x0), για κάθε x ∈

(x0 − δ, x0 + δ). Εποµένως, αν |x− x0| < δ, τότε

ϕn (x0)− ψn (x0) = ϕn (x)− ψn (x0) ≤ f (x)− f (x0) ≤ ψn (x)− ϕn (x0) = ψn (x0)− ϕn (x0)

και ισοδύναµα

|f (x)− f (x0)| ≤ ψn (x0)− ϕn (x0) < ε .

∆ηλαδή η f είναι συνεχής στο x0. ΄Αρα, η f ειναι συνεχής σ.π. στο [a, b].

Αντίστροφα, για κάθε n ∈ N έστω Pn = {x0, x1, x2, . . . , x2n} µία διαµέριση η οποία διαιρεί το [a, b]

σε 2n υποδιαστήµατα, δηλαδή xk = a + k (b− a) 2−n, k = 0, 1, . . . , 2n. Είναι limn→∞ ‖Pn‖ =

limn→∞ (b− a) 2−n = 0. Ορίζουµε

ϕn(x) :=
2n∑
k=1

mkχ[xk−1, xk)
(x) και ψn(x) :=

2n∑
k=1

Mkχ[xk−1, xk)
(x) ,

µε ϕn (b) = ψn (b) = f (b), όπου

mk = inf {f (x) : xk−1 ≤ x ≤ xk} και Mk = sup {f (x) : xk−1 ≤ x ≤ xk} .

Οι ϕn, ψn είναι κλιµακωτές συναρτήσεις. Επειδή κάθε υποδιάστηµα του [a, b] που αντιστοιχεί

στην διαµέριση Pn διαιρείται σε δύο ίσα υποδιαστήµατα από την διαµέριση Pn+1, είναι

ϕ1 ≤ ϕ2 ≤ · · · ≤ ϕn ≤ · · · ≤ f ≤ · · · ≤ ψn ≤ · · · ≤ ψ2 ≤ ψ1 .

Υποθέτουµε ότι η f είναι συνεχής για κάθε x ∈ [a, b] \N , µε m (N) = 0. Αν x0 ∈ [a, b] \N , τότε

για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε

f (x0)− ε < f (x) < f (x0) + ε

για κάθε x ∈ [a, b], |x− x0| < δ. ΄Εστω n ∈ N είναι τέτοιο ώστε (b− a) 2−n < δ και έστω Pn

η αντίστοιχη διαµέριση του [a, b]. Είναι ‖Pn‖ < δ. Τότε για κάποιο υποδιάστηµα [xk−1, xk]
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του [a, b] που αντιστοιχεί στη διαµέριση Pn είναι x0 ∈ [xk−1, xk) (x0 ∈ [x2n−1, x2n ] αν k = 2n).

Επειδή xk − xk−1 = (b− a) 2−n < δ,

f (x0)− ε < f (x) < f (x0) + ε , για κάθεx ∈ [xk−1, xk] .

Εποµένως,

f (x0)−ε ≤ mk = ϕn (x0) ≤ lim
n→∞

ϕn (x0) ≤ f (x0) ≤ lim
n→∞

ψn (x0) ≤ ψn (x0) = Mk ≤ f (x0)+ε .

∆ηλαδή, f (x0) − ε ≤ limn→∞ ϕn (x0) ≤ f (x0) ≤ limn→∞ ψn (x0) ≤ f (x0) + ε. Επειδή αυ-

τό ισχύει για κάθε ε > 0, τελικά έχουµε limn→∞ ϕn (x0) = f (x0) = limn→∞ ψn (x0). ΄Αρα,

limn→∞ ϕn (x) = f (x) = limn→∞ ψn (x) σ.π. στο [a, b].

Θεώρηµα 4.76. ΄Εστω η συνάρτηση f : [a, b]→ R είναι ϕραγµένη.

(αʹ) Η f είναι Riemann ολοκληρώσιµη αν και µόνο αν η f είναι συνεχής σχεδόν παντού στο [a, b].

(ϐʹ) Αν η f είναι Riemann ολοκληρώσιµη στο [a, b], τότε είναι και Lebesgue ολοκληρώσιµη στο [a, b]

και τα δύο ολοκληρώµατα είναι ίσα. ∆ηλαδή∫ b

a
f (x) dx =

∫
[a,b]

f (x) dm(x) . (4.26)

Απόδειξη. (αʹ) Ορίζουµε ακολουθία διαµερίσεων (Pn) του διαστήµατος [a, b], µε limn→∞ ‖Pn‖ =

0 και δύο µονότονες ακολουθίες (φn) και (ψn) κλιµακωτών συναρτήσεων όπως και στην

απόδειξη του Λήµµατος 4.75. ΄Εστω ϕn (x)↗ ϕ (x) και ψn (x)↘ ψ (x).

Υποθέτουµε ότι η f είναι Riemann ολοκληρώσιµη στο [a, b]. Επειδή οι συναρτήσεις ϕn, ψn

είναι µετρήσιµες και οµοιόµορφα ϕραγµένες, τότε και οι συναρτήσεις ϕ, ψ είναι µετρήσιµες

και ϕραγµένες µε

ϕ (x) ≤ f (x) ≤ ψ (x) , για κάθε x ∈ [a, b].

Επειδή ∫
[a,b]

ϕn dm = L (f, Pn) και
∫
[a,b]

ψn dx = U (f, Pn) ,
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από το ϑεώρηµα ϕραγµένης σύγκλισης (ή το Θεώρηµα 4.42) και το Θεώρηµα 4.73 έχουµε∫
[a,b]

ϕdm = lim
n→∞

∫
[a,b]

ϕn dm = lim
n→∞

L (f, Pn) =

∫ b

a
f (x) dx

και παρόµοια ∫
[a,b]

ψ dm =

∫ b

a
f (x) dx .

∆ηλαδή ∫
[a,b]

(ψ − ϕ) dm =

∫
[a,b]

ψ dm−
∫
[a,b]

ϕdm = 0

και εποµένως

ϕ (x) = f (x) = ψ (x) , σ.π. στο [a, b] . (4.27)

΄Αρα, από το Λήµµα 4.75 συνεπάγεται ότι η f είναι συνεχής σ.π.

Αντίστροφα, αν η f είναι συνεχής σ.π. στο [a, b], τότε από το Λήµµα 4.75 η (4.27) ισχύ-

ει. ΄Οµως από την Πρόταση 4.33(α΄) είναι
∫
[a,b] ψ dm =

∫
[a,b] ϕdm, οπότε από το ϑεώρηµα

ϕραγµένης σύγκλισης (ή το Θεώρηµα 4.42) έχουµε

0 =

∫
[a,b]

ψ dm−
∫
[a,b]

ϕdm

= lim
n→∞

∫
[a,b]

ψn dm− lim
n→∞

∫
[a,b]

ϕn dm

= lim
n→∞

U (f, Pn)− lim
n→∞

L (f, Pn) .

Εποµένως, από το Θεώρηµα 4.73 η f είναι Riemann ολοκληρώσιµη στο [a, b].

(ϐʹ) Χρησιµοποιώντας την Πρόταση 4.33(α΄), από την (4.27) έχουµε
∫
[a,b] ϕdm =

∫
[a,b] f dm. Ε-

πειδή η f είναι Riemann ολοκληρώσιµη στο [a, b], από το ϑεώρηµα ϕραγµένης σύγκλισης (ή

το Θεώρηµα 4.42) και το Θεώρηµα 4.73 έχουµε∫
[a,b]

f dm =

∫
[a,b]

ϕdm = lim
n→∞

∫
[a,b]

ϕn dm = lim
n→∞

L (f, Pn) =

∫ b

a
f (x) dx .

Από το Θεώρηµα 4.76 και την Πρόταση 3.7 προκύπτει ότι :
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Πόρισµα 4.77. Αν η ϕραγµένη συνάρτηση f : [a, b]→ R είναι Riemann ολοκληρώσιµη, τότε η f

είναι Lebesgue µετρήσιµη.

Παράδειγµα 4.78. Αποδείξαµε στο Παράδειγµα 4.70 ότι η συνάρτηση Dirichlet D : [0, 1] → R,

µε D (x) = 1 αν ο x είναι ϱητός αριθµός και D (x) = 0 αν ο x είναι άρρητος αριθµός δεν είναι

Riemann ολοκληρώσιµη. Επειδή η D είναι ασυνεχής σε κάθε σηµείο του [0, 1], αυτό προκύπτει

άµεσα και από το Θεώρηµα 4.76. ΄Οµως η συνάρτηση Dirichlet είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη.

Πράγµατι, επειδή D = 0 σ.π., η D είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη µε∫
[0,1]

D dm = 0 .

Το προηγούµενο ϑεώρηµα µας επιτρέπει να υπολογίζουµε το ολοκλήρωµα Lebesgue συναρτήσεων

που είναι Riemann ολοκληρώσιµες.

Παράδειγµα 4.79. Αν C είναι το τριαδικό σύνολο Cantor, να αποδειχθεί ότι η χ
C

είναι Riemann

ολοκληρώσιµη στο [0, 1] και ότι
∫ 1
0 χC(x) dx = 0.

Απόδειξη. Ηχ
C

είναι συνεχής σε κάθε σηµείο του συνόλου [0, 1]\C και ασυνεχής σε κάθε σηµείο

του C. Επειδή m (C) = 0, από το Θεώρηµα 4.76 η χ
C

είναι Riemann ολοκληρώσιµη στο [0, 1].

Επειδή χ
C

= 0 σ.π., είναι ∫ 1

0
χ
C

(x) dx =

∫
[0,1]
χ
C

dm = 0 .

Παράδειγµα 4.80. Αν

f = χ⋃∞
n=1(

1
2n+1

, 1
2n

)
=

∞∑
n=1

χ
( 1
2n+1

, 1
2n

)
,

να αποδειχθεί ότι η f είναι Riemann ολοκληρώσιµη στο [0, 1] και να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα∫ 1
0 f(x) dx.

Απόδειξη. Η f είναι συνεχής σε κάθε σηµείο του συνόλου [0, 1] \A, όπου το σύνολο

A = {0} ∪

( ∞⋃
n=2

{
1

n

})
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έχει µέτρο µηδέν. Από το Θεώρηµα 4.76 η f είναι Riemann ολοκληρώσιµη στο [0, 1] και το

ολοκλήρωµα ∫ 1

0
f(x) dx =

∫
[0,1]

f dm

=

∞∑
n=1

∫
[0,1]
χ

( 1
2n+1

, 1
2n

)
dm

=

∞∑
n=1

m

((
1

2n+ 1
,

1

2n

))
=

∞∑
n=1

1

2n(2n+ 1)
.

Για τον υπολογισµό του αθροίσµατος της σειράς παρατηρούµε ότι αν

g(x) :=
∞∑
n=1

x2n+1

2n(2n+ 1)
, τότε g′(x) =

1

2

∞∑
n=1

x2n

n
= −1

2
ln(1− x2) , για κάθε |x| < 1 .

Εποµένως, χρησιµοποιώντας παραγοντική ολοκλήρωση έχουµε

g(x) = −1

2

∫ x

0
ln(1− t2) dt = x+

1

2
(1− x) ln(1− x)− 1

2
(1 + x) ln(1 + x) ,

για κάθε |x| < 1. ΄Αρα,∫ 1

0
f(x) dx =

∞∑
n=1

1

2n(2n+ 1)
= lim

x→1−
g(x) = 1− ln 2 .

Παράδειγµα 4.81. Αν η ϕραγµένη συνάρτηση f : [a, b] → R έχει πεπερασµένο όριο σε κάθε

σηµείο του [a, b], τότε η f είναι Riemann ολοκληρώσιµη.

Απόδειξη. Αν η f : [a, b] → R έχει πεπερασµένο όριο σε κάθε σηµείο του [a, b], τότε f = g + h,

όπου η g είναι συνεχής, η h = 0 σε όλα τα σηµεία όπου η h είναι συνεχής και limx→x0 h(x) = 0,

για κάθε x0 ∈ [a, b]. Ως γνωστόν h = h+−h−, όπου οι h+ και h− είναι µη αρνητικές συναρτήσεις.

΄Εστω

En :=
{
x ∈ [a, b] : h+(x) ≥ 1/n

}
, n ∈ N∗ .

Υποθέτουµε ότι το ϕραγµένο σύνολο En έχει άπειρο το πλήθος στοιχεία. Τότε, από το ϑεώρηµα

Bolzano–Weierstrass το En ϑα έχει κάποιο οριακό σηµείο x0 µε limx→x0 h
+(x) ≥ 1/n. ΄Οµως

limx→x0 h(x) = 0 συνεπάγεται ότι limx→x0 h
+(x) = 0 και εποµένως

0 = lim
x→x0

h+(x) ≥ 1/n . (άτοπο)
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Εποµένως, για κάθε n ∈ N∗ το En έχει πεπερασµένο το πλήθος στοιχεία. Επειδή

En ⊆ En+1 και
{
x ∈ [a, b] : h+(x) > 0

}
=

∞⋃
n=1

En ,

είναι

m
({
x ∈ [a, b] : h+(x) > 0

})
= lim

n→∞
m(En) = 0 .

Παρόµοια αποδεικνύεται ότι m ({x ∈ [a, b] : h−(x) > 0}) = 0. ∆ηλαδή το σύνολο των σηµείων

του [a, b] στα οποία η h είναι ασυνεχής έχει µέτρο µηδέν. ΄Αρα, η f είναι συνεχής σχεδόν παντού

στο [a, b] και κατά συνέπεια είναι Riemann ολοκληρώσιµη.

Παράδειγµα 4.82. ΄Εστω δύο συναρτήσεις f, g : [0, 1]→ [0, 1]. Αν η f είναι συνεχής και η g είναι

Riemann ολοκληρώσιµη, τότε η g ◦ f δεν είναι κατανάγκη Riemann ολοκληρώσιµη.

Απόδειξη. Ως γνωστόν, ϐλέπε Παράδειγµα 2.55, το γενικευµένο σύνολο Cantor Ca είναι µε-

τρήσιµο και έχει ϑετικό µέτρο για 0 < a < 1. Ορίζουµε τη συνάρτηση f : [0, 1] → [0, 1] µε

f(x) = d (x,Ca) (η απόσταση του x από το Ca). Η f είναι οµοιόµορφα συνεχής στο [0, 1] και

επειδή το Ca είναι συµπαγές υποσύνολο του [0, 1], είναι f(x) = 0 αν και µόνο αν x ∈ Ca. Ορί-

Ϲουµε και τη συνάρτηση g : [0, 1]→ [0, 1] µε g(x) = χ{0}(x). Η g είναι Riemann ολοκληρώσιµη

στο [0, 1] και µάλιστα ∫ 1

0
g(x) dx =

∫ 1

0
χ{0}(x) dx =

∫
[0,1]
χ{0} dm = 0 .

Επειδή g ◦ f = χ
Ca

, η g ◦ f είναι συνεχής σε κάθε σηµείο του συνόλου [0, 1] \ Ca και ασυνεχής

σε κάθε σηµείο του Ca. ΄Οµως το σύνολο Ca έχει ϑετικό µέτρο οπότε από το Θεώρηµα 4.76(α΄) η

g ◦ f = χ
Ca

δεν είναι Riemann ολοκληρώσιµη στο [0, 1].

4.4 Γενικευµένο Ολοκλήρωµα Cauchy–Riemann

Αν η f : [a,∞) → R είναι Riemann ολοκληρώσιµη σε κάθε κλειστό και ϕραγµένο υποδιάστηµα

του [a,∞), a ∈ R και το limr→∞
∫ r
a f(x) dx υπάρχει και είναι πεπερασµένο, τότε λέµε ότι η f

είναι ολοκληρώσιµη κατά Cauchy-Riemann στο διάστηµα [a,∞). Το∫ ∞
a

f(x) dx := lim
r→∞

∫ r

a
f(x) dx
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είναι το γενικευµένο ολοκλήρωµα της f στο [a,∞). Λέµε επίσης ότι το γενικευµένο ολο-

κλήρωµα
∫∞
a f(x) dx συγκλίνει. Στην αντίθετη περίπτωση, ϑα λέµε ότι το γενικευµένο ολο-

κλήρωµα της f στο [a,∞) αποκλίνει. Υπενθυµίζεται ότι αν το γενικευµένο ολοκλήρωµα της f

συγκλίνει απόλυτα, δηλαδή
∫∞
a |f(x)| dx < ∞, τότε το γενικευµένο ολοκλήρωµα

∫∞
a f(x) dx

συγκλίνει. Παρόµοια ορίζεται και το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫ a
−∞ f(x) dx. Το γενικευµένο

ολοκλήρωµα
∫∞
−∞ f(x) dx συγκλίνει αν και µόνο αν τα γενικευµένα ολοκληρώµατα

∫ a
−∞ f(x) dx

και
∫∞
a f(x) dx συγκλίνουν, όπου a ∈ R. Τότε, το γενικευµένο ολοκλήρωµα της f στο (−∞,∞)

ορίζεται ως εξής ∫ ∞
−∞

f(x) dx :=

∫ a

−∞
f(x) dx+

∫ ∞
a

f(x) dx .

Το παρακάτω κριτήριο για τα γενικευµένα ολοκληρώµατα είναι άµεση συνέπεια του κριτηρίου

του Cauchy για την ύπαρξη του ορίου µιας συνάρτησης.

Πρόταση 4.83 (Κριτήριο Cauchy για γενικευµένα ολοκληρώµατα). Υποθέτουµε ότι η συνάρ-

τηση f : [a,∞) → R είναι Riemann ολοκληρώσιµη στο διάστηµα [a, b], για κάθε b ≥ a. Τότε το

γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
a f(x) dx συγκλίνει αν και µόνο αν για κάθε ε > 0, υπάρχει M > a

τέτοιο ώστε για κάθε c > b > M είναι ∣∣∣∣∫ c

b
f(x) dx

∣∣∣∣ < ε .

Αν το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
a f(x) dx συγκλίνει, από την προηγούµενη πρόταση προκύπτει

ότι

lim
b→∞

∫ b+ε

b
f(x) dx = 0 , για κάθε σταθερό ε > 0 .

΄Οµως αυτό δεν συνεπάγεται ότι f(x) → 0 καθώς το x → ∞. ΄Ενα αντιπαράδειγµα είναι το

ολοκλήρωµα Fresnel:
∫∞
0 sinx2 dx το οποίο ως γνωστόν συγκλίνει και ισούται µε

√
2π/4. Η

συνάρτηση y = sinx2 δεν τείνει στο 0 καθώς το x → ∞. Αν όµως το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫∞
a f(x) dx συγκλίνει και η f είναι οµοιόµορφα συνεχής στο [a,∞), τότε limx→∞ f(x) = 0.



202 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4. ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ LEBESGUE

Πρόταση 4.84. Αν η συνάρτηση f είναι οµοιόµορφα συνεχής στο [a,∞) και το γενικευµένο ολο-

κλήρωµα
∫∞
a f(x) dx συγκλίνει, τότε limx→∞ f(x) = 0.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι limx→∞ f(x) 6= 0. Τότε υπάρχει ε > 0 και αύξουσα ακολουθία (xn),

µε limx→∞ xn = ∞, για την οποία είτε f(xn) ≥ ε για όλα τα n ή f(xn) ≤ ε για όλα τα n.

΄Εστω f(xn) ≥ ε για όλα τα n (διαφορετικά ϑεωρούµε τη −f ). Επειδή η f είναι οµοιόµορφα

συνεχής, υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε αν |x − y| < δ, τότε |f(x) − f(y)| < ε/2. Εποµένως, για

x ∈ [xn − δ/2, xn + δ/2] είναι f(x) > f(xn)− ε/2 ≥ ε− ε/2 = ε/2. ΄Αρα,∫ xn+δ/2

xn−δ/2
f(x) dx ≥ εδ

2
. (4.28)

΄Οµως, επειδή το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
a f(x) dx συγκλίνει, από το κριτήριο του Cauchy

για γενικευµένα ολοκληρώµατα υπάρχει M > a τέτοιο ώστε για κάθε c > b > M είναι∣∣∣∣∫ c

b
f(x) dx

∣∣∣∣ < εδ

2
.

΄Ατοπο, λόγω της (4.28). ΄Αρα, limx→∞ f(x) = 0.

Αν η συνάρτηση f : [a,∞) → R είναι συνεχής και το limx→∞ f(x) υπάρχει, τότε εύκολα α-

ποδεικνύεται ότι η f ϑα είναι οµοιόµορφα συνεχής στο [a,∞). Εποµένως, αν το γενικευµένο

ολοκλήρωµα
∫∞
a f(x) dx συγκλίνει, από την προηγούµενη πρόταση το limx→∞ f(x) = 0. Αυτό

όµως ισχύει και στην περίπτωση που η f : [a,∞)→ R δεν είναι κατανάγκη συνεχής. Αφήνουµε

σαν άσκηση την απόδειξη της παρακάτω πρότασης.

Πρόταση 4.85. Αν το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
a f(x) dx συγκλίνει και το limx→∞ f(x) υπάρ-

χει, τότε limx→∞ f(x) = 0.

Παρατήρηση 4.86. Αν το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
−∞ f(x) dx συγκλίνει, τότε το ολοκλήρωµα

Riemann
∫ b
a f(x) dx υπάρχει για κάθε διάστηµα [a, b]. Από το Θεώρηµα 4.76 η f ϑα είναι συνεχής

σ.π. σε κάθε διάστηµα [a, b] και εποµένως συνεχής σ.π. στο R. Το αντίστροφο γενικά δεν ισχύει.
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Παράδειγµα 4.87. ΄Εστω

f(x) =


1 αν x ∈ [n, n+ 1), ο n είναι άρτιος ,

−1 αν x ∈ [n, n+ 1), ο n είναι περιττός .

Η f είναι συνεχής σ.π. ΄Οµως,

lim
n→∞

∫ 2n+1

2n
f(x) dx = 1 και lim

n→∞

∫ 2n

2n−1
f(x) dx = −1 .

΄Αρα το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
−∞ f(x) dx δεν συγκλίνει.

Αν το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
a f(x) dx ή

∫∞
−∞ f(x) dx συγκλίνει, γενικά η f δεν είναι

Lebesgue ολοκληρώσιµη χωρίς επιπλέον συνθήκες.

Παράδειγµα 4.88. ΄Εστω η συνάρτηση

f(x) =


(−1)n
n+1 αν x ∈ [n, n+ 1), n ≥ 0 ,

0 αν x < 0 .

Τότε
∫∞
−∞ f(x) dx =

∑∞
n=0(−1)n 1

n+1 , δηλαδή το γενικευµένο ολοκλήρωµα συγκλίνει. ΄Οµως

f /∈ L1 (R) επειδή από το Θεώρηµα 4.15 έχουµε∫
R
|f | dm =

∫
⋃∞
n=0[n,n+1)

|f | dm =

∞∑
n=0

∫
[n,n+1)

|f | dm =

∞∑
n=0

1

n+ 1
=∞ .

Παράδειγµα 4.89. ΄Εστω η συνάρτηση f : [0,∞)→ R, µε

f(x) = (−1)n
1

n
, αν n− 1 ≤ x < n, n ∈ N∗ .

Η f είναι Riemann ολοκληρώσιµη σε κάθε κλειστό και ϕραγµένο υποδιάστηµα [a, b] του [0,∞) και

είναι ∫ N

0
f(x) dx =

N∑
n=1

∫ n

n−1
f(x) dx =

N∑
n=1

(−1)n
1

n
.

Τότε

lim
n→∞

∫ N

0
f(x) dx =

∞∑
n=1

(−1)n
1

n
= − ln 2

και µπορεί εύκολα να αποδειχθεί (αφήνουµε σαν άσκηση την απόδειξη ) ότι∫ ∞
0

f(x) dx = lim
r→∞

∫ r

0
f(x) dx = − ln 2 ,
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δηλαδή το γενικευµένο ολοκλήρωµα συγκλίνει. ΄Οµως η f /∈ L1[0,∞). Πράγµατι, αν f ∈

L1[0,∞), επειδή |fχ[0,n)| ∈ L1[0,∞) και |fχ[0,n)| ≤ |f | για κάθε n ∈ N∗, από το ϑεώρηµα

κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue ϑα είχαµε∫
[0,∞)

|f |dm = lim
n→∞

∫
[0,∞)

|fχ[0,n)| dm

= lim
n→∞

∫
[0,n)
|f |dm

= lim
n→∞

n∑
k=1

∫
[k−1, k)

|f | dm

= lim
n→∞

n∑
k=1

1

k
=∞ . (άτοπο)

Παράδειγµα 4.90. Το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
0

sinx
x dx συγκλίνει. Πράγµατι, αν 0 < a < r,

επειδή το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
a

cosx
x2

dx συγκλίνει, χρησιµοποιώντας παραγοντική ολοκλή-

ϱωση έχουµε∫ r

a

sinx

x
dx = −cos r

r
+

cos a

a
−
∫ r

a

cosx

x2
dx −−−→

r→∞

cos a

a
−
∫ ∞
a

cosx

x2
dx .

΄Αρα, το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
0

sinx
x dx συγκλίνει. ΄Οµως η f(x) = sinx

x δεν είναι Lebesgue

ολοκληρώσιµη στο [0,∞). Πράγµατι,∫
[0,∞)

| sinx|
x

dm(x) =

∫
⋃∞
n=1[(n−1)π, nπ)

| sinx|
x

dm(x)

=
∞∑
n=1

∫
[(n−1)π, nπ)

| sinx|
x

dm(x) (Θεώρηµα 4.15)

≥
∞∑
n=1

1

nπ

∫
[(n−1)π, nπ)

| sinx|dm(x)

=
∞∑
n=1

1

nπ

∫ π

0
| sinx|dx (η y = | sinx| είναι π-περιοδική)

=
2

π

∞∑
n=1

1

n
=∞ .

Αν όµως το γενικευµένο ολοκλήρωµα µιας συνάρτησης συγκλίνει απόλυτα, τότε η συνάρτηση

είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη. Το παρακάτω ϑεώρηµα είναι χρήσιµο στις εφαρµογές.
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Θεώρηµα 4.91. Υποθέτουµε ότι η f : [a,∞)→ R είναι Riemann ολοκληρώσιµη σε κάθε κλειστό

και ϕραγµένο υποδιάστηµα του [a,∞). Τότε η f είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη αν και µόνο αν το

γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
a |f(x)|dx συγκλίνει. Επιπλέον, σ᾿ αυτή την περίπτωση∫ ∞

a
f(x) dx =

∫
[a,∞)

f dm και

∫ ∞
a
|f(x)| dx =

∫
[a,∞)

|f | dm.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι η f είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη στο [a,∞). Τότε και η f+ είναι

Lebesgue ολοκληρώσιµη στο [a,∞). ΄Εστω (an) ακολουθία στο [a,∞) µε limn→∞ an = ∞.

Επειδή

lim
n→∞

χ[a,an]
= χlimn→∞[a,an]

= χ[a,∞) ,

αν fn := f+χ[a,an]
, τότε η fn είναι Riemann ολοκληρώσιµη στο [a, an], 0 ≤ fn(x) ≤ f+(x) και

limn→∞ fn(x) = f+(x). Από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue

lim
n→∞

∫
[a,∞)

fn dm =

∫
[a,∞)

f+ dm.

΄Οµως ∫
[a,∞)

fn dm =

∫
[a,∞)

f+χ[a,an]
dm

=

∫
[a,an]

f+ dm =

∫ an

a
f+(x) dx , (Θεώρηµα 4.76)

οπότε

lim
n→∞

∫ an

a
f+(x) dx =

∫
[a,∞)

f+ dm.

∆ηλαδή ότι το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
a f+(x) dx συγκλίνει και ισούται µε το αντίστοιχο

ολοκλήρωµα Lebesgue
∫
[a,∞) f

+ dm. Παρόµοια, το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
a f−(x) dx συ-

γκλίνει και είναι
∫∞
a f−(x) dx =

∫
[a,∞) f

− dm. Επειδή f = f+ − f− και |f | = f+ + f−, έχουµε

αποδείξει ότι τα γενικευµένα ολοκληρώµατα
∫∞
a f(x) dx και

∫∞
a |f(x)|dx συγκλίνουν και ισχύει∫ ∞

a
f(x) dx =

∫
[a,∞)

f dm και
∫ ∞
a
|f(x)| dx =

∫
[a,∞)

|f | dm.

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
a |f(x)|dx συγκλίνει. ΄Εστω (an)

αύξουσα ακολουθία στο [a,∞) µε limn→∞ an = ∞. Αν gn = |f |χ[a,an]
, η ακολουθία (gn) είναι
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αύξουσα µε limn→∞ gn = |f |. Επειδή η |f | είναι Riemann ολοκληρώσιµη στο [a, an], είναι∫
[a,an]

|f | dm =
∫ an
a |f(x)| dx. Τότε, από το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης

∫
[a,∞)

|f | dm = lim
n→∞

∫
[a,∞)

|f |χ[a,an]
dm

= lim
n→∞

∫
[a,an]

|f | dm

= lim
n→∞

∫ an

a
|f(x)| dx

=

∫ ∞
a
|f(x)|dx <∞ .

Εποµένως η f είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη στο [a,∞).

Παράδειγµα 4.92. Η συνάρτηση f(x) = lnx
x2

είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη στο [1,∞) και το

ολοκλήρωµα
∫
[1,∞) f dm = 1.

Λύση. Επειδή f(x) ≥ 0 για κάθε x ≥ 1, από το Θεώρηµα 4.91 αρκεί να αποδείξουµε ότι

το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
1

lnx
x2

dx συγκλίνει. Χρησιµοποιώντας παραγοντική ολοκλήρωση

έχουµε ∫ r

1

lnx

x2
dx = − ln r

r
+

∫ r

1

1

x2
dx = 1− ln r

r
− 1

r
−−−→
r→∞

1 .

Εποµένως,
∫
[1,∞) f dm = 1.

Παράδειγµα 4.93. ΄Εστω η συνάρτηση f : R→ R, µε
∫∞
−∞ |f(x)| dx <∞. Αν α > 0, τότε

∞∑
n=1

∫ ∞
−∞

∣∣n−αf(nx)
∣∣ dx <∞

και limn→∞ n
−αf(nx) = 0 σχεδόν για κάθε x ∈ R

Λύση. Είναι ∫ ∞
−∞

∣∣n−αf(nx)
∣∣ dx = n−1−α

∫ ∞
−∞
|f(t)| dt . (αντικατάσταση t = nx)

Επειδή 1 + α > 1, η σειρά
∑∞

n=1 n
−1−α συγκλίνει και εποµένως

∞∑
n=1

∫ ∞
−∞

∣∣n−αf(nx)
∣∣ dx =

∞∑
n=1

n−1−α
∫ ∞
−∞
|f(t)| dt <∞ .
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Από το Θεώρηµα B. Levi η σειρά
∑∞

n=1 |n−αf(nx)| συγκλίνει σ.π. και εποµένως

lim
n→∞

n−αf(nx) = 0 σ.π.

Παράδειγµα 4.94. Να υπολογιστεί το όριο

lim
n→∞

∫ ∞
0

1(
1 + x

n

)n n
√
x

dx .

Λύση. Αν για κάθε x > 0

fn(x) =
1(

1 + x
n

)n n
√
x
,

τότε limn→∞ fn(x) = e−x. Επειδή για κάθε n > 1 και για κάθε x > 0 είναι(
1 +

x

n

)n
= 1 + x+

n(n− 1)

2!

(x
n

)2
+ · · · > x2

n− 1

2n
≥ 1

4
x2 ,

αν ορίσουµε

g(x) =


4
x2

αν x ≥ 1 ,

x−1/2 αν 0 < x < 1 ,

τότε fn(x) ≤ g(x), για κάθε n > 1 και για κάθε x > 0. Επειδή το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫∞
0 g(x) dx συγκλίνει, από το Θεώρηµα 4.91 η g είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη στο (0,∞).

Εποµένως, από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue

lim
n→∞

∫ ∞
0

1(
1 + x

n

)n n
√
x

dx = lim
n→∞

∫ ∞
0

fn(x) dx =

∫ ∞
0

e−x dx = 1 .

΄Εστω η f : [a, b)→ R είναι Riemann ολοκληρώσιµη σε κάθε κλειστό και ϕραγµένο υποδιάστηµα

του [a, b). Αν ε > 0 και το limε→0

∫ b−ε
a f(x) dx υπάρχει και είναι πεπερασµένο, τότε λέµε ότι η f

είναι ολοκληρώσιµη κατά Cauchy-Riemann στο διάστηµα [a, b). Το∫ b

a
f(x) dx := lim

ε→0

∫ b−ε

a
f(x) dx .

είναι το γενικευµένο ολοκλήρωµα της f στο [a, b). Λέµε επίσης ότι το γενικευµένο ολοκλή-

ϱωµα
∫ b
a f(x) dx συγκλίνει. Στην αντίθετη περίπτωση λέµε ότι το γενικευµένο ολοκλήρωµα της f

στο [a, b) αποκλίνει. Υπενθυµίζεται ότι αν το γενικευµένο ολοκλήρωµα της f συγκλίνει απόλυτα,
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δηλαδή
∫ b
a |f(x)|dx <∞, τότε το γενικευµένο ολοκλήρωµα

∫ b
a f(x) dx συγκλίνει.

Ανάλογο ορισµό έχουµε όταν η συνάρτηση f είναι ορισµένη στο ϕραγµένο διάστηµα (a, b] και

είναι Riemann ολοκληρώσιµη σε κάθε κλειστό και ϕραγµένο υποδιάστηµα του (a, b].

Η απόδειξη του παρακάτω αποτελέσµατος είναι ανάλογη µε αυτή του Θεωρήµατος 4.91.

Θεώρηµα 4.95. Υποθέτουµε ότι η f : [a, b) → R είναι Riemann ολοκληρώσιµη σε κάθε κλειστό

και ϕραγµένο υποδιάστηµα του [a, b). Τότε η f είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη αν και µόνο αν το

γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫ b
a |f(x)| dx = limε→0+

∫ b−ε
a |f(x)| dx συγκλίνει. Επιπλέον, σ᾿ αυτή την

περίπτωση ∫ b

a
f(x) dx =

∫
[a,b)

f dm και

∫ b

a
|f(x)| dx =

∫
[a,b)
|f |dm.

Παρατήρηση 4.96. Ανάλογο ϑεώρηµα ισχύει και στην περίπτωση που η f : (a, b] → R είναι

Riemann ολοκληρώσιµη σε κάθε κλειστό και ϕραγµένο υποδιάστηµα του (a, b].

Παράδειγµα 4.97. (αʹ) Υποθέτουµε ότι η µετρήσιµη συνάρτηση f : R → R είναι περιοδική µε

περίοδο T > 0 και τέτοια ώστε
∫ T
0 |f(x)|dx <∞. Να αποδειχθεί ότι

∞∑
n=1

∫ T

0

∣∣n−2f(nx)
∣∣ dx <∞

και στη συνέχεια ότι το όριο limn→∞ n
−2f(nx) = 0 σχεδόν παντού στο R.

(ϐʹ) Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση f(x) = (ln | cosx|)2 είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη στο [0, π].

Εφαρµογή. Να υπολογιστεί το όριο

lim
n→∞

| cos(nx)|1/n .

Απόδειξη. (αʹ) Επειδή η f είναι περιοδική µε περίοδο T > 0, είναι f(x − (k − 1)T ) = f(x),
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k ∈ N∗. Εποµένως, ϐλέπε άσκηση 24, είναι∫
[0,T ]

∣∣n−2f(nx)
∣∣ dm(x) =

1

n3

∫
[0, nT ]

|f(x)| dm(x)

=
1

n3

n∑
k=1

∫
[(k−1)T, kT ]

|f(x)|dm(x)

=
1

n3

n∑
k=1

∫
[(k−1)T, kT ]

|f (x− (k − 1)T )| dm(x)

=
1

n3

n∑
k=1

∫
[0, T ]
|f(x)|dm(x)

=
1

n2

∫
[0, T ]
|f(x)|dm(x) .

Από την υπόθεση και το γεγονός ότι η σειρά
∑∞

n=1

(
1/n2

)
συγκλίνει, έχουµε

∞∑
n=1

∫
[0, T ]

∣∣n−2f(nx)
∣∣ dm(x) =

∞∑
n=1

1

n2

∫
[0, T ]
|f(x)|dm(x) <∞ .

΄Αρα, από το ϑεώρηµα B. Levi η σειρά
∑∞

n=1 n
−2f(nx) συγκλίνει σχεδόν παντού στο R και

κατά συνέπεια limn→∞ n
−2f(nx) = 0 σχεδόν παντού στο R.

(ϐʹ) Παρατηρούµε ότι η συνάρτηση f(x) = (ln | cosx|)2 είναι π-περιοδική. Αν αποδείξουµε ότι το

γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫ π/2
0 (ln | cosx|)2 dx =

∫ π/2
0 (ln(cosx))2 dx συγκλίνει, τότε∫ π

0
(ln | cosx|)2 dx =

∫ π/2

0
(ln | cosx|)2 dx+

∫ π/2

π
(ln | cosx|)2 dx = 2

∫ π/2

0
(ln | cosx|)2 dx

και από το Θεώρηµα 4.95 η συνάρτηση f ϑα είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη στο [0, π]. ΄Οµως

για 0 < 2λ < 1 το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫ π/2
0 (π/2− x)−2λ dx συγκλίνει και

lim
x→(π/2)−

(
ln(cosx)

(π/2− x)−λ

)2
(L’Hôpital)

= 0 .

΄Αρα, από το οριακό κριτήριο σύγκρισης και το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫ π/2
0 (ln | cosx|)2 dx

ϑα συγκλίνει.

Εφαρµογή. Εφαρµόζοντας την (α΄) µε f(x) = (ln | cosx|)2, είναι limn→∞ n
−2 (ln | cos(nx)|)2 = 0

σ.π. στο R και εποµένως limn→∞ n
−1 ln |cos(nx)| = 0 σ.π. στο R. ΄Αρα,

lim
n→∞

|cos(nx)|1/n = lim
n→∞

en
−1 ln|cos(nx)| = 1 σ.π. στο R.
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4.5 Προσέγγιση Ολοκληρώσιµων Συναρτήσεων

Είναι γνωστό ότι κάθε συνεχής συνάρτηση σ᾿ ένα κλειστό και ϕραγµένο διάστηµα προσεγγίζεται α-

πό κλιµακωτές συναρτήσεις στο διάστηµα αυτό. Επίσης εύκολα αποδεικνύεται, χρησιµοποιώντας

το Θεώρηµα 3.29, ότι κάθε ολοκληρώσιµη συνάρτηση στο R προσεγγίζεται από απλές συναρτή-

σεις. Μπορούµε να προσεγγίσουµε µία συνάρτηση f ∈ L1 (R) µε συνεχείς συναρτήσεις ;

Θεώρηµα 4.98. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f είναι ολοκληρώσιµη στο R, δηλαδή f ∈ L1 (R)

και έστω ε > 0. Τότε:

( i) Υπάρχει ολοκληρώσιµη απλή συνάρτηση s, τέτοια ώστε
∫
R |f − s| dm < ε.

( ii) Υπάρχει συνεχής συνάρτηση g : R → R, µε g = 0 έξω από κάποιο ϕραγµένο διάστηµα και

τέτοια ώστε
∫
R |f − g| dm < ε.

( iii) Υπάρχει ολοκληρώσιµη κλιµακωτή συνάρτηση ϕ, τέτοια ώστε
∫
R |f − ϕ|dm < ε.

4.6 Εφαρµογές στις Σειρές Fourier

Μία τριγωνοµετρική σειρά είναι µία σειρά της µορφής
∞∑

n=−∞
cneinx ,

όπου cn ∈ C. Αν χρησιµοποιήσουµε τον τύπο του Euler

einx = cosnx+ i sinnx⇐⇒ cosnx =
einx + e−inx

2
, sinnx =

einx − e−inx

2i
,

τότε
∞∑

n=−∞
cneinx =

1

2
a0 +

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) ,

όπου 
a0 = 2c0,

an = cn + c−n,

bn = i (cn − c−n) ,

και αντίστροφα cn =


1
2a0 n = 0,

1
2 (an − ibn) n > 0,

1
2 (a−n + ib−n) n < 0.

(4.29)
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Ορισµός 4.99. Αν f ∈ L1[0, 2π], τότε το

f̂(n) :=
1

2π

∫ 2π

0
f(x)e−inx dx

είναι ο n-οστός συντελεστής Fourier της f . Η εκθετική( ή µιγαδική) µορφή της σειράς

Fourier της f είναι η σειρά
∞∑

n=−∞
f̂(n)einx .

Η τριγωνοµετρική µορφή της σειράς Fourier της f είναι η σειρά

1

2
a0 +

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) ,

όπου

an =
1

π

∫ 2π

0
f(x) cosnx dx , n ∈ N

και

bn =
1

π

∫ 2π

0
f(x) sinnx dx , n ∈ N∗ .

Αν f ∈ L1(R), ο µετασχηµατισµός Fourier της f είναι η συνάρτηση f̂ η οποία ορίζεται ως εξής

f̂(ξ) :=

∫ ∞
−∞

f(x)e−iξx dx , (ξ ∈ R) .

Θεώρηµα 4.100 (Λήµµα Riemann-Lebesgue). Αν f ∈ L1(R) και f̂(ξ) =
∫∞
−∞ f(x)e−iξx dx,

τότε

lim
|ξ|→∞

|f̂(ξ)| = 0 . (4.30)

Απόδειξη. Αν f = χ[a,b), τότε

lim
|ξ|→∞

|f̂(ξ)| = lim
|ξ|→∞

∣∣∣∣e−iξb − e−iξa

iξ

∣∣∣∣ = 0 .

Λόγω γραµµικότητας η (4.30) ισχύει και στην περίπτωση που η f είναι κλιµακωτή συνάρτηση.

Στη γενική περίπτωση, αν f ∈ L1(R) τότε από το Θεώρηµα 4.98 (iii) υπάρχει ολοκληρώσιµη

κλιµακωτή συνάρτηση ϕ, µε ∫ ∞
−∞
|f(x)− ϕ(x)| dx < ε

2
.
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Επειδή η (4.30) ισχύει για τη ϕ, για κάθε ε > 0 υπάρχει M > 0 τέτοιο ώστε

∣∣∣∣∫ ∞
−∞

ϕ(x)e−iξx dx

∣∣∣∣ < ε

2
, ∀ |ξ| ≥M .

Εποµένως

∣∣∣∣∫ ∞
−∞

f(x) e−iξx dx

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ ∞
−∞

(f(x)− ϕ(x))e−iξx dx

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ ∞
−∞

ϕ(x)e−iξx dx

∣∣∣∣
≤
∫ ∞
−∞
|f(x)− ϕ(x)| dx+

∣∣∣∣∫ ∞
−∞

ϕ(x)e−iξx dx

∣∣∣∣
<
ε

2
+
ε

2
= ε , ∀ |ξ| ≥M .

΄Αρα, η (4.30) ισχύει για κάθε f ∈ L1 (R).

Παρατήρηση 4.101. Αν f ∈ L1(R), από την (4.30) συνεπάγεται ότι

lim
|ξ|→∞

∫ ∞
−∞

f(x) cos ξx dx = lim
|ξ|→∞

∫ ∞
−∞

f(x) sin ξx dx = 0 ,

πού είναι µια ισοδύναµη µορφή του λήµµατος Riemann-Lebesgue. Στην περίπτωση των σειρών

Fourier είναι

lim
|n|→∞

∣∣∣f̂(n)
∣∣∣ = 0 και ισοδύναµα lim

n→±∞

∫ 2π

0
f(x) cosnx dx = lim

n→±∞

∫ 2π

0
f(x) sinnx dx = 0 ,

όπου f ∈ L1[0, 2π].

Παράδειγµα 4.102. ΄Εστω το E ⊂ R είναι Lebesgue µετρήσιµο σύνολο µε m(E) < ∞. Αν (kn)

είναι µια γνήσια αύξουσα ακολουθία ϕυσικών αριθµών και (an) είναι µια οποιαδήποτε πραγµατική

ακολουθία, τότε

lim
n→∞

∫
E

cos2(knx+ an) dm(x) =
1

2
m(E) .

Λύση. Για τον υπολογισµό του ορίου ϑα χρησιµοποιήσουµε το λήµµα των Riemann-Lebesgue.
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Πράγµατι, επειδή∫
E

cos2(knx+ an) dm(x)

=
1

2

∫
R

[1 + cos(2knx+ 2an)]χ
E

(x) dm(x)

=
1

2

∫
R
χ
E

(x) dm(x) +
1

2

∫
R

cos(2knx+ 2an)χ
E

(x) dm(x)

=
1

2
m(E) +

cos 2an
2

·
∫
R
χ
E

(x) cos 2knx dm(x)− sin 2an
2

·
∫
R
χ
E

(x) sin 2knx dm(x) ,

από το λήµµα των Riemann-Lebesgue έχουµε∣∣∣∣∫
E

cos2(knx+ an) dm(x)− 1

2
(E)

∣∣∣∣
≤ 1

2

∣∣∣∣∫
R
χ
E

(x) cos 2knx dm(x)

∣∣∣∣+
1

2

∣∣∣∣∫
R
χ
E

(x) sin 2knx dm(x)

∣∣∣∣ −−−→n→∞
0 .

Παράδειγµα 4.103. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση ϕ : [0,∞) → R είναι συνεχώς παραγωγίσιµη,

τέτοια ώστε ϕ(0) = 1 και ϕ,ϕ′ ∈ L1[0,∞). Αν a > 0, να αποδειχθεί ότι∫ ∞
0

ϕ(ax) cosx dx = −
∫ ∞
0

ϕ′(t) sin(t/a) dt .

Στη συνέχεια να υπολογιστεί το όριο lima→0+
∫∞
0 ϕ(ax) cosx dx.

Λύση. Επειδή ϕ,ϕ′ ∈ L1[0,∞), από το Θεώρηµα 4.91 τα γενικευµένα ολοκληρώµατα
∫∞
0 φ(t) dt

και
∫∞
0 ϕ′(t) dt συγκλίνουν απόλυτα. Ως γνωστόν ϕ(x)− φ(0) =

∫ x
0 ϕ
′(t) dt και εποµένως το

lim
x→∞

ϕ(x) = 1 + lim
x→∞

∫ x

0
ϕ′(t) dt = 1 +

∫ ∞
0

ϕ′(t) dt

υπάρχει. Επειδή το limx→∞ ϕ(x) υπάρχει, από την Πρόταση 4.85 η σύγκλιση του γενικευµένου

ολοκληρώµατος
∫∞
0 ϕ(x) dx συνεπάγεται ότι limx→∞ ϕ(x) = 0. Εποµένως,∫ ∞

0
ϕ(ax) cosx dx =

1

a

∫ ∞
0

ϕ(t) cos(t/a) dt (αντικατάσταση t = ax)

= lim
t→∞

ϕ(t) sin(t/a)−
∫ ∞
0

φ′(t) sin(t/a) dt (παραγοντική ολοκλήρωση)

= −
∫ ∞
0

φ′(t) sin(t/a) dt .

΄Οµως ϕ′ ∈ L1[0,∞) και από το λήµµα των Riemann-Lebesgue lima→0+
∫∞
0 ϕ′(t) sin(t/a) dt = 0.

Εποµένως, lima→0+
∫∞
0 ϕ(ax) cosx dx = 0.
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Παράδειγµα 4.104. Να αποδειχθεί ότι

lim
y→∞

∫ ∞
0

sin(x2)

x3
sin(xy) dx =

∫ ∞
0

sin t

t
dt =

π

2
.

Λύση. Ορίζουµε τη συνάρτηση f στο (0,∞), µε

f(x) =


sin(x2)
x3
− 1

x αν 0 < x < 1 ,

sin(x2)
x3

αν x ≥ 1 .

Παρατηρούµε ότι η στοιχειώδης ανισότητα

x− x3

6
≤ sinx ≤ x , ∀x ≥ 0 ,

συνεπάγεται ότι για κάθε x > 0 είναι

−x
3

6
<

sinx2

x3
− 1

x
< 0 .

Εποµένως,∫ ∞
0
|f(x)|dx =

∫ 1

0
|f(x)|dx+

∫ ∞
1
|f(x)| dx ≤

∫ 1

0

x3

6
dx+

∫ ∞
1

1

x3
dx <∞ ,

δηλαδή η f ∈ L1 [0,∞). ΄Αρα,∫ ∞
0

sin(x2)

x3
sin(xy) dx =

∫ ∞
0

f(x) sin(xy) dx+

∫ 1

0

sin(xy)

x
dx

=

∫ ∞
0

f(x) sin(xy) dx+

∫ y

0

sin t

t
dt (αντικατάσταση t = xy)

και από το λήµµα των Riemann-Lebesgue έχουµε

lim
y→∞

∫ ∞
0

sin(x2)

x3
sin(xy) dx = lim

y→∞

∫ ∞
0

f(x) sin(xy) dx+ lim
y→∞

∫ y

0

sin t

t
dt

=

∫ ∞
0

sin t

t
dt =

π

2
.

Με (rn) συµβολίζουµε την ακολουθία των συναρτήσεων Rademacher, rn : [0, 1]→ {−1, 1}, οι

οποίες ορίζονται ως εξής:

• rn(1) = −1.

• rn(t) = (−1)k−1, t ∈ [k−12n ,
k
2n ), όπου k = 1, . . . , 2n.
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Οι πρώτες τέσσερις συναρτήσεις Rademacher ϕαίνονται στο παρακάτω σχήµα.

Είναι εύκολο να αποδείξει κανείς ότι οι συναρτήσεις Rademacher είναι ένα ορθοκανονικό σύστη-

µα στο χώρο των τετραγωνικά ολοκληρώσιµων συναρτήσεων που ορίζονται στο [0, 1]. ∆ηλαδή,

∫ 1

0
rm (t) rn (t) dt =


0 αν m 6= n ,

1 αν m = n .

Η απόδειξη είναι προφανής αν m = n. Αν m 6= n και υποθέσουµε ότι m < n, τότε σε κάθε ένα

από τα 2m υποδιαστήµατα [k−12m , k
2m ) στα οποία η rm είναι σταθερή, η rn αλλάζει πρόσηµο άρτιο

το πλήθος ϕορές (η rn παίρνει τις τιµές 1 και −1 καθεµιά µε πιθανότητα 1/2) . Εποµένως,∫ k/2m

(k−1)/2m
rm (t) rn (t) dt = 0 , k = 1, . . . , 2m .

΄Αρα,
∫ 1
0 rm (t) rn (t) dt = 0.

Είναι αξιοσηµείωτο ότι το λήµµα των Riemann-Lebesgue που ισχύει για το τριγωνοµετρικό σύ-

στηµα, ισχύει και για το ορθοκανονικό σύστηµα Rademacher.

Παράδειγµα 4.105. Αν f ∈ L1 [0, 1], τότε

lim
n→∞

∫ 1

0
f(t)rn(t) dm(t) = 0 . (4.31)

Απόδειξη. Πρώτα ϑα αποδείξουµε την (4.31) στην περίπτωση που είναι f = χ[a,b) , όπου το

[a, b) είναι ένα υποδιάστηµα του [0, 1]. Επειδή
∫ 1
0 χ[a,b)(t)rn(t) dm(t) =

∫ b
a rn(t) dm(t), αρκεί να

αποδείξουµε ότι

lim
n→∞

∫ b

a
rn(t) dm(t) = 0 , για κάθε 0 ≤ a < b ≤ 1 .
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΄Εστω ε > 0. Παίρνουµε n0 ∈ N∗, τέτοιο ώστε 2−n0 < ε/3 και 2−n0 ≤ (b− a)/4 (τότε το διάστηµα

[a, b) ϑα περιέχει τουλάχιστον τέσσερα διαδοχικά διαστήµατα της µορφής [ i−12n0 ,
i

2n0 )). Για n ≥ n0

ϑεωρούµε τη διαµέριση {0, 1/2n, 2/2n . . . , (2n − 1) /2n, 1}. Αν xk = k/2n, 0 ≤ k ≤ 2n, τότε τα a

και b συνδέονται µε τα xk ως εξής :

0 < · · · < xp−1 ≤ a < xp < xp+1 < · · · < xq−1 < xq ≤ b < xq+1 < · · · < 1 .

Επειδή
∫ xk+1

xk−1
rn(t) dm(t) =

∫ xk
xk−1

rn(t) dm(t) +
∫ xk+1

xk
rn(t) dm(t) = 0, αν c = xq−1 (όταν έ-

χουµε άρτιο αριθµό υποδιαστηµάτων µεταξύ xp και xq−1) ή c = xq (όταν έχουµε άρτιο αριθµό

υποδιαστηµάτων µεταξύ xp και xq), τότε∣∣∣∣∫ b

a
rn(t) dm(t)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ xp

a
rn(t) dm(t) +

∫ b

c
rn(t) dm(t)

∣∣∣∣
≤
∫ xp

a
|rn(t)| dm(t) +

∫ b

c
|rn(t)| dm(t)

= (xp − a) + (b− c)

< 2−n + 2 · 2−n

≤ 3 · 2−n0 < ε ,

δηλαδή limn→∞
∫ b
a rn(t) dm(t) = 0. Λόγω γραµµικότητας η (4.31) ισχύει και στην περίπτωση

που η f είναι κλιµακωτή συνάρτηση. Στη γενική περίπτωση, αν f ∈ L1 [0, 1] τότε από το Θεώρηµα

4.98 (iii) υπάρχει ολοκληρώσιµη κλιµακωτή συνάρτηση ϕ, µε∫ 1

0
|f(t)− ϕ(t)| dm(t) <

ε

2
.

Επειδή η (4.31) ισχύει για τη ϕ, για κάθε ε > 0 υπάρχει N ∈ N∗ τέτοιο ώστε∣∣∣∣∫ 1

0
ϕ(t)rn(t) dm(t)

∣∣∣∣ < ε

2
, ∀ n ≥ N .

Εποµένως∣∣∣∣∫ 1

0
f(t)rn(t) dm(t)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ 1

0
(f(t)− ϕ(t)) rn(t) dm(t)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ 1

0
ϕ(t)rn(t) dm(t)

∣∣∣∣
≤
∫ 1

0
|f(x)− ϕ(x)| dm(t) +

∣∣∣∣∫ 1

0
ϕ(t)rn(t) dm(t)

∣∣∣∣
<
ε

2
+
ε

2
= ε , ∀ n ≥ N .

΄Αρα, η (4.31) ισχύει για κάθε f ∈ L1 [0, 1].
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΄Εστω ότι µας δίνεται η τριγωνοµετρική σειρά
∑∞

n=−∞ cneinx. Αν η σειρά συγκλίνει απόλυτα για

x = x0, τότε η σειρά
∑∞

n=−∞ |cn| συγκλίνει, δηλαδή η σειρά

f (x) =
∞∑

n=−∞
cneinx (4.32)

συγκλίνει απόλυτα για κάθε x ∈ R και εποµένως ορίζει µία περιοδική συνάρτηση f στο R. Η

συνάρτηση f είναι συνεχής επειδή από το M -κριτήριο του Weierstrass η σειρά συγκλίνει οµοιό-

µορφα στο R. Η οµοιόµορφη σύγκλιση της σειράς µας επιτρέπει να ολοκληρώσουµε κάθε όρο

της σειράς χωριστά (µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε και το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης

του Lebesgue). Εποµένως, για κάθε k ∈ Z είναι

f̂ (k) :=
1

2π

∫ 2π

0
f (x) e−ikx dx

=
1

2π

∫ 2π

0

{ ∞∑
n=−∞

cneinx

}
e−ikx dx

=
∞∑

n=−∞
cn

1

2π

∫ 2π

0
ei(n−k)x dx = ck .

΄Εχουµε λοιπόν αποδείξει το εξής αποτέλεσµα:

Πρόταση 4.106. Αν η σειρά
∑∞

n=−∞ |cn| συγκλίνει, τότε η τριγωνοµετρική σειρά
∑∞

n=−∞ cneinx

είναι σειρά Fourier. ∆ηλαδή, υπάρχει f ∈ L1[0, 2π] (µάλιστα η f είναι συνεχής), τέτοια ώστε

cn = f̂(n), για κάθε n ∈ Z.

Σε αντίθεση µε ότι συµβαίνει µε τη σειρά
∑∞

n=−∞ cneinx, η τριγωνοµετρική σειρά

1

2
a0 +

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

µπορεί να συγκλίνει απόλυτα σ᾿ ένα σηµείο x0, δηλαδή η σειρά
∑∞

n=1 |an cosnx0 + bn sinnx0|

να συγκλίνει, χωρίς όµως η σειρά να είναι σειρά Fourier. Μπορεί ακόµη η σειρά να συγκλίνει

απόλυτα σε άπειρα το πλήθος σηµεία και όµως η σειρά να µην είναι σειρά Fourier.

Παράδειγµα 4.107. ΄Εστω η τριγωνοµετρική σειρά
∑∞

n=1 sin (n!x). Αν το x είναι της µορφής

x = 2πp/q, όπου p και q είναι ακέραιοι, q > 0, τότε όλοι οι όροι της σειράς µηδενίζονται για n ≥ q



218 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4. ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ LEBESGUE

και εποµένως η σειρά συγκλίνει απόλυτα γι᾿ αυτά τα x. Η σειρά λοιπόν συγκλίνει απόλυτα σ᾿ ένα

σύνολο σηµείων που είναι πυκνό στο R και έχει µέτρο Lebesgue µηδέν. Οι συντελεστές όµως αυτής

της τριγωνοµετρικής σειράς είναι: an = 0, για κάθε n ∈ N∗ και

bn =


1 αν n = k! ,

0 αν n 6= k! .

Εποµένως, limn→∞ bn 6= 0 και από το λήµµα των Riemann-Lebesgue η σειρά
∑∞

n=1 sin (n!x) δεν

είναι σειρά Fourier κάποιας f ∈ L1[0, 2π]. ΄Οµως, όπως ϑα αποδείξουµε στο επόµενο ϑεώρηµα, η

κατάσταση αλλάζει αν η σειρά συγκλίνει απόλυτα σ᾿ ένα υποσύνολο του [0, 2π] ϑετικού µέτρου.

Θεώρηµα 4.108 (Θεώρηµα Lusin-Denjoy). ΄Εστω E ⊂ [0, 2π] είναι ένα µετρήσιµο σύνολο,

τέτοιο ώστε m(E) > 0. Υποθέτουµε ότι για κάθε x ∈ E η τριγωνοµετρική σειρά

1

2
a0 +

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) συγκλίνει απόλυτα .

Τότε, η σειρά 1
2 |a0|+

∑∞
n=1 (|an|+ |bn|) συγκλίνει και εποµένως η τριγωνοµετρική σειρά είναι σειρά

Fourier κάποιας συνάρτησης f ∈ L1[0, 2π].

Απόδειξη. Επειδή an = <an+i=an και bn = <bn+i=bn, χωρίς περιορισµό της γενικότητας µπο-

ϱούµε να υποθέσουµε ότι an, bn ∈ R. Χρησιµοποιώντας πολικές συντεταγµένες, an = rn cos θn,

bn = rn sin θn, όπου rn =
(
a2n + b2n

)1/2 και 0 ≤ θn < 2π, είναι an cosnx + bn sinnx =

rn cos (nx− θn) και από την υπόθεση

φ(x) :=
∞∑
n=1

rn |cos (nx− θn)| <∞ , x ∈ E .

Αν Ek := {x ∈ E : φ(x) ≤ k}, k ∈ N, τότε E =
⋃∞
k=1Ek. Επειδή m(E) > 0, υπάρχει k0 ∈ N∗
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τέτοιο ώστε m(Ek0) > 0. Εποµένως

k0m(Ek0) ≥
∫
Ek0

φ(x) dm(x)

=

∫
Ek0

∞∑
n=1

rn |cos (nx− θn)| dm(x)

=
∞∑
n=1

rn

∫
Ek0

|cos (nx− θn)| dm(x)

≥
∞∑
n=1

rn

∫
Ek0

cos2 (nx− θn) dm(x) .

΄Οµως, χρησιµοποιώντας το λήµµα των Riemann-Lebesgue, στο Παράδειγµα 4.102 έχουµε απο-

δείξει ότι

lim
n→∞

∫
Ek0

cos2 (nx− θn) dm(x) =
1

2
m(Ek0) .

Κατά συνέπεια, υπάρχει N ∈ N∗ τέτοιο ώστε για κάθε n ≥ N είναι∫
Ek0

cos2 (nx− θn) dm(x) ≥ 1

4
m(Ek0) .

Τότε όµως

k0m(Ek0) ≥
∞∑
n=N

rn

∫
Ek0

cos2 (nx− θn) dm(x) ≥
∞∑
n=N

rn
1

4
m(Ek0) .

Επειδή m(Ek0) > 0, συµπεραίνουµε ότι

∞∑
n=1

rn =

∞∑
n=1

(
a2n + b2n

)1/2
<∞ .

΄Αρα οι σειρές
∑∞

n=1 |an| και
∑∞

n=1 |bn| συγκλίνουν και αυτό συνεπάγεται ότι η σειρά 1
2 |a0| +∑∞

n=1 (|an|+ |bn|) ϑα συγκλίνει.

΄Οπως έχουµε παρατηρήσει, κάθε τριγωνοµετρική σειρά που συγκλίνει απόλυτα σε κάποια συ-

νάρτηση f είναι η σειρά Fourier της f . Αντίστροφα, µία σειρά Fourier δεν συγκλίνει κατανάγκη

απόλυτα ακόµη και στην περίπτωση που η σειρά συγκλίνει παντού. ΄Εστω για παράδειγµα η

σειρά Fourier
∑∞

n=1 n
−1 sinnx της f (x) = (π − x) /2, για 0 < x < 2π.

Αν µία τριγωνοµετρική σειρά συγκλίνει, τότε δεν συνεπάγεται ότι η σειρά είνα σειρά Fourier.

Για παράδειγµα, αποδεικνύεται ότι η τριγωνοµετρική σειρά
∑∞

n=2
sinnx
lnn συγκλίνει και δεν είναι

σειρά Fourier κάποιας συνάρτησης f ∈ L1[0, 2π](παραπέµπουµε στο [36, Corollary 4.2]). Αν η
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τριγωνοµετρική σειρά 1
2a0 +

∑∞
n=1 (an cosnx+ bn sinnx) είναι σειρά Fourier, από το λήµµα των

Riemann-Lebesgue limn→∞ an = limn→∞ bn = 0. Τίθεται τώρα το ερώτηµα:

Η σύγκλιση της τριγωνοµετρικής σειράς 1
2a0 +

∑∞
n=1 (an cosnx+ bn sinnx), συνεπάγεται ότι

lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = 0;

Ο G. Cantor (1872) απέδειξε ότι αν η σειρά συγκλίνει για κάθε x σ᾿ ένα κλειστό διάστηµα, τότε

an, bn → 0, καθώς το n→∞. Ο Lebesgue γενίκευσε το αποτέλεσµα του Cantor στην περίπτωση

που η σειρά συγκλίνει σε σύνολα ϑετικού µέτρου.

Θεώρηµα 4.109 (Θεώρηµα Cantor-Lebesgue). ΄Εστω E ⊂ [0, 2π] είναι ένα µετρήσιµο σύνολο,

τέτοιο ώστεm (E) > 0. Αν limn→∞ (an cosnx+ bn sinnx) = 0, για κάθε x ∈ E, τότε limn→∞ an =

limn→∞ bn = 0.

Απόδειξη. ΄Οπως και στην απόδειξη του Θεωρήµατος των Lusin-Denjoy, µπορούµε να υποθέσου-

µε ότι οι συντελεστές an, bn ∈ R. Χρησιµοποιώντας πολικές συντεταγµένες, η υπόθεσή µας είναι

ότι

lim
n→∞

rn cos (nx− θn) = 0 , για κάθεx ∈ E . (4.33)

Αν λοιπόν αποδείξουµε ότι limn→∞ rn = limn→∞
(
a2n + b2n

)1/2
= 0, τότε limn→∞ an = limn→∞ bn =

0. Υποθέτουµε ότι limn→∞ rn 6= 0. Τότε υπάρχει γνήσια αύξουσα ακολουθία (kn) ϕυσικών αριθ-

µών τέτοια ώστε rkn > δ > 0. ΄Οµως από την (4.33) είναι limn→∞ rkn cos (knx− θkn) = 0, για κά-

ϑε x ∈ E και επειδή δ |cos (knx− θkn)| < rkn |cos (knx− θkn)|, ϑα είναι limn→∞ cos (knx− θkn) =

0, για κάθε x ∈ E. Εποµένως,

lim
n→∞

cos2 (knx− θkn) = 0 , για κάθεx ∈ E .

Τότε όµως από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue και το Παράδειγµα 4.102

έχουµε

0 =

∫
E

lim
n→∞

cos2 (knx− θkn) dm(x) = lim
n→∞

∫
E

cos2 (knx− θkn) dm(x) =
1

2
m (E) .

΄Ατοπο, επειδή m (E) > 0.
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4.7 Ασκήσεις

1. ΄Εστω E1, . . . , En µετρήσιµα υποσύνολα του [0, 1]. Αν κάθε σηµείο του [0, 1] ανήκει σε τρία

τουλάχιστον από αυτά τα σύνολα, να αποδειχθεί ότι τουλάχιστον ένα από τα σύνολα έχει

µέτρο Lebesgue µεγαλύτερο ή ίσο του 3/n.

Υπόδειξη. Είναι χ
E1

(x) + · · ·+χ
En

(x) ≥ 3, για κάθε x ∈ [0, 1].

2. Να αποδειχθεί ότι αν η πραγµατική συνάρτηση f είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη στοE ∈M

και ∣∣∣∣∫
E
f dm

∣∣∣∣ =

∫
E
|f | dm,

τότε είτε f ≥ 0 σ.π. στο E ή f ≤ 0 σ.π. στο E.

3. ΄Εστω

fn(x) =


2n2x αν 0 ≤ x ≤ 1

2n

−2n2
(
x− 1

n

)
αν 1

2n ≤ x ≤
1
n

0 αν x ≥ 1
n .

Να αποδειχθεί ότι η ακολουθία (fn) δεν συγκλίνει οµοιόµορφα και ότι

lim
n→∞

∫
[0,1]

fn dm =
1

2
6= 0 =

∫
[0,1]

lim
n→∞

fn dm.

4. Αν fn = 1
nχ[n,∞) , δείξτε ότι

∫
R limn→∞ fn dm 6= limn→∞

∫
R fn dm. Γιατί δεν ισχύει το

Θεώρηµα 4.23;

5. ΄Εστω f : E → [0,∞] µετρήσιµη συνάρτηση στο E ∈ M. Αν
∫
E f dm < ∞, χρησιµοποιώ-

ντας την ανισότητα Chebyshev δείξτε ότι f <∞ σ.π.

6. ΄Εστω (fn) ακολουθία µη αρνητικών και ολοκληρώσιµων συναρτήσεων στο διάστηµα [0, 1].

Αν
∫ 1
0 fn(x) dx = cn, µε

∑∞
n=1 cn < ∞ και

∑∞
n=1

√
cn < ∞, δείξτε ότι σχεδόν για όλα τα

x ∈ [0, 1] είναι fn(x) ≤ √cn για µεγάλα n ∈ N∗.

Υπόδειξη.

(i) Αν En =
{
x : fn(x) >

√
cn
}
, δείξτε ότι limN→∞m (

⋃∞
n=N En) = 0.

(ii) ΄Εστω E =
⋂∞
N=1

⋃∞
n=N En. Αν x /∈ E, τότε υπάρχει N = N(x) ∈ N∗ τέτοιο ώστε για

κάθε n ≥ N είναι fn(x) ≤ √cn.
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7. ΄Εστω φ Lebesgue µετρήσιµη συνάρτηση στο διάστηµα [0, 1] µε∫ 1

0
φ(x) dx = 0 ,

∫ 1

0
xφ(x) dx = 1 .

(i) Αν E := {x ∈ [0, 1] : |φ(x)| ≥ 4}, τότε m(E) > 0.

(ii) Αν F := {x ∈ [0, 1] : |φ(x)| ≤ 4}, µε m(F ) > 0, τότε |φ(x)| = 4, σχεδόν παντού στο

[0, 1].

Υπόδειξη. (i) Αν |φ(x)| < 4, σχεδόν παντού στο [0, 1], τότε
∫ 1
0 (4 − |φ(x)|)|x − 1/2|dx > 0

και αυτό οδηγεί σε άτοπο.

8. ΄Εστω f : R→ [0,∞] µετρήσιµη συνάρτηση.

(αʹ) ∆είξτε ότι limn→∞
∫
[−n,n] f dm =

∫
R f dm.

(ϐʹ) Αν fn = min{f, n}, n ∈ N∗, δείξτε ότι limn→∞
∫
E fn dm =

∫
E f dm, για κάθε E ∈M.

9. ΄Εστω η συνάρτηση f : R→ [0,∞] είναι µετρήσιµη µε
∫
[0,∞) f dm <∞. Ο µετασχηµατι-

σµός Laplace της f ορίζεται ως εξής

F (t) :=

∫
[0,∞)

e−txf(x) dm(x) , t ≥ 0 .

Να αποδειχθεί ότι η F είναι ϕθίνουσα, συνεχής στο [0,∞) και ότι limt→∞ F (t) = 0.

10. (αʹ) Αν το G είναι ένα ανοικτό σύνολο, να αποδειχθεί ότι

m(G) = sup

{∫
R
f dm : 0 ≤ f ≤ χ

G
και η f είναι συνεχής

}
.

Υπόδειξη. Να ϑεωρήσετε την ακολουθία των συνεχών συναρτήσεων

fn(x) :=

(
d(x,Gc)

1 + d(x,Gc)

)1/n

, n ∈ N∗ .

(ϐʹ) Αν το F είναι ένα κλειστό σύνολο, να αποδειχθεί ότι

m(F ) = inf

{∫
R
f dm : f ≥ χ

F
και η f είναι συνεχής

}
.

Υπόδειξη. Αν m(F ) < ∞ και ε > 0, τότε ως γνωστόν υπάρχει ανοικτό σύνολο G ⊃ F ,

τέτοιο ώστε m(G) < m(F ) + ε. Θεωρείστε τη συνεχή συνάρτηση

g(x) :=
d(x,Gc)

d(x,Gc) + d(x, F )
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ή την ακολουθία των συνεχών συναρτήσεων

fn(x) :=

(
d(x,Gc)

d(x,Gc) + d(x, F )

)n
, n ∈ N∗ .

11. ΄Εστω η συνάρτηση f : [0, 1]→ R µε

f(x) =


0 αν x ∈ C =

⋂∞
n=1Cn

1
n αν x ∈ In,k (1 ≤ k ≤ 2n−1) ,

όπου C είναι το τριαδικό σύνολο Cantor και In,k (1 ≤ k ≤ 2n−1) είναι τα ανοικτά και

ξένα ανά δύο διαστήµατα, µήκους 1/3n, που αφαιρούνται από το σύνολο Cn−1 για την

κατασκευή του συνόλου Cn (ϐλέπε παράγραφο 1.2.1). ∆είξτε ότι η f είναι µετρήσιµη και

ότι ∫
[0,1]

f dm = ln
√

3 .

12. ΄Εστω η συνάρτηση f : (0, 1)→ [0, 1) µε f(x) := d(x,C), όπου

d(x,C) = inf {|x− t| : t ∈ C}

είναι η απόσταση του x από το τριαδικό σύνολο Cantor C. ∆είξτε ότι το ολοκλήρωµα∫
(0,1)

f dm =
1

28
.

13. ΄Εστω η συνάρτηση f : [0, 1]→ R µε

f(x) =


0 αν x ∈ Q

1
a αν x περιττός και a το πρώτο µη µηδενικό ψηφίο

στο δεκαδικό ανάπτυγµα του x .

Να υπολογιστεί, αν υπάρχει, το ολοκλήρωµα
∫
[0,1] f dm.

14. ΄Εστω η συνάρτηση f : [0, 1]→ R µε

f(x) =


x2 αν x ∈ [0, 1] \Q

1 αν x ∈ [0, 1] ∩Q .

Να αποδειχθεί ότι η f είναι µετρήσιµη και να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα
∫
[0,1] f dm. Είναι

η f Riemann ολοκληρώσιµη στο [0, 1] ;
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15. ΄Εστω η συνάρτηση

g(x) =


x2 αν x είναι ϱητός

e−|x| αν x είναι άρρητος .

Να αποδειχθεί ότι η g είναι ολοκληρώσιµη στο R και να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα∫
R g dm.

16. ΄Εστω η ακολουθία συναρτήσεων

fn(x) =


2n αν 1

2n ≤ x ≤
1
n

0 αν x ∈
(
0, 1

2n

)
∪
(
1
n , 1

)
.

Να υπολογιστούν τα ∫
[0,1]

lim fn dm και lim

∫
[0,1]

fn dm.

17. ΄Εστω η ακολουθία συναρτήσεων

fn =


χ[0,1] αν ο n είναι περιττός

χ(1,2) αν ο n είναι άρτιος .

∆είξτε ότι ∫
R

lim fn dm = 0 < 1 = lim

∫
R
fn dm.

18. ΄Εστω (An) ακολουθία Lebesgue µετρήσιµων υποσυνόλων του R. Χρησιµοποιώντας το

λήµµα Fatou, να αποδειχθεί ότι

m(limAn) ≤ limm(An) .

Υπόδειξη. Είναι limχ
An

= χlimAn
.

19. ΄Εστω 1 ≤ p <∞. Υποθέτουµε ότι limn→∞ fn(x) = f(x), όπου fn : R→ R είναι ακολουθία

µετρήσιµων συναρτήσεων. Αν

lim
n→∞

∫
R
|fn|p dm =

∫
R
|f |p dm <∞ ,

δείξτε ότι

lim
n→∞

∫
R
|fn − f |p dm = 0 .

Υπόδειξη. Αν gn = 2p−1 (|fn|p + |f |p)− |fn − f |p, τότε gn ≥ 0 και limn→∞ gn = 2p|f |p.
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20. ΄Εστω (fn) ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων στο E ∈ M. Υποθέτουµε ότι υπάρχει

συνάρτηση g ∈ L1 (E), τέτοια ώστε fn(x) ≥ g(x), σ.π. στο E και για κάθε n ∈ N∗. Τότε∫
E

(
lim inf
n→∞

fn

)
dm ≤ lim inf

n→∞

∫
E
fn dm.

21. ΄Εστω (fn) ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων στο E ∈ M. Υποθέτουµε ότι υπάρχει

συνάρτηση g ∈ L1 (E), τέτοια ώστε fn(x) ≤ g(x), σ.π. στο E και για κάθε n ∈ N∗. Τότε∫
E

(
lim sup
n→∞

fn

)
dm ≥ lim sup

n→∞

∫
E
fn dm.

22. Αν fn = − 1
nχ[0,n), n ∈ N∗, δείξτε ότι

lim
n→∞

∫
[0,∞)

fn dm = −1 < 0 =

∫
[0,∞)

lim
n→∞

fn dm.

Τι συµπεραίνετε από τις ασκήσεις 20 και 21;

23. ΄Εστω (fn) ακολουθία µη αρνητικών µετρήσιµων συναρτήσεων στο E ∈ M. Υπόθέτουµε

ότι limn→∞ fn(x) = f(x) και fn(x) ≤ f(x) σ.π. στο E. ∆είξτε ότι limn→∞
∫
E fn dm =∫

E f dm.

24. ΄Εστω η συνάρτηση f : E → R, όπου E ∈ M, είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη και έστω

a ∈ R.

(αʹ) Αν A ⊆ R, να αποδειχθεί ότι

χ
A

(x+ a) = χ
A−a(x) και χ

A
(ax) = χ

a−1A
(x) , a 6= 0 .

(ϐʹ) Να αποδειχθεί ότι ∫
E
f(x+ a) dm(x) =

∫
a+E

f(x) dm(x)

και ∫
E
f(ax) dm(x) =

1

|a|

∫
aE
f(x) dm(x) , a 6= 0 .

Υπόδειξη. Να ϑεωρήσετε πρώτα την περίπτωση f = χ
A
. Είναι

A ∩ (a+ E) = a+ (A− a) ∩ E και A ∩ aE = a
(
(a−1A) ∩ E

)
, a 6= 0 .

25. ΄Εστω f : R→ R Lebesgue ολοκληρώσιµη στοE ∈M και έστωEn := {x ∈ E : |f(x)| ≥ n}.

Χρησιµοποιώντας την Πρόταση 4.29 να αποδειχθεί ότι limn→∞ n ·m(En) = 0.
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26. ΄Εστω f(x) = 1
xχ[−1,1)\{0}(x) + χ{0}(x). ∆είξτε ότι τα ολοκληρώµατα

∫
[−1,0) f dm και∫

[0,1) f dm υπάρχουν ενώ το ολοκλήρωµα
∫
[−1,1) f dm δεν υπάρχει.

27. Να αποδειχθεί η Πρόταση 4.39.

28. ΄Εστω φ ϑετική και µετρήσιµη συνάρτηση στο (0,∞). Να αποδειχθεί ότι∫
(0,∞)

φ(x)e−x dm(x) = lim
n→∞

n

∫
(0,1)

φ(nx)(1− x)n dm(x) .

Αν το
∫
(0,1) (limn→∞ nφ(nx)(1− x)n) dm(x) υπάρχει, τότε γενικά είναι

lim
n→∞

n

∫
(0,1)

φ(nx)(1− x)n dm(x) 6=
∫
(0,1)

(
lim
n→∞

nφ(nx)(1− x)n
)

dm(x) .

Υπόδειξη. Αν n+ x > 0, η ακολουθία an := (1 + x/n)n είναι γνήσια αύξουσα.

29. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : E → R είναι µετρήσιµη, E ∈ M. Αν το ολοκλήρωµα∫
E f dm υπάρχει και (En) είναι αύξουσα ακολουθία στοM µε limn→∞En = E, τότε∫

E
f dm = lim

n→∞

∫
En

f dm.

30. ΄Εστω f : E → R µετρήσιµη συνάρτηση, E ∈ M. Υποθέτουµε ότι υπάρχει αύξουσα

ακολουθία (En) στοM µε limn→∞En =
⋃∞
n=1En = E, τέτοια ώστε

lim
n→∞

∫
En

|f | dm <∞ .

Να αποδειχθεί ότι η f είναι ολοκληρώσιµη στο E µε∫
E
f dm = lim

n→∞

∫
En

f dm.

31. (αʹ) ΄Εστω fn = 1
nχ(0,n), n ∈ N∗. ∆είξτε ότι η ακολουθία (fn) συγκλίνει στο 0 οµοιόµορφα

στο R και ότι

lim
n→∞

∫
R
fn dm 6=

∫
R

lim
n→∞

fn dm,

δηλαδή δεν ισχύει το Θεώρηµα 4.43. Γιατί ;

(ϐʹ) ΄Εστω fn(x) = n−1
(
1− n−1|x|

)
χ[−n,n](x), n ∈ N∗. ∆είξτε ότι η ακολουθία (fn)

συγκλίνει στο 0 οµοιόµορφα στο R και ότι

lim
n→∞

∫
R
fn dm 6=

∫
R

lim
n→∞

fn dm.

Γιατί δεν εφαρµόζεται το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης και το ϑεώρηµα κυριαρχη-

µένης σύγκλισης του Lebesgue;
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(γʹ) ΄Εστω gn = nχ
[ 1
n
, 2
n
]
, n ∈ N∗. ∆είξτε ότι

lim
n→∞

∫
[0,2]

gn dm 6=
∫
[0,2]

(
lim
n→∞

gn

)
dm.

Υπάρχει ϕ ∈ L1 [0, 2] τέτοιο ώστε gn ≤ ϕ στο [0, 2];

32. ΄Εστω f : R→ R Lebesgue µετρήσιµη συνάρτηση, E ∈M και έστω

Ek :=
{
x ∈ E : 2k < |f(x)| ≤ 2k+1

}
, k ∈ Z .

(αʹ) ∆είξτε ότι

+∞∑
k=−∞

2kχEk(x) ≤
+∞∑

k=−∞
|f(x)|χEk(x) ≤

+∞∑
k=−∞

2k+1χEk(x) .

(ϐʹ) ∆είξτε ότι f ∈ L1 (E) αν και µόνο αν
∑+∞

k=−∞ 2km(Ek) <∞ .

33. Υποθέτουµε ότι η Lebesgue µετρήσιµη συνάρτηση f : E → R είναι τέτοια ώστε

m ({x ∈ E : |f(x)| ≥ t}) < 1

1 + t2
, για κάθε t > 0 .

Αν 0 < p < 2, να αποδειχθεί ότι η |f |p ∈ L1(E), δηλαδή η |f |p είναι ολοκληρώσιµη.

Υπόδειξη. Βλέπε Παράδειγµα 4.41.

34. ΄Εστω f : E ⊂ R→ R, E ∈M, Lebesgue µετρήσιµη συνάρτηση και έστω

En := {x ∈ E : n− 1 ≤ |f(x)| < n} , n ∈ N∗ .

Υποθέτουµε ότι m(En) > 0, για κάθε n ∈ N∗.

(αʹ) ∆είξτε ότι η συνάρτηση g : E → R µε g(x) =
(
n2m(En)

)−1 αν x ∈ En, n ∈ N∗, είναι

ολοκληρώσιµη στο E.

(ϐʹ) ∆είξτε ότι η συνάρτηση fg δεν είναι ολοκληρώσιµη στο E.

35. Να υπολογιστεί το όριο

lim
n→∞

∫ ∞
0

xne−nx cosx dx .

Υπόδειξη. Για x ∈ [0,∞) είναι 0 ≤ x
ex < 1 και εποµένως 0 ≤

(
x
ex

)n ≤ x
ex , για κάθε n ∈ N∗.

΄Αρα, |xne−nx cosx| ≤ (xe−x)
n ≤ xe−x, για κάθε n ∈ N∗ και για κάθε x ∈ [0,∞).
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36. (Μια γενίκευση του ϑεωρήµατος κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue) ΄Εστω (fn)

ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων στο µετρήσιµο σύνολο X ⊆ R µε limn→∞ fn = f σ.π.

Υποθέτουµε ότι (gn) είναι ακολουθία µη αρνητικών Lebesgue ολοκληρώσιµων συνάρτησεων

στο X µε limn→∞ gn = g σ.π. και ότι η g είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη. Αν

|fn| ≤ gn σ.π. , για κάθε n ∈ N∗ και lim
n→∞

∫
X
gn dm =

∫
X
g dm ,

δείξτε ότι f ∈ L1(R) και

lim
n→∞

∫
X
fn dm =

∫
X
f dm .

37. (Θεώρηµα Arzelà) ΄Εστω (fn) ακολουθία Riemann ολοκληρώσιµων συναρτήσεων στο [a, b]

µε limn→∞ fn(x) = f(x) για κάθε x ∈ [a, b]. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f είναι Riemann

ολοκληρώσιµη. Αν υπάρχει M > 0 τέτοιο ώστε |fn(x)| ≤M για κάθε x ∈ [a, b], δείξτε ότι

lim
n→∞

∫ b

a
fn(x) dx =

∫ b

a
f(x) dx.

38. Αν f ∈ L1(0, 1), να αποδειχθεί ότι xnf(x) ∈ L1(0, 1) για κάθε n ∈ N∗ και ότι

lim
n→∞

∫
(0,1)

xnf(x) dm(x) = 0 .

39. Να υπολογιστεί το

lim
n→∞

∫ n

0

(
1− x

n

)n
ex/2 dx .

40. ΄Εστω Jα η συνάρτηση Bessel τάξης α ∈ R, µε

Jα(x) :=
1

π

∫ π

0
cos(αt− x sin t) dt , x ∈ R .

Αν (xn) είναι πραγµατική ακολουθία µε limn→∞ xn = x ∈ R, δείξτε ότι limn→∞ Jα(xn) =

Jα(x). ∆ηλαδή ότι η Jα είναι συνεχής συνάρτηση στο R.

41. Αν f ∈ L1 (R), χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του Lebesgue

δείξτε ότι η συνάρτηση F (x) :=
∫
(−∞,x] f dm είναι συνεχής στο R.

42. (Απόλυτη συνέχεια του ολοκληρώµατος- 1η µορφή) ΄Εστω f ∈ L1 (E), όπου E ∈M.

(αʹ) Αν Ec = {x ∈ E : |f(x)| ≥ c}, c ∈ R, τότε limc→∞
∫
Ec
|f |dm = 0.
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(ϐʹ) ∆είξτε ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0, τέτοιο ώστε για κάθε µετρήσιµο σύνολο

A ⊆ E µε m(A) < δ είναι
∫
A |f |dm < ε.

43. (Απόλυτη συνέχεια του ολοκληρώµατος- 2η µορφή) Υποθέτουµε ότι η µετρήσιµη συ-

νάρτηση f : R→ R είναι τοπικά ολοκληρώσιµη, δηλαδή

∀E ∈M, m(E) <∞⇒
∫
E
|f | dm <∞ .

Να αποδειχθεί ότι

∀ε > 0, ∃δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε A ∈M µε m(A) < δ ⇒
∫
A
|f | dm < ε . (4.34)

Υπόδειξη. ΄Εστω ότι δεν ισχύει η (4.34). Τότε υπάρχει ε > 0 τέτοιο ώστε

∀n ∈ N∗, ∃An ∈M µε m(An) <
1

2n
και

∫
An

|f | dm ≥ ε .

Αν Bn =
⋃∞
k=nAk, δείξτε ότι

∫
⋂∞
n=1Bn

|f | dm ≥ ε και m

( ∞⋂
n=1

Bn

)
= 0 .

44. ΄Εστω f ∈ L1(E), E ∈M και έστω a > 0. ∆είξτε ότι

lim
a→∞

am({|f | > a}) = 0 .

Υπόδειξη. Αν (an) είναι ακολουθία ϑετικών πραγµατικών αριθµών µε limn→∞ an = ∞,

ϑεωρείστε την ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων (gn) µε gn := |f |χ{|f |>an} .

45. ΄Εστω (fn) ακολουθία ολοκληρώσιµων συναρτήσεων στο R, τέτοια ώστε limn→∞ fn(x) =

f(x) σχεδόν παντού. Υποθέτουµε ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει µετρήσιµο σύνολο A µε

m(A) <∞, µια ολοκληρώσιµη συνάρτηση g ≥ 0 και ένας ϕυσικός αριθµός n0 τέτοιος ώστε∫
R\A
|fn|dm < ε και |fn| ≤ g στο A , για κάθε n ≥ n0 .

Να αποδειχθεί ότι η f είναι ολοκληρώσιµη και ότι

lim
n→∞

∫
R
fn dm =

∫
R
f dm.
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46. Υποθέτουµε ότι το σύνολο X ⊂ R είναι µετρήσιµο µε m(X) <∞. ΄Εστω

H := {f ∈ L1(X) : |f | ≤ g} ,

όπου g ∈ L1(X).

(i) ∆είξτε ότι για κάθε f ∈ H, για κάθε n ∈ N∗ και για κάθε µετρήσιµο σύνολο A ⊆ X,∫
A
|f | dm ≤

∫
{g>n}

g dm+ nm(A) .

(ii) ∆είξτε ότι

lim
n→∞

∫
X
gχ{g>n} dm = 0 .

(iii) ∆είξτε ότι για κάθε ε > 0, υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε, για κάθε µετρήσιµο σύνολο

A ⊆ X µε m(A) < δ είναι

sup

{∫
A
|f | dm : f ∈ H

}
≤ ε .

47. ΄Εστω

fn(x) =
n sinx

1 + n2x1/2
, x ∈ (0, 1) .

∆είξτε ότι

lim
n→∞

∫
(0,1)

fn dm =

∫
(0,1)

lim
n→∞

fn dm = 0 .

Υπόδειξη. Για κάθε x ∈ (0, 1) και για κάθε n ∈ N∗ είναι∣∣∣∣ n sinx

1 + n2x1/2

∣∣∣∣ ≤ n

1 + n2x1/2
≤ n

n2x1/2
≤ 1

x1/2
.

48. ΄Εστω fn(x) = nx lnx
1+n2x2

, x ∈ (0, 1]. Να υπολογιστεί, αν υπάρχει, το όριο

lim
n→∞

∫
(0,1]

fn(x) dm(x) .

49. Να υπολογιστεί, αν υπάρχει, το όριο

lim
n→∞

∫ ∞
1

√
x

1 + nx3
dx .

Υπόδειξη. Είναι √
x

1 + nx3
≤ x−3/2 , για κάθε x ≥ 1 .
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50. ΄Εστω fn(x) := n2x
(1+n2x2) lnn

, για κάθε ϕυσικό αριθµό n ≥ 2 και για κάθε 0 ≤ x ≤ 1.

(ι) Να υπολογιστεί το

lim
n→∞

∫ 1

0
fn(x) dx .

(ιι) Υπάρχει ϕ ∈ L1 [0, 1] τέτοια ώστε fn ≤ ϕ στο [0, 1];

51. Υποθέτουµε ότι η

g(t) :=

∫
[0,∞)

etxf(x) dm(x)

είναι πεπερασµένη για κάθε t ≥ 0, όπου f είναι µη αρνητική µετρήσιµη συνάρτηση στο

[0,∞).

(αʹ) Να αποδειχθεί ότι η g είναι συνεχής για t > 0, αποδεικνύοντας ότι για κάθε ακολουθία

(hn) µε limn→∞ hn = 0 είναι

lim
n→∞

g(t+ hn) = g(t) .

(ϐʹ) Να αποδειχθεί ότι η g είναι παραγωγίσιµη για t > 0, αποδεικνύοντας ότι για κάθε

ακολουθία (hn) µη µηδενικών όρων µε limn→∞ hn = 0 το όριο

lim
n→∞

g(t+ hn)− g(t)

hn

υπάρχει και είναι το ίδιο (για κάθε τέτοια ακολουθία). Ποια είναι η παράγωγος g′(t);

Υπόδειξη. Ισχύει η ανισότητα∣∣∣∣ehnx − 1

hn

∣∣∣∣ < e(1+|hn|)x , για κάθε x ≥ 0.

52. Υποθέτουµε ότι η f ∈ L1 (R) και η ϕ είναι ϕραγµένη και συνεχής συνάρτηση. ΄Εστω

F (x) =

∫ ∞
−∞

f(y)ϕ(x− y) dm(y) .

(αʹ) Να αποδειχθεί ότι η F είναι ϕραγµένη και συνεχής συνάρτηση.

(ϐʹ) Αν επιπλέον η ϕ′ είναι ϕραγµένη και συνεχής συνάρτηση, να αποδειχθεί ότι η F είναι

παραγωγίσιµη και ότι

F ′(x) =

∫ ∞
−∞

f(y)ϕ′(x− y) dm(y) .
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53. ΄Εστω E µετρήσιµο υποσύνολο του [a, b], µε m(E) > 0 και έστω η συνάρτηση

F (x) :=

∫ b

a
χ
E

(t)χ
E

(x+ t) dt , ∀x ∈ R .

Να αποδειχθεί ότι :

(i) Η F είναι συνεχής στο 0, µε F (0) > 0.

(ii) Υπάρχει δ > 0, τέτοιο ώστε F (x) > 0 για κάθε x ∈ (−δ, δ).

(iii) Αν x ∈ (−δ, δ), τότε υπάρχει t0 (που εξαρτάται από το x) τέτοιο ώστε

χ
E

(t0)χE(x+ t0) > 0 .

Το t0 ∈ E, το x+ t0 ∈ E και κατά συνέπεια το διάστηµα (−δ, δ) ⊂ E−E. Εποµένως,

η διαφορά E − E ϑα περιέχει µια περιοχή (−δ, δ) του µηδενός.

Η παραπάνω απόδειξη του ϑεωρήµατος του Steinhaus (ϐλέπε Θεώρηµα 2.71) οφείλεται

στον A. Calderon.

54. ΄Εστω E Lebesgue µετρήσιµο σύνολο µεm(E) <∞. Αν τα A,B είναι Lebesgue µετρήσιµα

υποσύνολα του E, ορίζουµε τη συνάρτηση

d(A,B) := m (A \B) +m (B \A) .

Λέµε ότι το A είναι ισοδύναµο του B, συµβολισµός A ∼ B, αν d(A,B) = 0.

(αʹ) Να αποδειχθεί ότι

d(A,B) =

∫
E
|χ

A
−χ

B
| dm .

(ϐʹ) Αν X είναι ο χώρος των κλάσεων ισοδυναµιών των Lebesgue µετρήσιµων υποσυνόλων

του E, να αποδειχθεί ότι ο (X, d) είναι ένας µετρικός χώρος.

(γʹ) Ο µετρικός χώρος (X, d) είναι πλήρης. ∆ηλαδή αν (An) είναι ακολουθία Lebesgue

µετρήσιµων υποσυνόλων του E µε limm,n→∞ d(Am, An) = 0, τότε υπάρχει Lebesgue

µετρήσιµο σύνολο A ⊆ E τέτοιο ώστε limn→∞ d(An, A) = 0.

55. ∆ίνεται ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων (fn) µε fn ∈ L1(X) για κάθε n ∈ N∗, όπου

X ⊂ R Lebesgue µετρήσιµο σύνολο µε m(X) < ∞. Υποθέτουµε ότι η ακολουθία (fn)
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ικανοποιεί την εξής συνθήκη:

∀ε > 0 υπάρχει M > 0 τέτοιο ώστε
∫
X
|fn|χA dm < ε , για κάθε n ∈ N∗ ,

όπου A = {x ∈ X : |fn(x)| > M}. Επιπλέον υποθέτουµε ότι limn→∞ fn = f σχεδόν

παντού στο X. ∆είξτε ότι η f ∈ L1(X) και ότι η σηµειακή σύγκλιση της (fn) συνεπάγεται

την ισχυρή σύγκλιση, δηλαδή

lim
n→∞

‖fn − f‖1 = 0 .

56. Να υπολογιστούν, αν υπάρχουν, τα παρακάτω όρια

(α) lim
n→∞

∫
[0,∞)

sin (ex)

1 + nx2
dm(x) (β) lim

n→∞

∫
(0,∞)

ln(x+ n)

n
e−x cosx dm(x) .

57. Αν α < 1, να υπολογιστεί το όριο

lim
n→∞

∫
[0,n)

(
1− x

n

)n
eαx dm(x) .

58. (αʹ) ΄Εστω (an) πραγµατική ακολουθία και έστω a ∈ R. ∆ώστε ένα παράδειγµα συναρτή-

σεων fn, f : R→ R µε fn, f ∈ L1(R), για κάθε n ∈ N∗, τέτοιων ώστε

• fn −→ f κατά σηµείο καθώς το n→∞,

•
∫
R fn dm = an , για κάθε n ∈ N∗,

•
∫
R f dm = a.

Εφαρµογή. ∆ώστε ένα παράδειγµα συναρτήσεων fn, f : R→ R µε fn, f ∈ L1(R), για

κάθε n ∈ N∗, τέτοιων ώστε

• fn −→ f κατά σηµείο καθώς το n→∞,

•
∫
R fn dm = 1

n , για κάθε n ∈ N∗,

•
∫
R f dm = 1.

(ϐʹ) Υπάρχουν µετρήσιµες και µη αρνητικές συναρτήσεις fn, f , n ∈ N∗, στο R τέτοιες ώστε

• fn −→ f κατά σηµείο καθώς το n→∞,

•
∫
R fn dm = 1

n , για κάθε n ∈ N∗,

•
∫
R f dm = 1;
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59. ΄Εστω οι ακολουθίες συναρτήσεων

fn(x) =


(

1− x2

n

)n
αν 0 ≤ x ≤

√
n

0 αν x >
√
n

και

gn(x) =


(

1− x2

n

)n+1/2
αν 0 ≤ x ≤

√
n

0 αν x >
√
n .

(αʹ) ∆είξτε ότι ∫ +∞

0
fn(x) dx

∫ +∞

0
gn(x) dx =

n

n+ 1

π

4
,

για κάθε n ∈ N∗.

(ϐʹ) ∆είξτε ότι η y = e−x
2
είναι ολοκληρώσιµη στο [0,+∞) και ότι∫ +∞

0
e−x

2
dx =

√
π

2
.

Υπόδειξη. (α΄) Είναι∫ π/2

0
sink x dx =

∫ π/2

0
cosk x dx

=


1·3·5···(2n−1)
2·4·6···(2n) ·

π
2 = (2n−1)!!

(2n)!! ·
π
2 αν k = 2n,

2·4·6···(2n)
1·3·5···(2n+1) = (2n)!!

(2n+1)!! αν k = 2n+ 1.

60. (αʹ) Αν n ∈ N∗, να αποδειχθεί ότι 0 < [1− (1− t/n)n] /t ≤ 1, για κάθε t ∈ (0, 1] και

0 ≤ (1− t/n)n ≤ e−t, για κάθε t ∈ [0, n].

(ϐʹ) Αν

In =

∫ 1

0

1

t

[
1−

(
1− t

n

)n]
dt και Jn =

∫ n

1

1

t

(
1− t

n

)n
dt,

να αποδειχθεί ότι

lim
n→∞

In =

∫ 1

0

1− e−t

t
dt και lim

n→∞
Jn =

∫ ∞
1

e−t

t
dt.

(γʹ) Να αποδειχθεί ότι

In − Jn =

∫ n

0

1

t

[
1−

(
1− t

n

)n]
dt− lnn = 1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n
− lnn.
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Να συµπεράνετε ότι ∫ 1

0

1− e−t − e−1/t

t
dt = γ,

όπου γ = limn→∞ (1 + 1/2 + · · ·+ 1/n− lnn) είναι η σταθερά του Euler (γ =

0, 577215 . . .).

61. Να ϐρεθεί η µικρότερη σταθερά c τέτοια ώστε

ln(1 + et) < c+ t , για κάθε t > 0 .

Υπάρχει το

lim
n→∞

1

n

∫ 1

0
ln
(

1 + enf(x)
)

dx

για κάθε πραγµατική συνάρτηση f ∈ L1 [0, 1]; Αν υπάρχει να υπολογιστεί.

62. Με τεχνικές ῾῾Μιγαδικής Ανάλυσης᾿᾿ αποδεικνύεται ότι∫ 2π

0
ln |1 + aeiθ| dθ = 0 , |a| < 1 .

Χρησιµοποιώντας το παραπάνω αποτέλεσµα και το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης του

Lebesgue, δείξτε ότι
∫ 2π

0
ln |1 + eiθ| dθ = 0.

63. Χρησιµοποιώντας την αντικατάσταση x = e−t να αποδειχθεί ότι∫ 1

0
x−x dx =

∫ ∞
0

ete
−t

e−t dt

=

∫ ∞
0

{ ∞∑
n=0

1

n!
tne−nt

}
e−t dt

=

∞∑
n=1

1

(n− 1)!
n−nΓ(n) =

∞∑
n=1

n−n .

64. ∆είξτε ότι ∫
[0,∞)

x

ex − 1
dm(x) =

π2

6
.

Υπόδειξη. Να αποδειχθεί ότι x/(ex − 1) =
∑∞

n=1 xe−nx, για κάθε x > 0. Ως γνωστόν∑∞
n=1(1/n

2) = π2/6.

65. Αν un(x) = e−nx − 2e−2nx, δείξτε ότι
∞∑
n=1

un(x) =
1

ex + 1
και

∞∑
n=1

∫ ∞
0

un(x) dx = 0 6= ln 2 =

∫ ∞
0

∞∑
n=1

un(x) dx .

Τι συµπεραίνετε για τη σειρά
∑∞

n=1

∫∞
0 |un(x)|dx;
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66. ΄Εστω (fn) ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων, fn : R→ R. Αν υπάρχει g ∈ L1(R), τέτοια

ώστε
∑∞

n=1 |fn(x)| ≤ g(x) σ.π. στο R, δείξτε ότι∫
R

∞∑
n=1

fn(x) dm(x) =

∞∑
n=1

∫
R
fn(x) dm(x) .

67. (αʹ) Να αποδειχθεί ότι∣∣∣∣e−sx sinx

x

∣∣∣∣ ≤ ∞∑
n=0

∣∣∣∣(−1)n
x2n

(2n+ 1)!
e−sx

∣∣∣∣ ≤ e(1−s)x , για x > 0 .

(ϐʹ) Να αποδειχθεί ότι ο µετασχηµατισµός Laplace∫ ∞
0

e−sx
sinx

x
dx = arctan

(
1

s

)
, s > 1 .

68. Να αποδειχθεί ότι ∫ ∞
0

tx−1

et − 1
dt = Γ (x) ζ (x) , x > 1 ,

όπου ζ(x) =
∑∞

n=1 n
−x, x > 1, είναι η Ϲ- συνάρτηση του Riemann.

Υπόδειξη. 1/
(
et − 1

)
= e−t/

(
1− e−t

)
=
∑∞

n=1 e−nt.

69. ΄Εστω ψ(t) =
∑∞

n=1 e−n
2πt , t > 0. Να αποδειχθεί ότι∫ ∞

0
ψ(t)tx/2−1 dt = π−x/2Γ(x/2)ζ(x) , x > 1 ,

όπου ζ(x) =
∑∞

n=1 n
−x, x > 1.

70. ΄Εστω p > 0.

(αʹ) Να αποδειχθεί ότι το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ 1

0
xp+n ln

(
1

x

)
dx =

1

(p+ n+ 1)2
.

(ϐʹ) Να αποδειχθεί ότι ∫
(0,1)

xp

1− x
ln

(
1

x

)
dm(x) =

∞∑
n=1

1

(p+ n)2
.

Υπόδειξη. Για x ∈ (0, 1) είναι (xp/ (1− x)) ln(1/x) =
∑∞

n=0 x
p+n ln(1/x).
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71. Για x > 0 είναι

sinx · lnx =
∞∑
n=0

fn(x) , µε fn(x) = (−1)n
x2n+1 lnx

(2n+ 1)!
.

Να αποδειχθεί ότι
∞∑
n=0

∫ 1

0
|fn(x)|dx =

∞∑
n=0

1

(2n+ 2)!(2n+ 2)
<∞

και στη συνέχεια ότι ∫ 1

0
sinx · lnx dx =

∞∑
n=1

(−1)n

(2n)!(2n)
.

72. Αν a ∈ R, να αποδειχθεί ότι ∫ ∞
0

sin ax

ex − 1
dx =

∞∑
n=1

a

a2 + n2
.

Υπόδειξη. ∆είξτε ότι

sin ax

ex − 1
=
∞∑
n=1

e−nx sin ax , για κάθε x > 0 .

73. Αν a ∈ R, να αποδειχθεί ότι∫ ∞
0

e−x
2

cos ax dx =

∞∑
n=0

(−1)n
(2a)2n

(2n)!

∫ ∞
0

e−x
2
x2n dx

=
∞∑
n=0

(−1)n(2a)2n
(2n− 1)!!

2n(2n)!
·
√
π

2
=

√
π

2
e−a

2
.

74. Αν r, s > 0, δείξτε ότι ∫ 1

0

xr−1

1 + xs
dx =

∞∑
n=0

(−1)n

r + ns
.

Εφαρµογή: Να αποδειχθεί ότι

(i) π
4 = 1− 1

3 + 1
5 −

1
7 + · · · ,

(ii) ln 2 = 1− 1
2 + 1

3 −
1
4 + · · · .

75. ΄Εστω η ακολουθία διαστηµέτων An =
(

1
n+1 ,

1
n

]
, n ∈ N∗. Θεωρούµε τη συνάρτηση

f(x) =


∑∞

n=1 n
αχ

An
αν 0 < x ≤ 1

0 αν x = 0 ,

όπου α ∈ R. Για ποιες τιµές του α ∈ R η f ∈ L1 [0, 1];
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76. ΄Εστω (fn) ακολουθία πραγµατικών ολοκληρώσιµων συναρτήσεων, δηλαδή fn ∈ L1 (R).

Υποθέτουµε ότι υπάρχει f ∈ L1 (R) τέτοια ώστε∫
R
|fn − f |dm ≤

1

n2
, για κάθε n ∈ N∗ .

(αʹ) ∆είξτε πρώτα ότι
∞∑
n=2

∫
R
|fn − fn−1| dm <∞

και στη συνέχεια ότι η σειρά
∑∞

n=2 (fn(x)− fn−1(x)) συγκλίνει σχεδόν παντού στο R

και το άθροισµά της είναι µια ολοκληρώσιµη συνάρτηση.

(ϐʹ) ∆είξτε ότι limn→∞ fn(x) = f(x), σχεδόν παντού στο R.

77. ΄Εστω (an)∞n=2 ακολουθία πραγµατικών αριθµών µε |an| ≤ lnn. Να αποδειχθεί ότι η∑∞
n=2 ann

−x είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη στο [2,∞) και ότι∫ ∞
2

∞∑
n=2

ann
−x dx =

∞∑
n=2

an
n2 lnn

.

78. ΄Εστω {r1, r2, . . . , rn, . . .} µια αρίθµηση των ϱητών αριθµών στο διάστηµα [0, 1] και έστω

(an) πραγµατική ακολουθία µε
∑∞

n=1 |an| < ∞. ∆είξτε ότι η σειρά
∑∞

n=1 an|x − rn|−1/2

συγκλίνει απόλυτα σ.π. στο [0, 1].

79. Να υπολογιστεί το
∞∑
n=0

∫
[0, π/2]

(1−
√

sinx)n cosx dm(x) .

80. ΄Εστω f ολοκληρώσιµη συνάρτηση στο R και έστω a > 0. Να αποδειχθεί ότι η σειρά∑∞
n=−∞ f

(
x
a + 1

)
συγκλίνει απόλυτα σχεδόν παντού στο R και ότι το άθροισµά της F (x)

είναι µια ολοκληρώσιµη συνάρτηση στο (0, a). Επίσης, να αποδειχθεί ότι

1

a

∫
(0,a)

F (x) dm(x) =

∫
R
f(x) dm(x) .

81. ΄Εστω f ∈ L1 (R) και έστω φ(x) :=
∑∞

n=1 f
(
2nx+ 1

n

)
, n ∈ N∗. ∆είξτε ότι η φ είναι

Lebesgue ολοκληρώσιµη και ότι
∫
R f dm =

∫
R φdm.

82. ΄Εστω η συνάρτηση f είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη στο [0, 1]. Υποθέτουµε ότι για κάθε a, b

µε 0 ≤ a < b ≤ 1 είναι ∫ a+b
2

a
f(x) dx =

∫ b

a+b
2

f(x) dx .
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∆είξτε ότι f είναι σταθερή σ.π. στο [0, 1].

83. ΄Εστω E Lebesgue µετρήσιµο υποσύνολο του [0, 2π] και έστω m ∈ N∗. Αν (kn) είναι

γνήσια αύξουσα ακολουθία ϕυσικών αριθµών και (an) είναι µια οποιαδήποτε πραγµατική

ακολουθία, να αποδειχθεί η ταυτότητα

cos2m t = 2−2m
(

2m

m

)
+ 21−2m

m∑
k=1

(
2m

m− k

)
cos 2kt

και να υπολογιστεί το όριο limn→∞
∫
E cos2m (knx+ an) dm(x).

84. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση ϕ : [0,∞) → R είναι συνεχώς παραγωγίσιµη, τέτοια ώστε

φ(0) = 1 και ϕ,ϕ′ ∈ L1 [0,∞). Αν a > 0, να αποδειχθεί ότι∫ ∞
0

ϕ(ax) sinx dx = 1 +

∫ ∞
0

ϕ′(t) cos(t/a) dt .

Στη συνέχεια να υπολογιστεί το lima→0+
∫∞
0 ϕ(ax) sinx dx.

Υπόδειξη. Το limx→∞ φ(x) = 1 + limx→∞
∫ x
0 ϕ
′(t) dt = 1 +

∫∞
0 ϕ′(t) dt υπάρχει. Επειδή

το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
0 ϕ(x) dx συγκλίνει, ϑα είναι limx→∞ ϕ(x) = 0.

85. (αʹ) Αν k ∈ N∗, να αποδειχθεί ότι∫ π

0

(
t2

2π
− t
)

cos kt dt =
1

k2
.

(ϐʹ) Χρησιµοποιώντας την ταυτότητα

n∑
k=1

cos kt = <

(
n∑
k=1

eikt

)
=

cos [(n+ 1)t/2] · sin(nt/2)

sin(t/2)
, t 6= 0 ,

να αποδειχθεί ότι

2
n∑
k=1

1

k2
=

∫ π

0
f(t) sin(n+ 1/2)tdt+

π2

3
,

όπου

f(t) =


t2−2πt

2π sin(t/2) αν 0 < t ≤ π ,

−2 αν t = 0 .

(γʹ) Να αποδειχθεί ότι
∑∞

k=1(1/k
2) = π2/6 .
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86. Υποθέτουµε ότι το E ⊂ [0, 2π] είναι µετρήσιµο σύνολο και ότι
∫
E x

n cosx dx = 0, για κάθε

n ∈ N. ∆είξτε ότι m(E) = 0.

87. Υπάρχει συνεχής συνάρτηση f : [0, 1]→ R, τέτοια ώστε∫ 1

0
xf(x) dx = 1 και

∫ 1

0
xnf(x) dx = 0

για n = 0, 2, 3, 4 . . . ;

Υπόδειξη. Να αποδειχθεί ότι για κάθε n ∈ N είναι f̂(n) =
∫ 1
0 f(x)e−2πinx dx = −2πni.

88. (αʹ) Αν το σύνολο E ⊂ [0, 2π] είναι µετρήσιµο, να αποδειχθεί ότι

lim
n→∞

∫
E

cosnx dx = lim
n→∞

∫
E

sinnx dx = 0 .

(ϐʹ) ΄Εστω k1 < k2 < · · · < kn < · · · γνήσια αύξουσα ακολουθία ϕυσικών αριθµών.

Θεωρούµε το σύνολο

E = {x ∈ [0, 2π] : η ακολουθία (sin(knx)) συγκλίνει} .

∆είξτε ότι m(E) = 0.

Υπόδειξη. Επειδή limn→∞
∫
E cos(2knx) dx = 0, όπου E µετρήσιµο υποσύνολο του

[0, 2π], χρησιµοποιώντας την ταυτότητα 1 − 2 sin2(knx) = cos(2knx), να αποδειχθεί

ότι limn→∞ sin(knx) = ± 1√
2
σχεδόν παντού στο E.
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