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Συµβολισµός και Ορολογία

• R– το σύνολο των πραγµατικών αριθµών

• R+– το σύνολο των ϑετικών πραγµατικών αριθµών

• Z– το σύνολο των ακεραίων

• N– το σύνολο των ϑετικών ακεραίων

• Q– το σύνολο των ϱητών

• Αν n ∈ N,

n! = 1 · 2 · 3 · · ·n,

(2n)!! = 2 · 4 · 6 · · · (2n− 2) (2n) και

(2n+ 1)!! = 1 · 3 · 5 · · · (2n− 1) (2n+ 1).

• Το ακέραιο µέρος του x ∈ R, συµβολίζεται µε [x], είναι ο µοναδικός ακέραιος k ∈ Z

τέτοιος ώστε k ≤ x < k + 1.

• C– το µιγαδικό επίπεδο

• C = C ∪ {∞}– το επεκταµένο µιγαδικό επίπεδο

• <– πραγµατικό µέρος

• =– ϕανταστικό µέρος

• arg– όρισµα

• z– ο συζυγής του z

i
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• D (z0, r)– ανοικτός δίσκος µε κέντρο το z0 ∈ C και ακτίνα r > 0 (ο ανοικτός δίσκοςD (z0, r)

λέγεται και περιοχή του z0 ∈ C)

• D (z0, r)– κλειστός δίσκος µε κέντρο το z0 ∈ C και ακτίνα r > 0

• C (z0, r)– κύκλος µε κέντρο το z0 ∈ C και ακτίνα r > 0

• C+ (z0, r)– κύκλος µε κέντρο το z0 ∈ C, ακτίνα r > 0 και ϑετική ϕορά διαγραφής

• C− (z0, r)– κύκλος µε κέντρο το z0 ∈ C, ακτίνα r > 0 και αρνητική ϕορά διαγραφής

Αν το A είναι υποσύνολο του C, τότε

• το z0 ∈ A είναι εσωτερικό σηµείο του A, αν υπάρχει περιοχή D (z0, δ) του z0 τέτοια ώστε

D (z0, δ) ⊆ A,

• το z0 ∈ C λέγεται σηµείο συσσώρευσης (σ.σ) του A, αν D (z0, ε) ∩ (A \ {z0}) 6= ∅, για

κάθε περιοχή D (z0, ε) του z0.

• Η συνάρτηση f ορισµένη στο A ⊆ C, A 6= ∅, είναι ϕραγµένη, αν υπάρχει M > 0 τέτοιο

ώστε |f(z)| ≤M για κάθε z ∈ A.

• f ′– παράγωγος της f

• f (k)– k-παράγωγος της f

• exp– εκθετική συνάρτηση

• log– µιγαδικός λογάριθµος

• Log– κύριος ή πρωτεύον κλάδος λογαρίθµου

• γ– καµπύλη

• γ∗– πεδίο τιµών της καµπύλης

•
´
γ f (z) dz– επικαµπύλιο ολοκλήρωµα της f πάνω στη καµπύλη γ

•
¸
γ f (z) dz– επικαµπύλιο ολοκλήρωµα της f πάνω στη κλειστή καµπύλη γ



iii

•
�
γ f (z) dz– επικαµπύλιο ολοκλήρωµα της f πάνω στη κλειστή καµπύλη γ µε ϑετική ϕορά

διαγραφής

•
ı
γ f (z) dz– επικαµπύλιο ολοκλήρωµα της f πάνω στη κλειστή καµπύλη γ µε αρνητική

ϕορά διαγραφής

• n (γ, z0) ή I (γ, z0) ή Indγ (z0)– δείκτης στροφής της καµπύλης γ ως προς το z0 /∈ γ∗

• Res (f, z0)– ολοκληρωτικό υπόλοιπο της f στο z0

• Γ– συνάρτηση γάµµα του Euler

• ζ– συνάρτηση Ϲήτα του Riemann
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Κεφάλαιο 1

Λυµένες Ασκήσεις

1.1 Ακαδηµαϊκό έτος 2016–17

ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

1η Σειρά Ασκήσεων στη Μιγαδική Ανάλυση

1. ΄Εστω n ∈ N∗.

(αʹ) ∆είξτε ότι οι ϱίζες της εξίσωσης z2n = 1 είναι οι

zk = e±i
kπ
n = cos

(
kπ

n

)
± i sin

(
kπ

n

)
, k = 0, 1, 2, . . . , n .

Οι πραγµατικές ϱίζες της εξίσωσης είναι z0 = 1 και zn = −1.

(ϐʹ) ∆είξτε ότι

z2n−1 = (z2−1)
n−1∏
k=1

(
z − ei

kπ
n

)(
z − e−i

kπ
n

)
= (z2−1)

n−1∏
k=1

(
z2 − 2z cos

(
kπ

n

)
+ 1

)
.

(1.1)

Λύση.

(αʹ) Οι ϱίζες της εξίσωσης z2n = 1 είναι

zk = ei
2kπ
2n = ei

kπ
n , k = 0, 1, . . . , 2n− 1 .

1
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΄Οµως

z2n−1 = ei
(2n−1)π

n = e−i
π
n , z2n−2 = ei

(2n−2)π
n = e−i

2π
n , . . . , zn+1 = ei

(n+1)π
n = e−i

(n−1)π
n

και εποµένως οι ϱίζες της εξίσωσης z2n = 1 είναι

zk = e±i
kπ
n = cos

(
kπ

n

)
± i sin

(
kπ

n

)
, k = 0, 1, 2, . . . , n .

(ϐʹ) Επειδή(
z − ei

kπ
n

)(
z − e−i

kπ
n

)
= z2 − z

[
ei
kπ
n + e−i

kπ
n

]
+ 1 = z2 − 2z cos

(
kπ

n

)
+ 1 ,

είναι

z2n − 1 = (z − 1)(z + 1)

n−1∏
k=1

(
z − ei

kπ
n

)(
z − e−i

kπ
n

)
= (z2 − 1)

n−1∏
k=1

(
z − ei

kπ
n

)(
z − e−i

kπ
n

)
= (z2 − 1)

n−1∏
k=1

(
z2 − 2z cos

(
kπ

n

)
+ 1

)
.

2. ΄Εστω n ∈ N∗. Για κάθε θ ∈ R \ {0} δείξτε ότι

sinnθ

sin θ
= 2n−1

n−1∏
k=1

(
cos θ − cos

(
kπ

n

))
. (i)

Παίρνοντας θ → 0, δείξτε ότι

n = 2n−1
n−1∏
k=1

sin

(
kπ

n

)
. (ii)

Υπόδειξη. Αν z = cos θ + i sin θ, από την (1.1) προκύπτει ότι

zn − z−n = (z − z−1)
n−1∏
k=1

(
z + z−1 − 2 cos

(
kπ

n

))
.

Λύση. Πολλαπλασιάζοντας µε z−n, από την (1.1) έχουµε

zn − z−n = (z − z−1)
n−1∏
k=1

(
z + z−1 − 2 cos

(
kπ

n

))
.
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Αν z = cos θ + i sin θ, η παραπάνω ισότητα γράφεται στη µορφή

2i sinnθ = 2i sin θ
n−1∏
k=1

(
2 cos θ − 2 cos

(
kπ

n

))
και ισοδύναµα

sinnθ

sin θ
= 2n−1

n−1∏
k=1

(
cos θ − cos

(
kπ

n

))
.

Επειδή limθ→0
sinnθ
sin θ = 1, από τη (i) έπεται ότι

n = 2n−1
n−1∏
k=1

(
1− cos

(
kπ

n

))

= 2n−1
n−1∏
k=1

2 sin2

(
kπ

2n

)

= 2n−1
n−1∏
k=1

2 sin

(
kπ

2n

)
sin

(
(n− k)π

2n

)

= 2n−1
n−1∏
k=1

2 sin

(
kπ

2n

)
cos

(
kπ

2n

)
(sin

(
(n−k)π

2n

)
= sin

(
π
2 −

kπ
2n

)
= cos

(
kπ
2n

)
)

= 2n−1
n−1∏
k=1

sin

(
kπ

n

)
.

3. ΄Εστω x > 1. ∆είξτε ότι 1− 2x cos t+ x2 > 0 για κάθε t ∈ [0, π] και ϑεωρείστε τη συνάρτηση

f(t) := ln(1− 2x cos t+ x2) , t ∈ [0, π] ,

Αν n ∈ N∗, χρησιµοποιώντας τη ϑεωρία του ολοκληρώµατος Riemann δείξτε ότι

ˆ π

0
ln(1− 2x cos t+ x2) dt = lim

n→∞

π

n

n−1∑
k=0

f

(
kπ

n

)
= 2π lnx . (ολοκλήρωµα Poisson)

Υπόδειξη. Από την (1.1) έπεται ότι

n−1∑
k=1

f

(
kπ

n

)
= ln

[
x− 1

x+ 1
(x2n − 1)

]
.

Λύση. Επειδή για κάθε t ∈ [0, π]

1− 2x cos t+ x2 = (x− cos t)2 + sin2 t ≥ (x− cos t)2 > 0 ,
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η συνάρτηση f(t) = ln(1− 2x cos t+ x2) είναι καλά ορισµένη στο διάστηµα ∈ [0, π]. Από την

(1.1) έχουµε
n−1∏
k=1

(
x2 − 2x cos

(
kπ

n

)
+ 1

)
=
x2n − 1

x2 − 1
,

οπότε
n−1∏
k=0

(
x2 − 2x cos

(
kπ

n

)
+ 1

)
=
x− 1

x+ 1
(x2n − 1) .

Ισοδύναµα,

n−1∑
k=0

ln

(
x2 − 2x cos

(
kπ

n

)
+ 1

)
= ln

[
n−1∏
k=0

(
x2 − 2x cos

(
kπ

n

)
+ 1

)]

= ln

[
x− 1

x+ 1
(x2n − 1)

]
και εποµένως

n−1∑
k=0

f

(
kπ

n

)
= ln

[
x− 1

x+ 1
(x2n − 1)

]
.

Επειδή το π
n

∑n−1
k=1 f

(
kπ
n

)
είναι ένα άθροισµα Riemann της συνάρτησης f στο διάστηµα [0, π],

ως γνωστόν

ˆ π

0
ln(1− 2x cos t+ x2) dt = lim

n→∞

π

n

n−1∑
k=0

f

(
kπ

n

)
= lim

n→∞

π

n
ln

[
x− 1

x+ 1
(x2n − 1)

]
= lim

n→∞

π

n
ln

[
x2n

x− 1

x+ 1

(
1− 1

x2n

)]
= lim

n→∞

π

n

[
2n lnx+ ln

(
x− 1

x+ 1

(
1− 1

x2n

))]
= 2π lnx+ lim

n→∞

π

n
ln

(
x− 1

x+ 1

(
1− 1

x2n

))
= 2π lnx .

4. ΄Εστω η συνάρτηση f : C→ C µε

f(z) =


e−1/z

4
αν z 6= 0,

0 αν z = 0 .

∆είξτε ότι ικανοποιούνται οι εξισώσεις Cauchy–Riemann στο σηµείο (0, 0). Είναι η f συνεχής

στο 0; Είναι η f αναλυτική στο 0; Αιτιολογήστε την απάντησή σας.
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Λύση. Για x ∈ R, x 6= 0, είναι

f(x, 0)− f(0, 0)

x− 0
=
e−1/x

4

x
= x−1e−1/x

4
.

Επειδή
∣∣∣x−1e−1/x4∣∣∣ = |x|−1e−1/x4 και

lim
x→0
|x|−1e−1/x4 = lim

t→+∞

t

et4
= lim

t→+∞

1

4t3et4
= 0 ,

είναι
∂f

∂x
(0, 0) = lim

x→0

f(x, 0)− f(0, 0)

x− 0
= lim

x→0
x−1e−1/x

4
= 0 .

Παρόµοια, για y ∈ R, y 6= 0, είναι

∂f

∂y
(0, 0) = lim

y→0

f(0, y)− f(0, 0)

y − 0
= lim

y→0
y−1e−1/y

4
= 0 .

΄Αρα
∂f

∂x
(0, 0) = −i∂f

∂y
(0, 0) = 0, δηλαδή ικανοποιούνται οι εξισώσεις Cauchy–Riemann στο

σηµείο (0, 0).

Θα αποδείξουµε τώρα ότι η f δεν είναι συνεχής στο 0. Αν zn = 1/n, wn = (1 + i)/n, n ∈ N∗,

είναι limn→∞ zn = limn→∞wn = 0 µε

lim
n→∞

f(zn) = lim
n→∞

e−n
4

= 0

και

lim
n→∞

f(wn) = lim
n→∞

e−n
4/(1+i)4 = lim

n→∞
en

4/4 =∞ .

Εποµένως από το ϑεώρηµα µεταφοράς το όριο limz→0 f(z) δεν υπάρχει και κατά συνέπεια η f

δεν είναι συνεχής 0. ΄Αρα, η f δεν είναι παραγωγίσιµη στο 0. ∆ηλαδή η f είναι παραγωγίσιµη

για κάθε z 6= 0 µε f ′(z) = 4e−1/z
4
/z5 και δεν είναι παραγωγίσιµη στο 0. Η f δεν είναι

αναλυτική στο 0.

5. Να ϐρεθεί η τιµή του a ∈ R για την οποία η συνάρτηση u(x, y) = axey cosx + yey sinx + x

είναι αρµονική στο R2. Στη συνέχεια να ϐρεθεί η συζυγής αρµονική v της u καθώς επίσης

και η ακέραια συνάρτηση f(z) = u(x, y) + iv(x, y), µε f(0) = i. Να εκφράσετε την f σαν

συνάρτηση του z = x+ iy.
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Λύση. Επειδή η u έχει συνεχείς µερικές παραγώγους 2ης τάξης στο R2, για να είναι η u

αρµονική ϑα πρέπει να ισχύει η εξίσωση Laplace:

uxx + uyy = 0

⇔ (−2aey sinx− axey cosx− yey sinx) + (axey cosx+ 2ey sinx+ yey sinx) = 0

⇔ 2(−a+ 1)ey sinx = 0 , για κάθε (x, y) ∈ R2 .

Εποµένως a = 1 και κατά συνέπεια

u(x, y) = xey cosx+ yey sinx+ x .

Ως γνωστόν, στον απλά συνεκτικό τόπο C υπάρχει συζυγής αρµονική v της u. ∆ηλαδή η

f = u + iv είναι ακέραια συνάρτηση. Από την εξίσωση Cauchy–Riemann ux = vy έχουµε

vy = ey cosx− xey sinx+ yey cosx+ 1 και εποµένως

v(x, y) = ey cosx− xey sinx+ cosx

ˆ
yey dy + y + c(x)

= ey cosx− xey sinx+ (yey − ey) cosx+ y + c(x) (παραγοντική ολοκλήρωση)

= −xey sinx+ yey cosx+ y + c(x) .

Από τη δεύτερη εξίσωση Cauchy–Riemann vx = −uy προκύπτει ότι

−ey sinx− xey cosx− yey sinx+ c′(x) = −xey cosx− ey sinx− yey sinx⇔ c′(x) = 0

και άρα c(x) = c. ∆ηλαδή

v(x, y) = −xey sinx+ yey cosx+ y + c .

και κατά συνέπεια

f(z) = u(z, 0) + iv(z, 0)

= z cos z + z + i(−z sin z + c)

= z(cos z − i sin z) + z + ic = ze−iz + z + ic ,

c ∈ R. ΄Οµως f(0) = i, οπότε c = 1. ΄Αρα,

f(z) = ze−iz + z + i .
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2η Σειρά Ασκήσεων στη Μιγαδική Ανάλυση

1. ΄Εστω |z| = R ο κύκλος στο µιγαδικό επίπεδο µε κέντρο 0 και ακτίνα R > 1. Αν γR είναι το

ηµικύκλιο του άνω ηµιεπιπέδου, δείξτε ότι∣∣∣∣ˆ
γR

z − 1

z + 1
dz

∣∣∣∣ ≤ R+ 1

R− 1
· πR .

Λύση. Στο ηµικύκλιο γR είναι |z − 1| ≤ |z| + 1 = R + 1 και |z + 1| ≥ |z| − 1 = R − 1.

Εποµένως ∣∣∣∣z − 1

z + 1

∣∣∣∣ ≤ R+ 1

R− 1
, για κάθε z ∈ γR .

΄Αρα, ∣∣∣∣ˆ
γR

z − 1

z + 1
dz

∣∣∣∣ ≤ R+ 1

R− 1
× (µήκος του ηµικύκλιου γR) =

R+ 1

R− 1
· πR .

2. ΄Εστω 0 < r < R.

(αʹ) ∆είξτε ότι
1

2πi

‰
|z|=r

R+ z

(R− z)z
dz = 1 .

(ϐʹ) Χρησιµοποιώντας το (α΄) δείξτε ότι

1

2π

ˆ π

−π

R2 − r2

R2 + r2 − 2rR cos θ
dθ = 1 .

Λύση.

(αʹ) Είναι

1

2πi

‰
|z|=r

R+ z

(R− z)z
dz =

1

2πi

‰
|z|=r

(R− z) + 2z

(R− z)z
dz

=
1

2πi

‰
|z|=r

1

z
dz +

1

πi

‰
|z|=r

1

R− z
dz

= 1 +
1

πi

‰
|z|=r

1

R− z
dz .

Επειδή η συνάρτηση f(z) = 1/(R − z) είναι αναλυτική πάνω και στο εσωτερικό του

κύκλου |z| = r, από το ϑεώρηµα Cauchy το ολοκλήρωµα
�
|z|=r

1
R−z dz = 0 και εποµένως

1

2πi

‰
|z|=r

R+ z

(R− z)z
dz = 1 .
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(ϐʹ) Η παραµετρική εξίσωση του κύκλου |z| = r είναι z = reiθ, −π ≤ θ ≤ π. Είναι

dz = ireiθdθ και εποµένως

1

2πi

‰
|z|=r

R+ z

(R− z)z
dz =

1

2πi

ˆ π

−π

R+ reiθ

(R− reiθ)reiθ
ireiθ dθ

=
1

2π

ˆ π

−π

R+ reiθ

R− reiθ
dθ

=
1

2π

ˆ π

−π

(R+ reiθ)(R− re−iθ)
|R− reiθ|2

dθ

=
1

2π

ˆ π

−π

R2 − r2 + rR(eiθ − e−iθ)
|(R− r cos θ)− ir sin θ|2

dθ

=
1

2π

ˆ π

−π

R2 − r2 + 2irR sin θ

R2 + r2 − 2rR cos θ
dθ

=
1

2π

ˆ π

−π

R2 − r2

R2 + r2 − 2rR cos θ
dθ + i

rR

π

ˆ π

−π

sin θ

R2 + r2 − 2rR cos θ
dθ .

Επειδή η συνάρτηση f(θ) = sin θ/(R2 + r2 − 2rR cos θ) είναι περιττή, το ολοκλήρωµα

ˆ π

−π

sin θ

R2 + r2 − 2rR cos θ
dθ = 0

και άρα από το (α΄) έπεται ότι

1

2π

ˆ π

−π

R2 − r2

R2 + r2 − 2rR cos θ
dθ = 1 .

3. ΄Εστω |z| = r κύκλος µε κέντρο 0, ακτίνα r > 0 και ϑετική ϕορά διαγραφής. Χρησιµοποιώντας

τον ολοκληρωτικό τύπο Cauchy για παραγώγους δείξτε ότι

1

2π

ˆ 2π

0

cos(reiθ)

r2nei2nθ
dθ =

(−1)n

(2n)!
, n ∈ N .

Λύση. Η παραµετρική εξίσωση του κύκλου |z| = r είναι z = reiθ, 0 ≤ θ ≤ 2π. Επειδή
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dz = ireiθdθ = izdθ, είναι dθ = dz/iz και εποµένως

1

2π

ˆ 2π

0

cos(reiθ)

r2nei2nθ
dθ =

1

2π

ˆ 2π

0

cos(reiθ)

(reiθ)2n
dθ

=
1

2π

‰
|z|=r

cos z

iz2n+1
dz

=
1

(2n)!

{
(2n)!

2πi

‰
|z|=r

cos z

(z − 0)2n+1
dz

}
=

1

(2n)!
(cos z)(2n)

∣∣∣
z=0

(ολοκληρωτικός τύπος Cauchy για παραγώγους)

=
1

(2n)!
cos
(

0 + 2n
π

2

)
=

1

(2n)!
cos(nπ) =

1

(2n)!
(−1)n .

4. Χρησιµοποιώντας τους ολοκληρωτικούς τύπους Cauchy, να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

I =
1

2πi

‰
γ

cos(πz)

z(z − 1)3
dz ,

όπου η απλή, κλειστή και τµηµατικά λεία καµπύλη γ µε ϑετική ϕορά διαγραφής δεν διέρχεται

από τα σηµεία z = 0 και z = 1. Να εξεταστούν όλες οι δυνατές περιπτώσεις.

Λύση. (i) Η καµπύλη γ δεν περιέχει τα σηµεία 0 και 1. Από το ϑεώρηµα Cauchy I = 0.

(ii) Η καµπύλη γ περιέχει µόνο το σηµείο 0. Από τον ολοκληρωτικό τύπο Cauchy

I =
1

2πi

‰
γ

cos(πz)/(z − 1)3

z
dz =

cos(πz)

(z − 1)3

∣∣∣∣
z=0

= −1 .

(iii) Η καµπύλη γ περιέχει µόνο το σηµείο 1. Από τον ολοκληρωτικό τύπο Cauchy για πα-

ϱαγώγους έχουµε

I =
1

2
· 2!

2πi

‰
γ

cos(πz)/z

(z − 1)3
dz =

1

2

(
cos(πz)

z

)′′∣∣∣∣
z=1

=
(2− π2z2) cos(πz) + 2πz sin(πz)

2z3

∣∣∣∣
z=1

=
π2 − 2

2
.

(iv) Η καµπύλη γ περιέχει τα σηµεία 0 και 1. ΄Εστω γ1 και γ2 δύο κλειστές και τµηµατικά

λείες καµπύλες µε ϑετική ϕορά διαγραφής που δεν τέµνονται και ϐρίσκονται εσωτερικά της
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καµπύλης γ, έτσι ώστε η γ1 περιέχει στο εσωτερικό της µόνο το σηµείο 0 και η γ2 περιέχει στο

εσωτερικό της µόνο το σηµείο 1. Τότε,

I =
1

2πi

‰
γ1

cos(πz)

z(z − 1)3
dz +

1

2πi

‰
γ2

cos(πz)

z(z − 1)3
dz (γενικευµένο ϑεώρηµα Cauchy)

= −1 +
π2 − 2

2
=
π2 − 4

2
. (περιπτώσεις (ii) και (iii))

5. ΄Εστω η συνάρτηση

f(z) =

(
z

z + 1

)2

=

(
1− 1

1 + z

)2

= 1− 2
1

1 + z
+

1

(1 + z)2
.

Να ϐρεθεί το ανάπτυγµα της f σε σειρά Taylor γύρω από το i, δηλαδή µε κέντρο το z0 = i,

καθώς επίσης και η ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειράς.

Λύση. Θα χρησιµοποιήσουµε τη γεωµετρική σειρά

1

1 + w
=

∞∑
n=0

(−1)nwn , |w| < 1 .

Παραγωγίζοντας τη γεωµετρική σειρά έχουµε

− 1

(1 + w)2
=

∞∑
n=1

(−1)nnwn−1 ⇔ 1

(1 + w)2
=

∞∑
n=1

(−1)n+1nwn−1 =

∞∑
n=0

(−1)n(n+1)wn , |w| < 1 .

Είναι

1

1 + z
=

1

1 + i+ (z − i)
=

1

(1 + i)
(

1 + z−i
1+i

)
=

1

1 + i

∞∑
n=0

(−1)n
(
z − i
1 + i

)n
=
∞∑
n=0

(−1)n

(1 + i)n+1
(z − i)n

(|(z − i)/(1 + i)| < 1⇔ |z − i| < |1 + i| =
√

2)
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και

1

(1 + z)2
=

1

(1 + i+ (z − i))2
=

1

(1 + i)2
(

1 + z−i
1+i

)2
=

1

(1 + i)2

∞∑
n=0

(−1)n(n+ 1)

(
z − i
1 + i

)n
=
∞∑
n=0

(−1)n

(1 + i)n+2
(n+ 1)(z − i)n .

(|(z − i)/(1 + i)| < 1⇔ |z − i| < |1 + i| =
√

2)

΄Αρα, για |z − i| <
√

2 έχουµε

f(z) = 1− 2
1

1 + z
+

1

(1 + z)2
= 1−

∞∑
n=0

(−1)n

(1 + i)n+1

(
2− n+ 1

1 + i

)
(z − i)n .

Ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειράς R =
√

2.

6. ΄Εστω

f(z) =
∞∑
n=0

cnz
n =

∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
zn

το ανάπτυγµα Taylor της ακέραιας συνάρτησης f . Υποθέτουµε ότι

|f(z)| ≤M · a|z| , για κάθε z ∈ C ,

όπου a > 1. Από το ϑεώρηµα Cauchy-Taylor για οποιοδήποτε r > 0 οι συντελεστές της

δυναµοσειράς δίνονται από τον τύπο

cn =
f (n)(0)

n!
=

1

2πi

‰
|z|=r

f(z)

zn+1
dz .

∆είξτε ότι

|cn| ≤M ·
ar

rn
, n ∈ N .

Να συµπεράνετε ότι

|cn| ≤


M ·

(
e ln a
n

)n αν n ≥ 1

M αν n = 0 .
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Λύση. Για κάθε n ∈ N είναι

|cn| =

∣∣∣∣∣f (n)(0)

n!

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1

2πi

‰
|z|=r

f(z)

zn+1
dz

∣∣∣∣∣
≤ 1

2π

‰
|z|=r

|f(z)|
|z|n+1

|dz|

≤ M

2π

‰
|z|=r

a|z|

|z|n+1
|dz| (|f(z)| ≤M · a|z|)

=
M

2π

‰
|z|=r

ar

rn+1
|dz|

=
Mar

2πrn+1

‰
|z|=r

|dz|

=
Mar

2πrn+1
2πr = M · a

r

rn
.

Παρατηρούµε ότι για n = 0 είναι |c0| ≤Mar, για κάθε r > 0. Παίρνοντας το r → 0+ έχουµε

ότι |c0| ≤M . Επειδή για n ≥ 1

d

dr

(
ar

rn

)
=
arrn ln a− nrn−1ar

r2n
=

ar

rn+1
(r ln a− n) ,

η g(r) := ar/rn, r > 0, έχει ελάχιστη τιµή για r = n/ ln a µε g(n/ ln a) = (e ln a)n/nn. ΄Αρα,

|cn| ≤


M ·

(
e ln a
n

)n αν n ≥ 1

M αν n = 0 .

7. ΄Εστω

p(z) =
n∑
k=0

akz
k = a0 + a1z + · · ·+ an−1z

n−1 + anz
n , an 6= 0 ,

πολυώνυµο ϐαθµού n. Αν |p(z)| ≤M , για κάθε |z| ≤ 1, δείξτε ότι

|p(z)| ≤M |z|n , για κάθε |z| ≥ 1 .

Υπόδειξη. Εφαρµογή της αρχής µεγίστου για το

q(ζ) := ζn · p
(

1

ζ

)
, |ζ| ≤ 1 .

Λύση. Παρατηρούµε ότι το

q(ζ) = ζn · p
(

1

ζ

)
= ζn

(
a0 +

a1
ζ

+ · · ·+ an−1
ζn−1

+
an
ζn

)
= a0ζ

n + a1ζ
n−1 + · · ·+ an−1ζ + an
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είναι ένα πολυώνυµο του ζ ϐαθµού το πολύ n. Το q είναι ακέραια συνάρτηση, δηλαδή

αναλυτική συνάρτηση στο C. Ο µοναδιαίος δίσκος D(0, 1) = {z ∈ C : |ζ| < 1} είναι ένας

ϕραγµένος τόπος µε σύνορο το µοναδιαίο κύκλο |ζ| = 1. Από την αρχή µεγίστου για το q

έχουµε

max
|ζ|≤1

|q(ζ)| = max
|ζ|=1

|q(ζ)| = max
|ζ|=1

∣∣∣∣ζn · p(1

ζ

)∣∣∣∣ = max
|ζ|=1

∣∣∣∣p(1

ζ

)∣∣∣∣ .
Επειδή |p(z)| ≤M , για κάθε |z| ≤ 1, αν z = 1/ζ, τότε |ζ| = 1⇔ |z| = 1 και εποµένως

max
|ζ|≤1

|q(ζ)| = max
|z|=1

|p(z)| ≤M .

∆ηλαδή ∣∣∣∣ζn · p(1

ζ

)∣∣∣∣ ≤M , για κάθε |ζ| ≤ 1, ζ 6= 0

και ισοδύναµα ∣∣∣∣p(1

ζ

)∣∣∣∣ ≤M ∣∣∣∣1ζ
∣∣∣∣n , για κάθε |ζ| ≤ 1, ζ 6= 0 .

Αν z = 1/ζ, ζ 6= 0, τότε |ζ| ≤ 1⇔ |z| ≥ 1 και άρα

|p(z)| ≤M |z|n , για κάθε |z| ≥ 1 .

8. ΄Εστω f : C→ C ακέραια συνάρτηση.

(αʹ) Αν |f(z)| ≥ 1 για κάθε z ∈ C, δείξτε ότι η συνάρτηση f είναι σταθερή στο C.

(ϐʹ) Αν

lim
|z|→∞

f(z)

1 + |z|5/2
= 0 ,

δείξτε ότι η f είναι ένα πολυώνυµο ϐαθµού το πολύ 2.

Υπόδειξη. Θεώρηµα Liouville.

Λύση.

(αʹ) Επειδή |f(z)| ≥ 1 για κάθε z ∈ C, η f δεν µηδενίζεται στο C. Θεωρούµε τη συνάρτηση

g := 1/f . Η g είναι ακέραια συνάρτηση µε |g(z)| ≤ 1 για κάθε z ∈ C, δηλαδή η g είναι

ϕραγµένη. Από το ϑεώρηµα Liouville η g είναι σταθερή και κατά συνέπεια η f ϑα είναι

σταθερή.



14 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

(ϐʹ) Επειδή lim|z|→∞
f(z)

1+|z|5/2 = 0, για κάθε ε > 0 υπάρχει R0 > 0 τέτοιο ώστε για κάθε

|z| > R0 είναι ∣∣∣∣ f(z)

1 + |z|5/2

∣∣∣∣ < ε⇔ |f(z)| < ε+ ε|z|5/2 .

Επειδή το ακέραιο µέρος του 5/2 είναι 2, [5/2] = 2, από τη γενίκευση του ϑεωρήµατος

Liouville η ακέραια συνάρτηση f είναι πολυώνυµο ϐαθµού το πολύ 2.

3η Σειρά Ασκήσεων στη Μιγαδική Ανάλυση

1. Να ϐρεθεί η σειρά(ανάπτυγµα) Laurent της

f(z) =
1

(z − 2i)(z2 + 4)

µε κέντρο το z0 = −2i στο µεγαλύτερο δυνατό δακτύλιο που περιέχει το σηµείο −2 + 2i.

Λύση. Είναι

f(z) =
1

(z − 2i)(z2 + 4)
=

1

(z + 2i)(z − 2i)2
.

Τα µεµονωµένα ανώµαλα σηµεία της f είναι : −2i και 2i. Εποµένως, το ανάπτυγµα Laurent

της f µε κέντρο το −2i µπορεί να γίνει στους δακτυλίους ∆1 = {z ∈ C : 0 < |z + 2i| < 4} και

∆2 = {z ∈ C : |z + 2i| > 4}. Επειδή |(−2+2i)+2i| = |−2+4i| =
√

18 > 4, το−2+2i ∈ ∆2.

Θα αναπτύξουµε την f στο δακτύλιο ∆2 που είναι ο µεγαλύτερος δακτύλιος που περιέχει το

σηµείο −2 + 2i. Επειδή ως γνωστόν

1

1− w
=

∞∑
n=0

wn , |w| < 1 , (γεωµετρική σειρά)

παραγωγίζοντας έχουµε

1

(1− w)2
=

∞∑
n=1

nwn−1 =

∞∑
n=0

(n+ 1)wn , |w| < 1 .
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Εποµένως,

f(z) =
1

(z + 2i)(z − 2i)2

=
1

(z + 2i)[(z + 2i)− 4i]2

=
1

(z + 2i)3
· 1(

1− 4i
z+2i

)2
=

1

(z + 2i)3

∞∑
n=0

(n+ 1)

(
4i

z + 2i

)n
(
∣∣∣ 4i
z+2i

∣∣∣ < 1⇔ |z + 2i| > 4)

=
∞∑
n=0

(n+ 1)(4i)n
1

(z + 2i)n+3
.

Το παραπάνω ανάπτυγµα ισχύει στο δακτύλιο ∆2 = {z ∈ C : |z + 2i| > 4} που είναι ο µεγα-

λύτερος δυνατός δακτύλιος που περιέχει το σηµείο −2 + 2i.

2. (αʹ) ∆είξτε ότι οι ϱίζες της εξίσωσης eiπz/2 + 1 = 0, z ∈ C, είναι

zk = 4k + 2 , k ∈ Z .

(ϐʹ) ΄Εστω
cos(πz)

eiπz/2 + 1
=

∞∑
n=−∞

anz
n το ανάπτυγµα Laurent της συνάρτησης f(z) = cos(πz)

eiπz/2+1

στο δακτύλιο

∆ = {z ∈ C : 2 < |z| < 6} µε κέντρο το z0 = 0 .

Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα Laurent καθώς επίσης και το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών

υπολοίπων να υπολογιστούν οι συντελεστές an, για κάθε n ≤ 0.

Λύση.

(αʹ) Επειδή

eiπz/2 + 1 = 0⇔ eiπz/2 = −1⇔ eiπz/2 = eiπ ⇔ eiπ(z−2)/2 = 1⇔ iπ(z − 2)/2 = 2kπi ,

οι ϱίζες της εξίσωσης είναι οι zk = 4k + 2, k ∈ Z. ∆ηλαδή,

z0 = 2 , z−1 = −2 , z1 = 6 , z−2 = −6 , z2 = 10 , . . . .

(ϐʹ) Τα zk = 4k + 2, k ∈ Z, είναι µεµονωµένα ανώµαλα σηµεία της f . Από το ϑεώρηµα

Laurent οι συντελεστές an δίνονται από τον τύπο

an =
1

2πi

‰
|z|=r

cos(πz)/(eiπz/2 + 1)

zn+1
dz =

1

2πi

‰
|z|=r

cos(πz)

zn+1(eiπz/2 + 1)
dz ,
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όπου ο κύκλος |z| = r µε κέντρο 0, ακτίνα r, 2 < r < 6 και ϑετική ϕορά διαγραφής

ανήκει στο δακτύλιο ∆. Τα σηµεία 0, −2 και 2 ϐρίσκονται στο εσωτερικό του κύκλου

|z| = r και είναι µεµονωµένα ανώµαλα σηµεία της συνάρτησης

g(z) =
cos(πz)

zn+1(eiπz/2 + 1)
.

(i) n = 0: Τότε

g(z) =
cos(πz)

z(eiπz/2 + 1)

και τα 0,±2 είναι απλοί πόλοι της g. Από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων έχουµε

an =
1

2πi

‰
|z|=r

cos(πz)

z(eiπz/2 + 1)
dz

= Res

(
z−1 cos(πz)

eiπz/2 + 1
, −2

)
+ Res

(
cos(πz)

z(eiπz/2 + 1)
, 0

)
+ Res

(
z−1 cos(πz)

eiπz/2 + 1
, 2

)
=

z−1 cos(πz)

(eiπz/2 + 1)′

∣∣∣∣
z=−2

+ lim
z→0

z
cos(πz)

z(eiπz/2 + 1)
+

z−1 cos(πz)

(eiπz/2 + 1)′

∣∣∣∣
z=2

=
1

iπ
− 1

2
− 1

iπ
= −1

2
.

(ii) n ≤ −1: Σ᾿ αυτή την περίπτωση είναι

g(z) =
z−n−1 cos(πz)

eiπz/2 + 1
, µε −n ≥ 1⇔ −n− 1 ≥ 0 .

Τα σηµεία ±2 είναι απλοί πόλοι της g ενώ το 0 είναι επουσιώδες ανώµαλο σηµείο της g.

Από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων έχουµε

an =
1

2πi

‰
|z|=r

z−n−1 cos(πz)

eiπz/2 + 1
dz

= Res

(
z−n−1 cos(πz)

eiπz/2 + 1
, −2

)
+ Res

(
z−n−1 cos(πz)

eiπz/2 + 1
, 2

)
=
z−n−1 cos(πz)

(eiπz/2 + 1)′

∣∣∣∣
z=−2

+
z−n−1 cos(πz)

(eiπz/2 + 1)′

∣∣∣∣
z=2

=
z−n−1 cos(πz)

iπ
2 e

iπz/2

∣∣∣∣∣
z=−2

+
z−n−1 cos(πz)

iπ
2 e

iπz/2

∣∣∣∣∣
z=2

=
2

π
((−2)−n−1 + 2−n−1)i

=


1

2n−1π
i αν −n περιττός

0 αν −n άρτιος .
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3. ∆είξτε ότι

1

2πi

‰
|z|=R

e1/z

z − 1
dz =


1− e αν R < 1

1 αν R > 1 .

Λύση. Τα 0 και 1 είναι µεµονωµένα ανώµαλα σηµεία της f(z) = e1/z/(z − 1).

(i) R < 1: Το 0 ϐρίσκεται στο εσωτερικό του κύκλου |z| = R και είναι ουσιώδες ανώµαλο

σηµείο της f . Επειδή

ew =
∞∑
n=0

wn

n!
, για κάθε w ∈ C και

1

z − 1
= − 1

1− z
= −

∞∑
n=0

zn , |z| < 1 ,

το ανάπτυγµα Laurent της f µε κέντρο z0 = 0 στο διάτρητο δίσκο: 0 < |z| < R είναι

e1/z · 1

z − 1
=

(
1 +

1

z
+

1

2!z2
+

1

3!z3
+

1

4!z4
+ · · ·

)
(−1− z − z2 − z3 − · · · )

= · · · −
(

1 +
1

2!
+

1

3!
+

1

4!
+ · · ·

)
1

z
+ · · · .

Εποµένως,

Res

(
e1/z

z − 1
, 0

)
= a−1 = 1−

∞∑
n=0

1

n!
= 1− e

και από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων

1

2πi

‰
|z|=R

e1/z

z − 1
dz = Res

(
e1/z

z − 1
, 0

)
= 1− e .

(ii) R > 1: Τα σηµεία 0, 1 ϐρίσκονται στο εσωτερικό του κύκλου |z| = R και το 1 είναι απλός

πόλος της f . Από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων

1

2πi

‰
|z|=R

e1/z

z − 1
dz = Res

(
e1/z

z − 1
, 0

)
+ Res

(
e1/z

z − 1
, 1

)

= 1− e+
e1/z

(z − 1)′

∣∣∣∣∣
z=1

= 1− e+ e1/z
∣∣∣
z=1

= 1− e+ e = 1 .
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4. Αν a ∈ R \ {0}, |a| < 1 και n ∈ N, δείξτε ότι
ˆ π

0

cosnθ

1 + a cos θ
dθ =

1

2

ˆ π

−π

cosnθ

1 + a cos θ
dθ

=
1

2
<
(ˆ π

−π

einθ

1 + a cos θ
dθ

)
=

π√
1− a2

(√
1− a2 − 1

a

)n
.

Λύση. Επειδή η συνάρτηση f(θ) = cosnθ
1+a cos θ είναι άρτια,

ˆ π

0

cosnθ

1 + a cos θ
dθ =

1

2

ˆ π

−π

cosnθ

1 + a cos θ
dθ =

1

2
<
(ˆ π

−π

einθ

1 + a cos θ
dθ

)
.

Αν z = eiθ, −π ≤ θ ≤ π, τότε cos θ = eiθ+e−iθ

2 = 1
2

(
z + 1

z

)
και dz = ieiθdθ = izdθ ⇔ dθ = dz

iz .

Εποµένως
ˆ π

−π

einθ

1 + a cos θ
dθ =

‰
|z|=1

zn

1 + a
2

(
z + 1

z

) · dz
iz

=
2

i

‰
|z|=1

zn

az2 + 2z + a
dz .

Τα z1,2 = −1±
√
1−a2
a είναι απλές ϱίζες του az2 + 2z + a και κατά συνέπεια απλοί πόλοι της

g(z) = zn

az2+2z+a
. Το −1+

√
1−a2
a ϐρίσκεται στο εσωτερικό του µοναδιαίου κύκλου |z| = 1,

ενώ το −1−
√
1−a2
a ϐρίσκεται εξωτερικά του κύκλου |z| = 1. Εποµένως, από το ϑεώρηµα

ολοκληρωτικών υπολοίπων έχουµε

2

i

‰
|z|=1

zn

az2 + 2z + a
dz =

2

i
2πiRes

(
zn

az2 + 2z + a
,
−1 +

√
1− a2
a

)

= 4π
zn

(az2 + 2z + a)′

∣∣∣∣
z=−1+

√
1−a2
a

= 2π
zn

az + 1

∣∣∣∣
z=−1+

√
1−a2
a

=
2π√

1− a2

(√
1− a2 − 1

a

)n
.

΄Αρα, ˆ π

0

cosnθ

1 + a cos θ
dθ =

π√
1− a2

(√
1− a2 − 1

a

)n
.

5. ∆είξτε ότι το γενικευµένο ολοκλήρωµα
ˆ ∞
−∞

x− 1

x5 − 1
dx =

4π

5
sin

(
2π

5

)
.
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Λύση. Θεωρούµε τη συνάρτηση

f(z) =
z − 1

z5 − 1
.

Θα ϐρούµε της ϱίζες του παρανοµαστή z5 − 1. Επειδή z5 − 1 = 0 ⇔ z5 = 1 = ei·0, οι

zk = e2kπi/5, k = 0, 1, 2, 3, 4, είναι οι 5 απλές ϱίζες του παρανοµαστή. ∆ηλαδή

z0 = 1 , z1 = e2πi/5 , z2 = e4πi/5 , z3 = e6πi/5 , z4 = e8πi/5 .

Εποµένως η συνάρτηση f(z) = z−1
z5−1 έχει 5 µεµονωµένα ανώµαλα σηµεία. Επειδή το z0 = 1

είναι επουσιώδες ανώµαλο σηµείο της f µε limz→1 f(z) = 1/5, τα zk, 1 ≤ k ≤ 4, είναι απλοί

πόλοι της f . Μόνο οι απλοί πόλοι z1 = e2πi/5 και z2 = e4πi/5 ϐρίσκονται στο άνω ηµιεπίπεδο.

Είναι

Res
(
f, e2πi/5

)
=

z − 1

(z5 − 1)′

∣∣∣∣
z=e2πi/5

=
z − 1

5z4

∣∣∣∣
z=e2πi/5

=
e2πi/5 − 1

5e8πi/5
=
e4πi/5 − e2πi/5

5

και παρόµοια

Res
(
f, e4πi/5

)
=
e8πi/5 − e4πi/5

5
.

Ολοκληρώνουµε τη συνάρτηση f πάνω στην τµηµατικά λεία καµπύλη που αποτελείται από το

ηµικύκλιο του άνω ηµιεπιπέδου γR, µε εξίσωση z(θ) = Reiθ, 0 ≤ θ ≤ π και το ευθύγραµµο

τµήµα [−R,R]. Παίρνουµε τοR αρκετά µεγάλο έτσι ώστε το ανώµαλα σηµεία z1 = e2πi/5, z2 =

e4πi/5 της f να ϐρίσκονται στο εσωτερικό του ηµικύκλιου γR. Από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών

υπολοίπων έχουµεˆ R

−R

x− 1

x5 − 1
dx+

ˆ
γR

z − 1

z5 − 1
dz = 2πi

[
Res

(
z − 1

z5 − 1
, e2πi/5

)
+ Res

(
z − 1

z5 − 1
, e4πi/5

)]
=

2πi

5

(
e4πi/5 − e2πi/5 + e8πi/5 − e4πi/5

)
=

2πi

5

(
−e2πi/5 + e−2πi/5

)
=

4π

5

(
e2πi/5 − e−2πi/5

2i

)
=

4π

5
sin

(
2π

5

)
. (∗)

΄Οµως από γνωστή πρόταση

lim
R→∞

ˆ
γR

z − 1

z5 − 1
dz = 0

και άρα από την (∗) έπεται ότιˆ ∞
−∞

x− 1

x5 − 1
dx lim

R→∞

ˆ R

−R

x− 1

x5 − 1
dx =

4π

5
sin

(
2π

5

)
.
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6. Αν a < 0, δείξτε ότι ˆ ∞
−∞

x sin ax

x2 + 1
dx = −πea .

Λύση. Είναι ˆ ∞
−∞

x sin ax

x2 + 1
dx = =

(ˆ ∞
−∞

xeiax

x2 + 1
dx

)
.

Οι ϱίζες του πολυωνύµου Q(z) = z2 + 1 είναι ±i. Παίρνουµε το R > 1 έτσι ώστε ο κύκλος

|z| = R να περιέχει τις ϱίζες ±i του πολυωνύµου Q. Η συνάρτηση

f(z) =
zeiaz

z2 + 1

έχει µεµονωµένα ανώµαλα σηµεία τα ±i που είναι απλοί πόλοι της f . Το −i ϐρίσκεται στο

κάτω ηµιεπίπεδο µε

Res(f, −i) =
zeiaz

(z2 + 1)′

∣∣∣∣
z=−i

=
ea

2
.

Ολοκληρώνουµε τη συνάρτηση f πάνω στην τµηµατικά λεία καµπύλη που αποτελείται από το

ευθύγραµµο τµήµα [−R,R] και το ηµικύκλιο γR του κάτω ηµιεπιπέδου µε εξίσωση z(θ) =

Reiθ, −π ≤ θ ≤ 0 και αρνητική ϕορά. Από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων έχουµε
ˆ R

−R

xeiax

x2 + 1
dx+

ˆ
γR

zeiaz

z2 + 1
dz = −2πi · Res(f, i) = −2πi · e

a

2
= −πeai . (∗)

΄Οµως από το λήµµα του Jordan είναι

lim
R→∞

ˆ
γR

zeiaz

z2 + 1
dz = 0 .

Εποµένως, από την (∗) προκύπτει ότι
ˆ ∞
−∞

xeiax

x2 + 1
dx = lim

R→∞

ˆ R

−R

xeiax

x2 + 1
dx = −πeai

και άρα ˆ ∞
−∞

x sin ax

x2 + 1
dx = =

(ˆ ∞
−∞

xeiax

x2 + 1
dx

)
= −πea .
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1.2 Ακαδηµαϊκό έτος 2015–16

ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

1η Σειρά Ασκήσεων στη Μιγαδική Ανάλυση

1. Να ϐρεθούν όλοι οι µιγαδικοί αριθµοί z που ικανοποιούν την εξίσωση

ez = −1 + i
√

3 .

Λύση. Επειδή −1 + i
√

3 = 2e(2π/3)i, είναι

ez = −1 + i
√

3 ⇔ ez = 2e(2π/3)i

⇔ ez = eln 2+(2π/3)i

⇔ ez−ln 2−(2π/3)i = 1

⇔ z − ln 2− (2π/3)i = 2kπi , k ∈ Z .

Εποµένως η λύση της εξίσωσης ez = −1 + i
√

3 είναι

z = ln 2 +

(
2kπ +

2π

3

)
i , k ∈ Z .

2. Να ϐρεθεί το σύνολο των σηµείων z = x+ iy του µιγαδικού επιπέδου για τα οποία

arg[z − (1 + 2i)] = −π
3
.

Λύση. (α) Αν w = z − (1 + 2i), τότε

w = x+ iy − (1 + 2i) = (x− 1) + i(y − 2) = |w| cos θ + i|w| sin θ ,

όπου θ = argw = arg[z − (1 + 2i)] = −π/3. Επειδή tan θ = y−2
x−1 , είναι

y − 2

x− 1
= tan θ = tan

(
−π

3

)
= −
√

3 .

Εποµένως, όλα τα σηµεία z = x+ iy του µιγαδικού επιπέδου τα οποία ικανοποιούν τη σχέση

arg[z − (1 + 2i)] = −π/3 είναι σηµεία της ευθείας

y − 2 = −
√

3(x− 1) .

Η ευθεία διέρχεται από το σηµείο 1 + 2i και έχει κλίση −
√

3.
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3. ΄Εστω η συνάρτηση f : C→ C µε

f(z) =


z5

|z|4 αν z 6= 0,

0 αν z = 0 .

∆είξτε ότι ικανοποιούνται οι εξισώσεις Cauchy–Riemann στο σηµείο (0, 0). Είναι η f παραγω-

γίσιµη στο 0; Αιτιολογήστε την απάντησή σας.

Λύση. Για x ∈ R, x 6= 0, είναι

f(x, 0)− f(0, 0)

x− 0
=
x5/|x|4

x
= 1

και εποµένως
∂f

∂x
(0, 0) = lim

x→0

f(x, 0)− f(0, 0)

x− 0
= 1 .

Παρόµοια, για y ∈ R, y 6= 0, είναι

f(0, y)− f(0, 0)

y − 0
=

(iy)5/|iy|4

y
= i

και εποµένως
∂f

∂y
(0, 0) = lim

y→0

f(0, y)− f(0, 0)

y − 0
= i .

΄Αρα
∂f

∂x
(0, 0) = −i∂f

∂y
(0, 0) = 1, δηλαδή ικανοποιούνται οι εξισώσεις Cauchy–Riemann στο

σηµείο (0, 0).

Θα αποδείξουµε τώρα ότι η f δεν είναι παραγωγίσιµη στο 0. Για z 6= 0 είναι

f(z)− f(0)

z − 0
=
z5/|z|4

z
=

(
z

|z|

)4

.

Αν y = λx µε λ ∈ R και x 6= 0, τότε

f(z)− f(0)

z − 0
=
f(x+ iy)

x+ iy
=

(
(1 + iλ)x

|(1 + iλ)x|

)4

=
(1 + iλ)4

(1 + λ2)2
.

Εποµένως, το όριο

lim
z→0

z=x+iλx

f(z)− f(0)

z − 0
= (1 + iλ)4

εξαρτάται από το λ και άρα η f δεν είναι παραγωγίσιµη στο 0.
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4. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση h : R2 → R έχει συνεχείς µερικές παραγώγους. Αν η f(z) =

h3(x, y) + ih(x, y) είναι ακέραια συνάρτηση, δείξτε ότι η f είναι σταθερή στο C.

Λύση. Είναι f = u + iv, όπου u = h3 και v = h. Επειδή η f είναι ακέραια συνάρτηση, ϑα

πρέπει να ικανοποιούνται οι εξισώσεις Cauchy–Riemann:
ux = vy

uy = −vx

⇔


3h2hx = hy

3h2hy = −hx

⇔


3h2hx = hy

9h4hx = −hx

⇔


3h2hx = hy(
1 + 9h4

)
hx = 0

 .

Εποµένως hx = hy = 0 στο R2 και κατά συνέπεια ux = uy = vx = vy = 0 στο C. Τότε

f ′(z) = fx = ux + ivx = 0 για κάθε z ∈ C και επειδή το C είναι ένας τόπος, από γνωστή

πρόταση η f είναι σταθερή στο C.

5. (αʹ) Αν ζ = ξ + iη, δείξτε ότι

| sin ζ| = | sin(ξ + iη)| ≤ cosh η .

(ϐʹ) Αν γ είναι τµηµατικά λεία καµπύλη µε αρχή το z1 = −a+ ia και πέρας το z2 = a+ ia,

a > 0, δείξτε ότι ∣∣∣∣ˆ
γ

sin(z2) dz

∣∣∣∣ ≤ 2a cosh(2a2) .

Λύση.

(αʹ) Επειδή |eiξ| = |e−iξ| = 1, για κάθε η ∈ R, είναι

| sin ζ| =
∣∣∣∣eiζ − e−iζ2i

∣∣∣∣
≤ |e

iζ |+ |e−iζ |
2

=
|eiξ|e−η + |e−iξ|eη

2
=
eη + e−η

2
= cosh η .

(ϐʹ) Από το (a′) έχουµε

| sin(z2)| = | sin(x+ iy)2| = | sin(x2 − y2 + 2ixy)| ≤ cosh(2xy) .

Επειδή η συνάρτηση w = sin(z2) είναι ακέραια και το C είναι απλά συνεκτικός τόπος, το

επικαµπύλιο ολοκλήρωµα της w = sin(z2) είναι ανεξάρτητο του δρόµου ολοκλήρωσης

και εποµένως ˆ
γ

sin(z2) dz =

ˆ
[z1,z2]

sin(z2) dz .



24 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Στο ευθ. τµήµα [z1, z2] το cosh(2xy) γίνεται µέγιστο όταν το |2xy| γίνεται µέγιστο, δηλαδή

για (x, y) = (±a, a). Τότε, | sin(z2)| ≤ cosh(2xy) ≤ cosh(2a2) και∣∣∣∣ˆ
γ

sin(z2) dz

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
ˆ
[z1,z2]

sin(z2) dz

∣∣∣∣∣
≤
ˆ
[z1,z2]

| sin(z2)| |dz|

≤ cosh(2a2)

ˆ
[z1,z2]

|dz|

= cosh(2a2)× (µήκος του [z1, z2]) = 2a cosh(2a2) .

6. (αʹ) Να ϐρεθεί η τιµή του a ∈ R για την οποία η συνάρτηση u(x, y) = ey sinx+ax2 +y2 είναι

αρµονική στο R2. Στη συνέχεια να ϐρεθεί η συζυγής αρµονική v της u καθώς επίσης και

η ακέραια συνάρτηση f(z) = u(x, y) + iv(x, y), µε f(0) = i. Να εκφράσετε την f σαν

συνάρτηση του z = x+ iy.

(ϐʹ) Χρησιµοποιώντας τον ολοκληρωτικό τύπο Cauchy για παραγώγους, να υπολογιστεί το

ολοκλήρωµα

I =

‰
C

f(z)

z(z − i)3
dz ,

όπου C ο κύκλος : |z − (1 + 2i)| = 2

Λύση.

(αʹ) Επειδή η u έχει συνεχείς µερικές παραγώγους 2ης τάξης στο R2, για να είναι η u αρµο-

νική ϑα πρέπει να ισχύει η εξίσωση Laplace. Είναι uxx + uyy = 0⇔ (−ey sinx+ 2a) +

(ey sinx+ 2) = 0⇔ 2(a+ 1) = 0. Εποµένως a = −1 και κατά συνέπεια

u(x, y) = ey sinx− x2 + y2 .

Ως γνωστόν, στον απλά συνεκτικό τόπο C υπάρχει συζυγής αρµονική v της u. ∆ηλαδή

η f = u + iv είναι ακέραια συνάρτηση. Από την εξίσωση Cauchy–Riemann ux = vy

έχουµε vy = ey cosx− 2x και εποµένως v(x, y) = ey cosx− 2xy+ c(x). Από τη δεύτερη

εξίσωση Cauchy–Riemann vx = −uy προκύπτει ότι

−ey sinx− 2y + c′(x) = −ey sinx− 2y ⇔ c′(x) = 1 και άρα c(x) = c .
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∆ηλαδή

v(x, y) = ey cosx− 2xy + c

και κατά συνέπεια

f(z) = u(z, 0)+iv(z, 0) = sin z−z2+i(cos z+c) = i(cos z−i sin z)−z2+ic = ie−iz−z2+ic ,

c ∈ R. ΄Οµως f(0) = i, οπότε c = 0. ΄Αρα,

f(z) = ie−iz − z2 .

(ϐʹ) Επειδή το i ϐρίσκεται εντός του κύκλου C και το 0 ϐρίσκεται εκτός του κύκλου C, από

τον ολοκληρωτικό τύπο Cauchy για παραγώγους έχουµε

I =

‰
C

ie−iz − z2

z(z − i)3
dz =

2πi

2!

{
2!

2πi

‰
C

iz−1e−iz − z
(z − i)3

dz

}
=

2πi

2!

(
iz−1e−iz − z

)′′∣∣∣
z=i

= πi e−iz
(
2iz−3 − 2z−2 − iz−1

)∣∣
z=i

= −πei .

7. ∆είξτε ότι

I =

ˆ 2π

0

1

3 + 2 sin θ
dθ =

‰
|z|=1

1

z2 + 3iz − 1
dz =

2π√
5
.

Λύση. Αν z = eiθ, τότε

sin θ =
eiθ − e−iθ

2i
=

1

2i

(
z − 1

z

)
και dz = ieiθdθ = izdθ ⇔ dθ =

dz

iz
.

Εποµένως,

I =

ˆ 2π

0

1

3 + 2 sin θ
dθ =

‰
|z|=1

1

3 + 2
2i

(
z − 1

z

) · dz
iz

=

‰
|z|=1

1

z2 + 3iz − 1
dz .

Οι ϱίζες της εξίσωσης z2+4iz−1 = 0 είναι z1,2 = −(3±
√

5)i/2. Επειδή µόνο το−(3−
√

5)i/2

ϐρίσκεται στο εσωτερικό του µοναδιαίου κύκλου |z| = 1, από τον ολοκληρωτικό τύπο Cauchy
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έχουµε

I =

‰
|z|=1

1[
z + 1

2(3 +
√

5)i
] [
z + 1

2(3−
√

5)i
] dz

= 2πi

{
1

2πi

‰
|z|=1

1/
[
z + 1

2(3 +
√

5)i
]

z + 1
2(3−

√
5)i

dz

}

= 2πi
1

z + 1
2(3 +

√
5)i

∣∣∣∣∣
z=− 1

2
(3−
√
5)i

= 2πi
1√
5i

=
2π√

5
.

8. ΄Εστω η συνάρτηση f(t) = e−it στο διάστηµα [0, 2π]. Τότε, από το προσεγγιστικό ϑεώρηµα του

Weierstrass υπάρχει ακολουθία (Pn) πολυωνύµων τέτοια ώστε

lim
n→∞

max
t∈[0,2π]

|e−it − Pn(t)| = 0 .

Αυτό το αποτέλεσµα δεν ισχύει αν ϑεωρήσουµε πολυώνυµα του z = eit. Πράγµατι, χρη-

σιµοποιώντας το ϑεώρηµα Cauchy ή τον ολοκληρωτικό τύπο Cauchy, δείξτε ότι για κάθε

πολυώνυµο P (z) είναι

max
|z|=1

|z−1 − P (z)| ≥ 1 .

Λύση. ΄Εστω P ένα πολυώνυµο. Από το ϑεώρηµα Cauchy
´
|z|=1 P (z) dz = 0 και εποµένως

1

2πi

ˆ
|z|=1

(z−1 − P (z)) dz =
1

2πi

ˆ
|z|=1

1

z
dz = 1 .

΄Αρα,

1 =

∣∣∣∣∣ 1

2πi

ˆ
|z|=1

(z−1 − P (z)) dz

∣∣∣∣∣ ≤ 1

2π

ˆ
|z|=1

|z−1 − P (z)| |dz|

≤ 1

2π
max
|z|=1

|z−1 − P (z)|
ˆ
|z|=1

|dz|

=
1

2π
max
|z|=1

|z−1 − P (z)| × (µήκος µοναδιαίου κύκλου)

= max
|z|=1

|z−1 − P (z)| .
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2η Σειρά Ασκήσεων στη Μιγαδική Ανάλυση

1. ΄Εστω f : C→ C ακέραια συνάρτηση. Αν f(x) = x4−2x2, για κάθε x ∈ (0, 1), να υπολογιστεί

το f(i).

Λύση. Θεωρούµε την ακέραια συνάρτηση g(z) := z4 − 2z2. Επειδή f(x) = g(x) = x4 − 2x2,

για κάθε σηµείο του ευθ. τµήµατος (0, 1), από το ϑεώρηµα µοναδικότητας έπεται ότι f(z) =

g(z) = z4 − 2z2, για κάθε z ∈ C. Εποµένως, f(i) = i4 − 2i2 = 3.

2. ΄Εστω G ⊆ C τόπος που περιέχει το 0. Υπάρχει αναλυτική συνάρτηση f : G→ C, τέτοια ώστε

f

(
1

n

)
= f

(
− 1

n

)
=

1

n
, για κάθε n ≥ n0, n0 ∈ N∗;

Λύση. Υποθέτουµε ότι υπάρχει τέτοια συνάρτηση f . Επειδή limn→0 1/n = 0 ∈ G και το

G είναι ανοικτό σύνολο, υπάρχει N ∈ N∗, N ≥ n0, τέτοιο ώστε 1/n ∈ G για κάθε n ≥ N .

Επειδή η f είναι συνεχής στο µηδέν, είναι f(0) = limn→0 f(1/n) = limn→0 1/n = 0, δηλαδή

το 0 είναι ϱίζα της f . Αν g(z) := f(z) − z, τότε η g είναι αναλυτική συνάρτηση στο τόπο G

και από την υπόθεση είναι g(1/n) = 0, για κάθε n ≥ N . ΄Οµως το σύνολο
{

1
n : n ≥ N

}
έχει

σηµείο συσσώρευσης (σ.σ) το 0 ∈ G και από το ϑεώρηµα µοναδικότητας g(z) = 0⇔ f(z) = z,

για κάθε z ∈ G. Τότε

f

(
− 1

n

)
= − 1

n
6= 1

n
, για κάθε n ≥ n0 . (άτοπο)

Εποµένως δεν υπάρχει τέτοια αναλυτική συνάρτηση.

Παρατήρηση. Υπάρχει συνεχής συνάρτηση η οποία ικανοποιεί την υπόθεση της άσκησης.

Πράγµατι, η συνάρτηση f(z) = |z| είναι συνεχής στο C και τέτοια ώστε f(1/n) = f(−1/n) =

1/n, για κάθε n ∈ N∗.

3. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f είναι αναλυτική στον τόπο G ⊆ C που περιέχει τον κλειστό

µοναδιαίο δίσκο D(0, 1) = {z ∈ C : |z| ≤ 1}.

(αʹ) Αν ˛
|z|=1

f(z)

(n+ 1)z − 1
dz = 0 , για κάθε n ∈ N ,

δείξτε ότι f ≡ 0 στο G.
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(ϐʹ) Αν ˛
|z|=1

f(z)

((n+ 1)z − 1)3
dz = 0 , για κάθε n ∈ N ,

µε f ′(0) = 0, δείξτε ότι η f είναι σταθερή στο G.

Λύση.

(αʹ) Από τον ολοκληρωτικό τύπο Cauchy έχουµε

f

(
1

n+ 1

)
=

1

2πi

‰
|z|=1

f(z)

z − 1/(n+ 1)
dz =

n+ 1

2πi

‰
|z|=1

f(z)

(n+ 1)z − 1
dz = 0 ,

για κάθε n ∈ N. Επειδή f(1/(n+1)) = 0, για κάθε n ∈ N και limn→0 1/(n+1) = 0 ∈ G,

από το ϑεώρηµα ταυτοτισµού έπεται ότι f ≡ 0 στο G.

(ϐʹ) Από τον ολοκληρωτικό τύπο Cauchy για παραγώγους έχουµε

f ′′
(

1

n+ 1

)
=

2!

2πi

‰
|z|=1

f(z)

(z − 1/(n+ 1))3
dz

=
(n+ 1)3

πi

‰
|z|=1

f(z)

((n+ 1)z − 1)3
dz = 0 , για κάθε n ∈ N .

Επειδή f ′′(1/(n + 1)) = 0, για κάθε n ∈ N και limn→0 1/(n + 1) = 0 ∈ G, από το

ϑεώρηµα ταυτοτισµού έπεται ότι f ′′(z) = 0 στο G. Τότε f ′(z) = c1 και επειδή f ′(0) = 0,

είναι f ′(z) = 0 στο G. Εποµένως, f(z) = c στο G.

4. ΄Εστω η συνάρτηση

f(z) =
z2 + 5− 2i

(z − 2 + i)(z + 1)2
=

1

z − 2 + i
− 2

(z + 1)2
.

Να ϐρεθεί το ανάπτυγµα της f σε σειρά Taylor γύρω από το 1, δηλαδή µε κέντρο το z0 = 1,

καθώς επίσης και η ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειράς.

Λύση. Θα χρησιµοποιήσουµε τη γεωµετρική σειρά

1

1 + w
=

∞∑
n=0

(−1)nwn , |w| < 1 .
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Είναι

1

z − 2 + i
=

1

(−1 + i)
(

1 + z−1
−1+i

) =
1

−1 + i

∞∑
n=0

(−1)n
(
z − 1

−1 + i

)n

=
∞∑
n=0

(−1)n
(z − 1)n

(−1 + i)n+1
= −

∞∑
n=0

(1 + i)n+1 (z − 1)n

2n+1
.

(|(z − 1)/(−1 + i)| < 1⇔ |z − 1| < | − 1 + i| =
√

2)

Παραγωγίζοντας τη γεωµετρική σειρά 1
1+w =

∑∞
n=0(−1)nwn, |w| < 1, παίρνουµε

1

(1 + w)2
=
∞∑
n=1

(−1)n+1nwn−1 =
∞∑
n=0

(−1)n(n+ 1)wn , |w| < 1 .

Εποµένως

2

(z + 1)2
=

2

(2 + (z − 1))2
=

1

2
(
1 + z−1

2

)2 =
∞∑
n=0

(−1)n(n+ 1)
(z − 1)n

2n
.

(|(z − 1)/2| < 1⇔ |z − 1| < 2)

΄Αρα, για |z − 1| <
√

2 έχουµε

f(z) =
∞∑
n=0

1

2n+1

[
−(1 + i)n+1 + 2(−1)n(n+ 1)

]
(z − 1)n .

Ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειράς R =
√

2.

5. Να ϐρεθεί το

max
|z|≤1

|(z − 1)(2z + 1)|

Λύση. Στον κλειστό µοναδιαίο δίσκο |z| ≤ 1 είναι

|(z − 1)(2z + 1)| ≤ (|z|+ 1)(2|z|+ 1) ≤ 2 · 3 = 6 .

Οµως η µέγιστη τιµή είναι µικρότερη του 6. Πράγµατι, από την αρχή µεγίστου η µέγιστη

του |(z − 1)(2z + 1)| επιτυγχάνεται στο σύνορο του δίσκου που είναι ο κύκλος |z| = 1 µε

παραµετρική εξίσωση z(t) = eit, 0 ≤ t ≤ 2π. Εποµένως,

|(z − 1)(2z + 1)|2 = (z − 1)(z − 1)(2z + 1)(2z + 1)

= (eit − 1)(e−it − 1)(2eit + 1)(2e−it + 1)

=
(
2− (eit + e−it)

) (
5 + 2(eit + e−it)

)
= (2− 2 cos t) (5 + 4 cos t) = 2(−4 cos2 t− cos t+ 5) .
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΄Οµως

(−4 cos2 t− cos t+ 5)′ = 0⇔ 8 cos t sin t+ sin t = 0⇔ sin t(8 cos t+ 1) = 0

και κατά συνέπεια

max
0≤t≤2π

2(−4 cos2 t− cos t+ 5) = 2(−4 cos2 t− cos t+ 5)
∣∣
cos t=−1/8 =

81

8
.

΄Αρα,

max
|z|≤1

|(z − 1)(2z + 1)| =
√

81

8
=

9
√

2

4
.

6. ΄Εστω f αναλυτική συνάρτηση στο µοναδιαίο δίσκο D(0, 1) και συνεχής στο σύνορο |z| = 1.

Αν f(0) = 0 και |f(z)| ≤ |ez| για |z| = 1, δείξτε ότι |f(ln 2)| ≤ ln 4.

Υπόδειξη. Λήµµα του Schwarz για τη συνάρτηση g(z) := f(z)e−z.

Λύση. Η συνάρτηση g(z) := f(z)e−z είναι αναλυτική στο µοναδιαίο δίσκοD(0, 1) και συνεχής

στο σύνορο |z| = 1 µε g(0) = f(0) = 0. Επειδή |g(z)| = |f(z)||e−z| ≤ 1 για |z| = 1, από την

αρχή µεγίστου ϑα είναι |g(z)| ≤ 1 για |z| ≤ 1. Εποµένως από το λήµµα του Schwarz

|g(z)| = |f(z)||e−z| ≤ |z| ⇔ |f(z)| ≤ |z||ez| για |z| < 1 .

Επειδή ln 2 ∈ D(0, 1), συµπεραίνουµε ότι |f(ln 2)| ≤ | ln 2||eln 2| = 2 ln 2 = ln 4.
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3η Σειρά Ασκήσεων στη Μιγαδική Ανάλυση

1. Αν 0 < a < b, δείξτε ότι

I =

ˆ 2π

0

1

a cos2 θ + b
dθ =

2π√
b ·
√
a+ b

.

Λύση. Επειδή cos2 θ = (1 + cos 2θ)/2,

I =

ˆ 2π

0

1
a
2 (1 + cos 2θ) + b

dθ

= 2

ˆ 2π

0

1

a+ 2b+ a cos 2θ
dθ =

ˆ 4π

0

1

a+ 2b+ a cos t
dt . (αντικατάσταση t = 2θ)

Αν z = eit, 0 ≤ t ≤ 4π, τότε cos t = eit+e−it

2 = 1
2

(
z + 1

z

)
και dz = ieitdt = izdt ⇔ dt = dz

iz .

Εποµένως

I = 2

‰
|z|=1

1

a+ 2b+ a
2

(
z + 1

z

) · dz
iz

=
4

i

‰
|z|=1

1

az2 + 2(a+ 2b)z + a
dz .

Η εξίσωση az2 + 2(a+ 2b)z + a = 0 έχει απλές ϱίζες τις

z1,2 =
−a− 2b± 2

√
b
√
a+ b

a
.

Επειδή b > a > 0, µόνο η z1 = (−a − 2b + 2
√
b
√
a+ b)/a ϐρίσκεται στο εσωτερικό του

µοναδιαίου κύκλου |z| = 1 και είναι απλός πόλος της f(z) = 1/(az2 + 2(a + 2b)z + a).

Εποµένως, από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων έχουµε

I =
4

i

‰
|z|=1

1

az2 + 2(a+ 2b)z + a
dz

=
4

i
2πiRes

(
1

az2 + 2(a+ 2b)z + a
, z1

)
= 8π

1

(az2 + 2(a+ 2b)z + a)′

∣∣∣∣
z=z1

= 4π
1

az1 + a+ 2b
=

2π√
b ·
√
a+ b

.

2. Αν n ∈ N∗, δείξτε ότι ˆ ∞
0

dx

1 + x2n
=

π

2n sin(π/2n)
−−−→
n→∞

1 .
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Λύση. Θεωρούµε τη συνάρτηση

f(z) =
1

1 + z2n
.

Επειδή z2n + 1 = 0 ⇔ z2n = −1 = eiπ, οι zk = e(2kπ+π)i/2n, k = 0, 1, 2, . . . , 2n − 1, είναι οι

2n απλές ϱίζες του παρανοµαστή της f και εποµένως είναι απλοί πόλοι της f . Μόνο οι απλοί

πόλοι

zk = e(2kπ+π)i/2n , k = 0, 1, 2, . . . , n− 1 ,

ϐρίσκονται στο άνω ηµιεπίπεδο.

Ολοκληρώνουµε τη συνάρτηση f πάνω στην τµηµατικά λεία καµπύλη που αποτελείται από το

ηµικύκλιο γR του άνω ηµιεπιπέδου µε εξίσωση z(θ) = Reiθ, 0 ≤ θ ≤ π και το ευθύγραµµο

τµήµα [−R,R]. Παίρνουµε το R αρκετά µεγάλο έτσι ώστε οι απλοί πόλοι zk = e(2kπ+π)i/2n,

0 ≤ k ≤ n − 1, της f να ϐρίσκονται στο εσωτερικό του ηµικύκλιου γR. Από το ϑεώρηµα

ολοκληρωτικών υπολοίπων έχουµε
ˆ R

−R

1

1 + x2n
dx+

ˆ
γR

1

1 + z2n
dz = 2πi

n−1∑
k=0

Res

(
1

1 + z2n
, zk

)

= 2πi
n−1∑
k=0

1

(1 + z2n)′

∣∣∣∣
z=zk

= i
π

n

n−1∑
k=0

1

z2n−1k

.

Το άθροισµα
n−1∑
k=0

1

z2n−1k

=
n−1∑
k=0

e−
2n−1
2n

(2kπ+π)i

= eπi/2n
n−1∑
k=0

e−(2kπ+π)i+kπi/n

= −eπi/2n
n−1∑
k=0

(
eπi/n

)k
= −eπi/2n

(
eπi/n

)n − 1

eπi/n − 1

=
2

eπi/2n − e−πi/2n
= −i 1

sin(π/2n)

και εποµένως ˆ R

−R

1

1 + x2n
dx+

ˆ
γR

1

1 + z2n
dz =

π

n sin(π/2n)
. (∗)

Επειδή από γνωστό λήµµα

lim
R→∞

ˆ
γR

1

1 + z2n
dz = 0 ,
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από την (∗) έπεται ότι
ˆ ∞
0

dx

1 + x2n
=

1

2

ˆ ∞
−∞

dx

1 + x2n
=

π

2n sin(π/2n)
.

΄Οµως από το ϑεώρηµα µεταφοράς

lim
n→∞

π

2n sin(π/2n)
= lim

n→∞

π/2n

sin(π/2n)
= lim

x→0

x

sinx
= 1 (κανόνας L’Hôpital)

και άρα

lim
n→∞

ˆ ∞
0

dx

1 + x2n
= lim

n→∞

π

2n sin(π/2n)
= 1 .

3. ∆είξτε ότι ˆ ∞
0

x3 sinx

1 + x4
dx =

π

2
e−1/

√
2 cos

(
1√
2

)
.

Λύση. Είναι ˆ ∞
−∞

x3 sinx

1 + x4
dx = =

(ˆ ∞
−∞

x3eix

1 + x4
dx

)
.

Επειδή z4 + 1 = 0⇔ z4 = −1 = eπi, οι ϱίζες του πολυωνύµου Q(z) = 1 + z4 είναι

zk = e(2kπ+π)i/4 = e(2kπ+π)i/4 , k = 0, 1, 2, 3 .

∆ηλαδή zk = 1√
2
(±1 ± i). Παίρνουµε το R0 > 1 έτσι ώστε ο κύκλος |z| = R0 να περιέχει τις

ϱίζες 1√
2
(±1± i) του πολυωνύµου Q. Η συνάρτηση

f(z) =
z3eiz

1 + z4

έχει µεµονωµένα ανώµαλα σηµεία τα 1√
2
(±1± i) που είναι απλοί πόλοι της f . Τα 1√

2
(±1 + i)

ϐρίσκονται στο άνω ηµιεπίπεδο µε

Res

(
f,

1√
2

(±1 + i)

)
=

z3eiz

(1 + z4)′

∣∣∣∣
z= 1√

2
(±1+i)

=
1

4
ei(±1+i)/

√
2 =

1

4
e−1/

√
2

(
cos

(
1√
2

)
± i sin

(
1√
2

))
.

Ολοκληρώνουµε τη συνάρτηση f πάνω στην τµηµατικά λεία καµπύλη που αποτελείται από το

ηµικύκλιο του άνω ηµιεπιπέδου γR, µε εξίσωση z(θ) = Reiθ, 0 ≤ θ ≤ π και το ευθύγραµµο
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τµήµα [−R,R]. Παίρνουµε τοR αρκετά µεγάλο έτσι ώστε το ανώµαλα σηµεία 1√
2
(±1±i) της f

να ϐρίσκονται στο εσωτερικό του ηµικύκλιου γR. Από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων

έχουµε
ˆ R

−R

x3eix

1 + x4
dx+

ˆ
γR

z3eiz

1 + z4
dz

= 2πi

[
Res

(
z3eiz

1 + z4
,

1√
2

(1 + i)

)
+ Res

(
z3eiz

1 + z4
,

1√
2

(−1 + i)

)]
= 2πi · 1

2
e−1/

√
2 cos

(
1√
2

)
= πe−1/

√
2 cos

(
1√
2

)
i . (∗)

΄Οµως από το λήµµα του Jordan είναι

lim
R→∞

ˆ
γR

z3eiz

1 + z4
dz = 0 .

Εποµένως, από την (∗) προκύπτει ότι
ˆ ∞
−∞

x3eix

1 + x4
dx = lim

R→∞

ˆ R

−R

x3eix

1 + x4
dx = πe−1/

√
2 cos

(
1√
2

)
i

και κατά συνέπεια
ˆ ∞
−∞

x3 sinx

1 + x4
dx = =

(ˆ ∞
−∞

x3eix

1 + x4
dx

)
= πe−1/

√
2 cos

(
1√
2

)
.

΄Αρα, ˆ ∞
0

x3 sinx

1 + x4
dx =

1

2

ˆ ∞
−∞

x3 sinx

1 + x4
dx =

π

2
e−1/

√
2 cos

(
1√
2

)
.



1.2. ΑΚΑ∆ΗΜΑΪΚΟ ΕΤΟΣ 2015–16 35

ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

1η Σειρά Ασκήσεων στη Μιγαδική Ανάλυση

1. Να ϐρεθούν όλοι οι µιγαδικοί αριθµοί z που ικανοποιούν την εξίσωση

sin z =
√

2 .

Λύση. Παρατηρούµε ότι

sin z =
√

2⇔ eiz − e−iz

2i
=
√

2⇔ (eiz)2 − 2
√

2 ieiz − 1 = 0 .

Η λύση της παραπάνω εξίσωσης είναι

eiz =
√

2 i± i = (
√

2± 1)i = (
√

2± 1)eiπ/2

και εποµένως

iz = log[(
√

2± 1)eiπ/2] = ln(
√

2± 1) +
(π

2
+ 2kπ

)
i , k ∈ Z .

΄Αρα, όλοι οι µιγαδικοί αριθµοί zk που ικανοποιούν την εξίσωση sin z =
√

2 είναι

zk =
π

2
+ 2kπ − i ln(

√
2± 1) , k ∈ Z .

2. ΄Εστω η απεικόνιση w = Log z, όπου Log είναι ο πρωτεύον κλάδος λογαρίθµου. ∆ηλαδή

w = Log z = ln |z|+ iArg z , −π ≤ Arg z < π .

(α) Να ϐρεθεί η εικόνα του ηµικύκλιου

z = 2eiθ , −π
2
≤ θ ≤ π

2
.

(ϐ) Να ϐρεθεί η εικόνα της ευθείας γραµµής

z = 1 + iy , y ∈ (−∞,∞) .

Λύση. (α) Αν z = 2eiθ, −π/2 ≤ θ ≤ π/2, τότε

w = Log(2eiθ) = ln(2) + iθ , −π
2
≤ θ ≤ π

2
.



36 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Εποµένως, η w = Log z απεικονίζει το ηµικύκλιο z = 2eiθ, −π/2 ≤ θ ≤ π/2, στο ευθύγραµµο

τµήµα [
ln(2)− π

2
i, ln(2) +

π

2
i
]
.

(ϐ) Θεωρούµε τώρα την ευθεία γραµµή z = 1 + iy, y ∈ (−∞,∞). Επειδή

z = 1 + iy =
√

1 + y2 eiθ, µε tan θ = y ⇔ θ = arctan y, −π/2 < θ < π/2 ,

έχουµε

w = Log z = Log(1 + iy) = ln
√

1 + y2 + iθ =
1

2
ln(1 + y2) + i arctan y , y ∈ (−∞,∞) .

Ως γνωστόν η συνάρτηση θ = arctan y είναι γνήσια αύξουσα µε −π/2 < θ = arctan y < π/2.

Εποµένως, η εικόνα της ευθείας z = 1 + iy, y ∈ (−∞,∞) µέσω της απεικόνισης w = Log z

είναι η οριζόντια λωρίδα

Ω =
{
u+ iv : 0 ≤ u <∞, −π

2
< v <

π

2

}
.

3. ΄Εστω η συνάρτηση f : C→ C µε

f(z) =


(1+i)=(z2)
|z|2 αν z 6= 0,

0 αν z = 0 .

∆είξτε ότι ικανοποιούνται οι εξισώσεις Cauchy–Riemann στο σηµείο (0, 0). Είναι η f παραγω-

γίσιµη στο 0; Αιτιολογήστε την απάντησή σας.

Λύση. Είναι

f(z) = f(x+ iy) =


2(1+i)xy
x2+y2

αν z 6= 0,

0 αν z = 0 .

Για x ∈ R, x 6= 0, είναι
f(x, 0)− f(0, 0)

x− 0
=

0− 0

x
= 0

και εποµένως
∂f

∂x
(0, 0) = lim

x→0

f(x, 0)− f(0, 0)

x− 0
= 0 .
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Παρόµοια, για y ∈ R, y 6= 0, είναι

f(0, y)− f(0, 0)

y − 0
=

0

y
= 0

και εποµένως
∂f

∂y
(0, 0) = lim

y→0

f(0, y)− f(0, 0)

y − 0
= 0 .

΄Αρα
∂f

∂x
(0, 0) = −i∂f

∂y
(0, 0) = 0, δηλαδή ικανοποιούνται οι εξισώσεις Cauchy–Riemann στο

σηµείο (0, 0).

Θα αποδείξουµε τώρα ότι η f δεν είναι παραγωγίσιµη στο 0, µάλιστα η f δεν είναι καν συνεχής

στο 0. Πράγµατι, αν y = λx µε λ ∈ R και x 6= 0, τότε

f(z) = f(x+ iy) =
2λ(1 + i)x2

x2 + λ2x2
=

2λ

1 + λ2
(1 + i) .

Εποµένως, το όριο

lim
z→0

z=x+iλx

f(z) =
2λ

1 + λ2
(1 + i)

εξαρτάται από το λ και άρα η f δεν είναι συνεχής στο 0.

4. Θεωρούµε την ακέραια συνάρτηση f : C→ C µε

f(z) = f(x+ iy) = e−y(x cosx− y sinx) + iv(x, y) .

Να ϐρεθεί η συνάρτηση v = v(x, y) και να εκφράσετε την f σαν συνάρτηση του z = x+ iy.

Λύση. Επειδή η συνάρτηση u(x, y) = e−y(x cosx − y sinx) είναι το πραγµατικό µέρος της

ακέραιας συνάρτησης f , η u είναι αρµονική στο R2. Πράγµατι, η u έχει συνεχείς µερικές

παραγώγους 2ης τάξης στο R2 και ικανοποιεί την εξίσωση Laplace: uxx + uyy = 0.

Επειδή ux = e−y cosx − e−yx sinx − ye−y cosx, από την πρώτη εξίσωση Cauchy–Riemann:

vy = ux έχουµε vy = e−y cosx− e−yx sinx− ye−y cosx και εποµένως

v(x, y) = −e−y cosx+ e−yx sinx− cosx

ˆ
ye−y dy + c(x)

= −e−y cosx+ e−yx sinx+ ye−y cosx+ e−y cosx+ c(x)

= e−yx sinx+ ye−y cosx+ c(x) .
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Τώρα, από τη 2η εξίσωση Cauchy–Riemann: uy = −vx έχουµε

−e−yx cosx− e−y sinx+ ye−y sinx = −(e−y sinx+ e−yx cosx− ye−y sinx+ c′(x))

η οποία συνεπάγεται c′(x) = 0⇔ c(x) = c. ∆ηλαδή,

v(x, y) = e−yx sinx+ ye−y cosx+ c .

Εποµένως,

f(x+ iy) = e−y(x cosx− y sinx) + ie−y(x sinx+ y cosx+ c) .

Τέλος, από γνωστό τύπο έχουµε

f(z) = u(z, 0) + iv(z, 0) = z cos z + i(z sin z + c) = zeiz + ic .

5. Χρησιµοποιώντας τους ολοκληρωτικούς τύπους Cauchy υπολογίστε το ολοκλήρωµα

I =
1

2πi

‰
C

ez

z3 − 3z2
dz ,

όπου ο κύκλος C µε ϑετική ϕορά διαγραφής δεν διέρχεται από τα σηµεία z = 0 και z = 3.

Εξετάστε όλες τις δυνατές περιπτώσεις.

Λύση. Είναι

I =
1

2πi

‰
C

ez

z2(z − 3)
dz ,

(i) Ο κύκλος C δεν περιέχει τα σηµεία 0 και 3. Από το ϑεώρηµα Cauchy I = 0.

(ii) Ο κύκλος C περιέχει µόνο το σηµείο 0. Από τον ολοκληρωτικό τύπο Cauchy για παρα-

γώγους έχουµε

I =
1!

2πi

‰
C

ez/(z − 3)

z2
dz =

(
ez

z − 3

)′∣∣∣∣
z=0

=
zez − 4ez

(z − 3)2

∣∣∣∣
z=0

= −4

9
.

(iii) Ο κύκλος C περιέχει µόνο το σηµείο 3. Από τον ολοκληρωτικό τύπο Cauchy έχουµε

I =
1

2πi

‰
C

ez/z2

z − 3
dz =

ez

z2

∣∣∣∣
z=3

=
e3

9
.
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(iv) Ο κύκλος C περιέχει τα σηµεία 0 και 3. ΄Εστω C1 και C2 δύο κύκλοι που δεν τέµνονται

και ϐρίσκονται εσωτερικά του κύκλου C, έτσι ώστε ο C1 περιέχει στο εσωτερικό του µόνο το

σηµείο 0 και ο C2 περιέχει στο εσωτερικό του µόνο το σηµείο 3. Τότε,

I =
1

2πi

‰
C1

ez

z2(z − 3)
dz +

1

2πi

‰
C2

ez

z2(z − 3)
dz (γενικευµένο ϑεώρηµα Cauchy)

= −4

9
+
e3

9
=
e3 − 4

9
. (περιπτώσεις (ii) και (iii))

6. (α) Χρησιµοποιώντας τον ολοκληρωτικό τύπο Cauchy για παραγώγους υπολογίστε το ολοκλή-

ϱωµα

In =

‰
γ

cos 2z

zn+1
dz , n ∈ N ,

όπου γ απλή, κλειστή και τµηµατικά λεία καµπύλη που περιέχει το 0.

(ϐ) Υπολογίστε, αν υπάρχει, το όριο limn→∞ In.

Σηµείωση. Για κάθε n ∈ N,

dn

dzn
cos 2z =


(−1)k22k cos 2z αν n = 2k

0 αν n = 2k + 1 .

Λύση. (α) Από τον ολοκληρωτικό τύπο Cauchy για παραγώγους έχουµε

In =

‰
C

cos 2z

zn+1
dz =

2πi

n!

{
n!

2πi

‰
C

cos 2z

zn+1
dz

}

=
2πi

n!

dn

dzn
cos 2z

∣∣∣∣
z=0

=


2π(−1)k 22k

(2k)! i αν n = 2k

0 αν n = 2k + 1 .

(ϐ) Από τον τύπο του Stirling n! ∼
√

2π nn+1/2e−n έπεται ότι

22k

(2k)!
∼ 1

2
√
kπ

( e
k

)2k
−−−→
k→∞

0 .

΄Αρα, limn→∞ In = 0.

Σηµείωση. Για τον υπολογισµό του ορίου µπορούµε να εργαστούµε και ως εξής : Θεωρούµε

τη σειρά
∞∑
k=0

c2k , όπου c2k = 2π(−1)k
22k

(2k)!
i .
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Επειδή

lim
k→∞

∣∣∣∣c2k+2

c2k

∣∣∣∣ = lim
k→∞

22k+2

(2k + 2)!
· (2k)!

22k
= lim

k→∞

4

(2k + 1)(2k + 2)
= 0 < 1 ,

η σειρά
∑∞

k=0 c2k συγκλίνει απόλυτα και κατά συνέπεια limn→∞ c2k = 0.

7. ΄Εστω f : U → C αναλυτική συνάρτηση στο ανοικτό σύνολο U ⊆ C και έστω z0 ∈ U . Αν

f(z0) = f ′(z0) = 0 και f ′′(z0) 6= 0, δείξτε ότι υπάρχει αναλυτική συνάρτηση φ σε µια περιοχή

D(z0, δ) ⊂ U του z0 τέτοια ώστε

f(z) = φ(z)2 , για κάθε z ∈ D(z0, δ) µε φ(z) 6= 0 για κάθε z 6= z0 .

Λύση. Επειδή το z0 είναι ϱίζα τάξης 2 της f

f(z) = (z − z0)2g(z) ,

όπου g αναλυτική συνάρτηση στο U µε g(z0) 6= 0. Τότε ως γνωστόν υπάρχει δ > 0 τέτοιο

ώστε g(z) 6= 0 για κάθε z ∈ D(z0, δ) ⊂ U . Επειδή ο ανοικτός δίσκος D(z0, δ) είναι ένας απλά

συνεκτικός τόπος στον οποίο η αναλυτική συνάρτηση g δεν µηδενίζεται, από γνωστό ϑεώρη-

µα υπάρχει αναλυτική τετραγωνική ϱίζα h της g στο D(z0, δ). ∆ηλαδή υπάρχει αναλυτική

συνάρτηση h στο D(z0, δ) µε

g(z) = h(z)2 , για κάθε z ∈ D(z0, δ) .

Τότε η συνάρτηση φ(z) := (z−z0)h(z) είναι αναλυτική στον ανοικτό δίσκο D(z0, δ) και τέτοια

ώστε

f(z) = φ(z)2 , για κάθε z ∈ D(z0, δ) µε φ(z) 6= 0 για κάθε z 6= z0 .

8. ΄Εστω f, g : C→ C ακέραιες συναρτήσεις και έστω λ ∈ R. Αν

<(f(z)) ≤ λ<(g(z)) , για κάθε z ∈ C ,

δείξτε ότι υπάρχει σταθερά c τέτοια ώστε

f(z) = λg(z) + c , για κάθε z ∈ C .
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Λύση. Επειδή τόσο η εκθετική όσο και οι συναρτήσεις f, g είναι ακέραιες, η συνάρτηση

h(z) := ef(z)−λg(z)

είναι ακέραια. Επειδή f(z) − λg(z) = <(f(z) − λg(z)) + i=(f(z) − λg(z)), για κάθε z ∈ C

είναι

|h(z)| =
∣∣∣ef(z)−λg(z)∣∣∣ = e<(f(z)−λg(z)) ·

∣∣∣ei=(f(z)−λg(z))∣∣∣
= e<(f(z))−λ<(g(z)) ≤ e0 = 1 . (από την υπόθεση)

Εποµένως από το ϑεώρηµα Liouville η h είναι σταθερή και κατά συνέπεια η

|h(z)| = e<(f(z)−λg(z))

ϑα είναι σταθερή. Τότε το <(f(z) − λg(z)) ϑα είναι σταθερό και άρα από γνωστή πρόταση η

ακέραια συνάρτηση f(z) − λg(z) είναι σταθερή στο C. ∆ηλαδή f(z) = λg(z) + c για κάποιο

c ∈ C.

9. ΄Εστω D ϕραγµένος τόπος µε D = D ∪ ∂D ⊂ U , όπου U ανοικτό σύνολο στο C. Αν η

συνάρτηση f είναι αναλυτική στο U µε

f(z) 6= 0 , για κάθε z ∈ D και inf
z∈∂D

|f(z)| = m < M = sup
z∈∂D

|f(z)| ,

δείξτε ότι m < |f(z)| < M για κάθε z ∈ D.

Λύση. Επειδή το D είναι ένα συµπαγές σύνολο, η f ϑα παίρνει την ελάχιστη τιµή της m και

τη µέγιστη τιµή της M στο D. Από την αρχή µεγίστου η |f | παίρνει τη µέγιστη τιµή της στο

σύνορο ∂D του D εκτός και αν η f είναι σταθερή. Επειδή f(z) 6= 0, για κάθε z ∈ D, από την

αρχή ελαχίστου η f ϑα παίρνει και την ελάχιστη τιµή της στο σύνορο ∂D του D εκτός και αν

η f είναι σταθερή. ΄Οµως από την υπόθεση είναι minz∈∂D |f(z)| = m < M = maxz∈∂D |f(z)|

και εποµένως η f δεν είναι σταθερή. ΄Αρα,

m < |f(z)| < M , για κάθε z ∈ D .
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10. Να ϐρεθεί η σειρά(ανάπτυγµα) Laurent της

f(z) =
1

(z + 1)2(z + i)

µε κέντρο το z0 = −i στο µεγαλύτερο δυνατό δακτύλιο που περιέχει το σηµείο 1 + i.

Λύση. Τα µεµονωµένα ανώµαλα σηµεία της f είναι : −1 και −i. Εποµένως το ανάπτυγµα

Laurent της f µε κέντρο το −i µπορεί να γίνει στους δακτυλίους

∆1 = {z ∈ C : 0 < |z + i| <
√

2} και ∆2 = {z ∈ C : |z + i| >
√

2} .

Επειδή το 1 + i ∈ {z ∈ C : |z + i| >
√

2}, ϑα αναπτύξουµε την f στο δακτύλιο ∆2 που είναι ο

µεγαλύτερος δακτύλιος που περιέχει το σηµείο 1 + i.

Ως γνωστόν
1

1 + w
=

∞∑
n=0

(−1)nwn , |w| < 1 . (γεωµετρική σειρά)

Παραγωγίζοντας τη γεωµετρική σειρά παίρνουµε

− 1

(1 + w)2
=

∞∑
n=1

(−1)nnwn−1 ⇔ 1

(1 + w)2
=

∞∑
n=1

(−1)n−1nwn−1 , |w| < 1 .

Εποµένως

f(z) =
1

(z + 1)2(z + i)

=
1

(z + i+ (1− i))2(z + i)

=
1

(z + i)3
· 1(

1 + 1−i
z+i

)2
=

1

(z + i)3

∞∑
n=1

(−1)n−1n

(
1− i
z + i

)n−1
(
∣∣∣1−iz+i

∣∣∣ < 1⇔ |z + i| > |1− i| =
√

2)

=
∞∑
n=1

(i− 1)n−1n
1

(z + i)n+2
.

Το παραπάνω ανάπτυγµα ισχύει στο δακτύλιο ∆2 =
{
z ∈ C : |z + i| >

√
2
}

που είναι ο µε-

γαλύτερος δυνατός δακτύλιος που περιέχει το σηµείο 1 + i.

11. ΄Εστω
tan z

z2
=

∞∑
n=−∞

anz
n το ανάπτυγµα Laurent της συνάρτησης f(z) = tan z

z2
στο δακτύλιο

∆ =

{
z ∈ C :

π

2
< |z| < 3π

2

}
µε κέντρο το z0 = 0 .
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Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα Laurent καθώς επίσης και το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοί-

πων να υπολογιστούν οι συντελεστές an, για κάθε n ≤ −1.

Λύση. Τα zk = kπ/2, k ∈ Z, είναι µεµονωµένα ανώµαλα σηµεία της f . Από το ϑεώρηµα

Laurent οι συντελεστές an δίνονται από τον τύπο

an =
1

2πi

‰
|z|=r

tan z/z2

zn+1
dz =

1

2πi

‰
|z|=r

tan z

zn+3
dz ,

όπου ο κύκλος |z| = r µε κέντρο 0, ακτίνα r, π/2 < r < 3π/2 και ϑετική ϕορά διαγραφής

ανήκει στο δακτύλιο ∆. Τα σηµεία 0 και ±π/2 ϐρίσκονται στο εσωτερικό του κύκλου |z| = r.

(i) n = −1: Σ᾿ αυτή την περίπτωση έχουµε

a−1 =
1

2πi

‰
|z|=r

tan z

z2
dz .

Τα σηµεία 0 και ±π/2 είναι απλοί πόλοι της g(z) = tan z
z2

= z−2 sin z
cos z . Από το ϑεώρηµα

ολοκληρωτικών υπολοίπων έχουµε

a−1 =
1

2πi

‰
|z|=r

z−2 sin z

cos z
dz = Res

(
z−2 sin z

cos z
, −π

2

)
+ Res

(
z−2 sin z

cos z
, 0

)
+ Res

(
z−2 sin z

cos z
,
π

2

)
=
z−2 sin z

(cos z)′

∣∣∣∣
z=−π

2

+ lim
z→0

z
z−2 sin z

cos z
+
z−2 sin z

(cos z)′

∣∣∣∣
z=π

2

= − z−2 sin z

sin z

∣∣∣∣
z=−π

2

+ lim
z→0

sin z

z
· 1

cos z
− z−2 sin z

sin z

∣∣∣∣
z=π

2

= − 4

π2
+ 1− 4

π2
= 1− 8

π2
.

(ii) n ≤ −2: Σ᾿ αυτή την περίπτωση είναι

g(z) =
tan z

zn+3
=

sin z

zn+3 cos z
, µε n+ 3 ≤ 1 .

Τα σηµεία ±π/2 είναι απλοί πόλοι της g ενώ το 0 είναι επουσιώδες ανώµαλο σηµείο της g.

Από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων έχουµε

an =
1

2πi

‰
|z|=r

z−n−3 sin z

cos z
dz = Res

(
z−n−3 sin z

cos z
, −π

2

)
+ Res

(
z−n−3 sin z

cos z
,
π

2

)
=
z−n−3 sin z

(cos z)′

∣∣∣∣
z=−π

2

+
z−n−3 sin z

(cos z)′

∣∣∣∣
z=π

2

= −
(
−π

2

)−n−3
−
(π

2

)−n−3
.
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12. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα
‰
|z−2|=

√
5

sin z

z2(z2 − 1)2
dz .

Λύση. Τα σηµεία 0,±1 είναι µεµονωµένα ανώµαλα σηµεία της συνάρτησης

f(z) =
sin z

z2(z2 − 1)2
=

sin z

z2(z − 1)2(z + 1)2
.

Τα σηµεία 0, 1 ϐρίσκονται στο εσωτερικό του κύκλου |z − 2| =
√

5 και το −1 εξωτερικά του

κύκλου. Επειδή το 0 είναι απλή ϱίζα του αριθµητή και διπλή ϱίζα του παρανοµαστή της f , το

0 είναι απλός πόλος της f µε

Res(f, 0) = lim
z→0

z
sin z

z2(z − 1)2(z + 1)2
= lim

z→0

sin z

z
· 1

(z − 1)2(z + 1)2
= 1 .

Το 1 είναι πόλος τάξης 2 της f µε

Res(f, 1) = lim
z→1

[
(z − 1)2

sin z

z2(z − 1)2(z + 1)2

]′
= lim

z→1

[
sin z

(z2 + z)2

]′
= lim

z→1

(z2 + z) cos z − 2(2z + 1) sin z

(z2 + z)3
=

cos 1− 3 sin 1

4
.

΄Αρα, από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων
‰
|z−2|=

√
5

sin z

z2(z2 − 1)2
dz = 2πi[Res(f, 0) + Res(f, 1)]

= 2πi

[
1 +

cos 1− 3 sin 1

4

]
=

4 + cos 1− 3 sin 1

2
πi .

13. Χρησιµοποιώντας µιγαδική ολοκλήρωση να υπολογιστεί το γενικευµένο ολοκλήρωµα
ˆ ∞
0

cosx

(x2 + 1)2
dx .

Λύση. Επειδή ˆ ∞
0

cosx

(x2 + 1)2
dx =

1

2

ˆ ∞
−∞

cosx

(x2 + 1)2
dx ,
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ολοκληρώνουµε τη συνάρτηση g(z) = eizf(z), όπου f(z) = 1/(z2 + 1)2, πάνω στην κλειστή

και τµηµατικά λεία καµπύλη γ = [−R,R] ∪ γR, µε ϑετική ϕορά, όπου γR είναι το ηµικύκλιο

στο άνω ηµιεπίπεδο µε εξίσωση z(θ) = Reiθ, 0 ≤ θ ≤ π και R > 1. Η συνάρτηση g είναι

αναλυτική πάνω και στο εσωτερικό της γ εκτός από το z = i που είναι πόλος τάξης 2 της g.

Επειδή

Res
(
eizf(z), i

)
= lim

z→i

[
(z − i)2 eiz

(z2 + 1)2

]′
= lim

z→i

(
eiz

(z + i)2

)′
= lim

z→i
eiz

iz − 3

(z + i)3
= e−1

1

2i
,

από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων
ˆ R

−R
eixf(x) dx+

ˆ
γR

eizf(z) dz = 2πiRes
(
eizf(z), i

)
= 2πie−1

1

2i
= πe−1 . (∗)

Επειδή f(z) = P (z)/Q(z), όπου degQ(z) = 4 > 1 = degP (z) + 1, από το λήµµα Jordan

lim
R→∞

ˆ
γR

eizf(z) dz = 0 .

Παίρνοντας στην (∗) το R→∞ έχουµε
ˆ ∞
−∞

cosx

(x2 + 1)2
dx = πe−1 .

Εποµένως, ˆ ∞
0

cosx

(x2 + 1)2
dx =

1

2

ˆ ∞
−∞

cosx

(x2 + 1)2
dx =

π

2e
.



46 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

2η Σειρά Ασκήσεων στη Μιγαδική Ανάλυση

Στις παρακάτω ασκήσεις να τσεκάρετε τις σωστές απαντήσεις, µπορεί να είναι και περισσότερες

από µια.

1. Για κάθε z ∈ C

(α) eiz = e−iz . (β) |eiz| = 1 . (γ) |eiz| = e|z| . (δ) eiz = cos z + i sin z .

Απάντηση. (α) και (δ) .

2. Για δύο µιγαδικούς αριθµούς z1 και z2 µε |z1| > |z2| είναι

(α) |z1| − |z2| ≤ |z1 − z2| ≤ |z1|+ |z2| . (β) |z1 − z2| < |z1| . (γ)

∣∣∣∣z1 + z2
z1

∣∣∣∣ < 2 .

(δ)

∣∣∣∣<(z2z1
)∣∣∣∣ < 1 .

Απάντηση. (α), (γ) και (δ) .

3. Για κάθε z ∈ C, οι συναρτήσεις w = sin z και w = cos z ικανοποιούν

(α) | sin z|2|+ | cos z|2 < 2 . (β) (sin z + cos z)2 = 1 + sin 2z . (γ) | sin z|+ | cos z| ≥ 1 .

(δ) | sin z|2 + | cos z|2 = 1 .

Απάντηση. (β) και (γ) .

4. ΄Εστω z0 ∈ C. Η εξίσωση |z − z0| = |z − z0z|

(α) ισχύει για κάθε z ∈ C αν |z0| = 1 . (β) δεν έχει λύση αν |z0| = 1 .

(γ) ισχύει για κάθε z στο µοναδιαίο κύκλο αν |z0| 6= 1 .

(δ) έχει µόνο πραγµατικές λύσεις αν z0 = 1 .

Απάντηση. (α) και (γ) .

5. ΄Εστω D = C \ {z : z = iy, y ≥ 0}.

(αʹ) Το D δεν είναι απλά συνεκτικός τόπος.
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(ϐʹ) Υπάρχει αναλυτική συνάρτηση f στο D και µια κλειστή, τµηµατικά λεία καµπύλη γ στο

D τέτοια ώστε ˛
γ
f(z) dz 6= 0 .

(γʹ) ΄Εστω z = reiθ, όπου −3π/2 < θ < π/2. Οι µιγαδικοί λογάριθµοι

logn z = ln r + i(θ + 2nπ) , n ∈ N ,

είναι αναλυτικές συναρτήσεις στο D.

(δʹ) Η συνάρτηση f(z) =
√
z = exp{2−1 log0 z}, όπου η w = log0 z ορίζεται στη (γ΄), είναι

αναλυτική στο D.

Απάντηση. (γ΄) και (δ΄) .

6. Θεωρούµε την απεικόνιση w =
1

z2
, z 6= 0 από το z-επίπεδο στο w-επίπεδο.

(αʹ) Η εικόνα του κύκλου µε κέντρο το z = 0 είναι κύκλος µε κέντρο το w = 0.

(ϐʹ) Η εικόνα του κύκλου µε κέντρο το z = 0 είναι ευθεία γραµµή.

(γʹ) Η εικόνα του ϕανταστικού άξονα {z = iy : y ∈ R, y 6= 0} είναι ο αρνητικός πραγµατικός

άξονας {w = u : u < 0}.

(δʹ) Η εικόνα της ευθείας y = x, x 6= 0, είναι ο αρνητικός ϕανταστικός άξονας

{w = iv : v < 0}.

Απάντηση. (α΄), (γ΄) και (δ΄) .

7. ΄Εστω η συνάρτηση

f(z) =


z/z αν z 6= 0

1 αν z = 0 .

(α) η f είναι παντού ασυνεχής . (β) η f είναι ασυνεχής για z = 0 .

(γ) η w = f(z) απεικονίζει τον πραγµατικό άξονα στο 1 .

(δ) η w = f(z) απεικονίζει το ϕανταστικό άξονα στο −1 .

Απάντηση. (β) και (γ) .
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8. ΄Εστω z0 ∈ C. Η εξίσωση sin z + cos z = z0

(α) δεν έχει λύσεις για |z0| > 2 . (β) έχει λύσεις για κάθε z0 .

(γ) έχει µόνο πραγµατικές λύσεις αν z0 ∈ R µε 1 ≤ |z0| ≤
√

2 .

(δ) έχει ϕανταστικές λύσεις αν z0 = i
√

2 .

Απάντηση. (β) και (γ) .

9. Η ακέραια συνάρτηση f : C→ C µε

f(z) = f(x+ iy) = cosx sinh y + iv(x, y)

(αʹ) είναι αναλυτική αν η συνάρτηση v = v(x, y) είναι διαφορίσιµη.

(ϐʹ) είναι αναλυτική αν η συνάρτηση v = v(x, y) είναι µια οποιαδήποτε αρµονική συνάρτηση.

(γʹ) είναι αναλυτική αν v(x, y) = sinx cosh y.

(δʹ) είναι αναλυτική αν v(x, y) = − sinx cosh y.

Απάντηση. (δ΄) .

10. Η συνάρτηση u(x, y) = y3 − 3x2y

(αʹ) δεν µπορεί να είναι το πραγµατικό ή το ϕανταστικό µέρος µιας ακέραιας συνάρτησης.

(ϐʹ) µπορεί να είναι το πραγµατικό µέρος µιας ακέραιας συνάρτησης.

(γʹ) µπορεί να είναι το ϕανταστικό µέρος µιας ακέραιας συνάρτησης.

(δʹ) είναι συζυγής αρµονική της v(x, y) = x3 − 3xy2.

Απάντηση. (ϐ΄) και (δ΄) .

11. Αν

I =

‰
|z|=2

ez

zn + 1
dz , n ∈ N∗ ,

είναι

(α) |I| ≤ 4πe2

2n − 1
. (β) |I| > 4πe2

2n − 1
. (γ) I = 0 , για κάθε n ∈ N∗ .

(δ) I =

‰
|z|=r

ez

zn + 1
dz , όπου r > 1 .

Απάντηση. (α) και (δ) .
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12. Αν

I =

‰
|z−i|=2

1

z2 + 4
dz ,

είναι

(α) I = 0 . (β) I =
π

2
. (γ) I = i

π

2
. (δ) I = π .

Απάντηση. (β) .

13. ΄Εστω το ολοκλήρωµα

I =

‰
C

ecos z

z2 + (3− i)z − 3i
dz ,

όπου C το ορθογώνιο παραλληλόγραµµο µε κορυφές −1, 1, 1 + 2i, −1 + 2i. Είναι

(α) I =
3 + i

10

‰
C

ecos z

z − i
dz . (β) I =

3− i
10

‰
C

ecos z

z − i
dz . (γ) I =

3 + i

4

‰
C

ecos z

z + i
dz .

(δ) I =
3− i

4

‰
C

ecos z

z + i
dz .

Απάντηση. (β) .

14. ΄Εστω το ολοκλήρωµα

I =

‰
C

sin z

(z2 + 1)2
dz ,

όπου C το τρίγωνο µε κορυφές z = −1, z = 1 και z = 2i. Είναι

(α) I = 0 . (β) I = −i π
2e
. (γ) I =

π

2
(cos 1 + sin 1) . (δ) I = −πi

2
(cos i+ i sin i) .

Απάντηση. (β) και (δ) .

15. Θεωρούµε το ολοκλήρωµα

I =

‰
γ

e−iz

z2 + 1
dz ,

όπου γ = [−R,R] ∪ γR και γR είναι το ηµικύκλιο z(θ) = Reiθ, −π ≤ θ ≤ 0, R > 1. Είναι

(α) I = 0 . (β) I = −π
e
. (γ) I =

π

e
. (δ) lim

R→∞
I = −

ˆ ∞
−∞

cosx

x2 + 1
dx .

Απάντηση. (β) και (δ) .
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16. ΄Εστω C η ηµιευθεία y = x, x ≥ 0, µε αρχή την αρχή των αξόνων. Το ολοκλήρωµα
ˆ
C

1

z2 + 2i
dz

(α) δεν είναι ϕραγµένο . (β) ισούται µε
1 + i

2i

ˆ ∞
0

1

1 + x2
dx . (γ) ισούται µε (1− i)π

4
.

(δ) ισούται µε (1 + i)
π

4
.

Απάντηση. (β) και (γ) .

17. Θεωρούµε το ολοκλήρωµα

I =

ˆ
γR

eiz
2

z2
dz ,

όπου γR είναι το τόξο του κύκλου |z| = R στο 1ο τεταρτηµόριο µε ϑετική ϕορά και παραµε-

τρική εξίσωση z(θ) = Reiθ, 0 ≤ θ ≤ π/2. Είναι

(α) |I| ≤ π

2R
. (β) |I| ≥ π

2R
. (γ) |I| = π

R
. (δ) lim

R→∞
I = ie2 .

Απάντηση. (α) .

18. ΄Εστω f : C → C ακέραια συνάρτηση τέτοια ώστε |f(z)| ≤ M(1 +
√
|z − i|) για κάθε z ∈ C,

όπου M > 0. Τότε

(α) f ≡ 0 . (β) f(z) =
√
|z| . (γ) f(z) = z1/2 . (δ) f(z) = c, σταθερή, µε |c| ≤M .

Απάντηση. (δ) .

19. ΄Εστω f : C→ C ακέραια συνάρτηση τέτοια ώστε |f(z)| ≤M(1 +
√
|z|) για κάθε z ∈ C, όπου

M > 0. Τότε

(α) f ≡ 0 . (β) f(z) =
√
|z| . (γ) f(z) = z1/2 . (δ) f(z) = c, σταθερή, µε |c| ≤M .

Απάντηση. (δ) .

20. ΄Εστω f : G→ C αναλυτική συνάρτηση σε ένα τόποG ⊆ C που περιέχει τον κλειστό µοναδιαίο

δίσκο D(0, 1) = {z : |z| ≤ 1}. Αν η f δεν έχει ϱίζες στο µοναδιαίο δίσκο και f(z) = i για

κάθε z στο µοναδιαίο κύκλο |z| = 1, τότε
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(αʹ) f(z) = i για κάθε z στο µοναδιαίο δίσκο D(0, 1).

(ϐʹ) f(z) = 2πi για κάθε z στο µοναδιαίο δίσκο D(0, 1).

(γʹ) f(z) = 1 για κάθε z στο µοναδιαίο δίσκο D(0, 1).

(δʹ) f(z) = i για κάθε z ∈ G.

Απάντηση. (α΄) και (δ΄) .

21. Η συνάρτηση

f(z) =
(1− cos z) sin z

z3

(α) έχει πόλο τάξης 2 για z = 0 . (β) έχει πόλο τάξης 3 για z = 0 . (γ) lim
z→0

f(z) =
1

2
.

(δ) έχει επουσιώδη ανωµαλία για z = 0 .

Απάντηση. (β) και (γ) .

22. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f είναι αναλυτική στο διάτρητο δίσκο D′(0, R) : 0 < |z| < R. Αν

το το z = 0 είναι ουσιώδες ανώµαλο σηµείο της συνάρτησης f , για τη συνάρτηση f2 το z = 0

είναι

(α) επουσιώδες ανώµαλο σηµείο . (β) πόλος τάξης 2 . (γ) ουσιώδες ανώµαλο σηµείο .

(δ) απλός πόλος .

Απάντηση. (γ) .

23. Υποθέτουµε ότι η αναλυτική συνάρτηση f : C \ {0} → C είναι τέτοια ώστε

|f(z)| ≤ 1

|z|5/2
, για κάθε |z| > 0 .

Τότε

(α) f ≡ 0 . (β) η f είναι πολυώνυµο ϐαθµού ≤ 2 . (γ) f(z) = z5/2 .

(δ) η f είναι σταθερή .

Απάντηση. (α) .
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24. Η σειρά(ανάπτυγµα) Laurent της

f(z) =
1

(z − 1)(z + 2)2

µε κέντρο το z0 = 1 στο µεγαλύτερο δυνατό δακτύλιο που περιέχει το σηµείο −2 + i είναι

(αʹ) f(z) =

∞∑
n=−1

(−1)n+1 · n+ 2

3n+3
(z − 1)n , στο διάτρητο δίσκο: 0 < |z − 1| < 3.

(ϐʹ) f(z) =
∞∑
n=1

(−1)n−1n3n−1
1

(z − 1)n+2
, στο δακτύλιο : |z − 1| > 3.

(γʹ) f(z) =

1∑
n=−∞

(−1)n−13n−3(2− n)(z − 1)−n , στο διάτρητο δίσκο: 0 < |z − 1| < 3.

(δʹ) f(z) =
−1∑

n=−∞
(−1)n

n

3n+1
(z − 1)n−2 , στο δακτύλιο : |z − 1| > 3.

Απάντηση. (ϐ΄) και (δ΄) .

25. ΄Εστω
z2

ez − 1
=

∞∑
n=−∞

anz
n το ανάπτυγµα Laurent της συνάρτησης f(z) = z2

ez−1 στο δακτύλιο

∆ = {z ∈ C : 2π < |z| < 4π} µε κέντρο το z0 = 0 .

Είναι

(α) a2 = 0 . (β) a1 = 3 και an = (−2πi)−n+1 + (2πi)−n+1 , για κάθε n ≤ 0 .

(γ) an = (−1)k(2π)−2k , για n = 2k + 1 µε k ≤ −1 . (δ) an = 0 , για n = 2k µε k ≤ 0 .

Απάντηση. (β) και (δ) .

26. Θεωρούµε το γενικευµένο ολοκλήρωµα

I =

ˆ ∞
0

x sinx

(1 + x2)2
dx .

Είναι

(α) I = − i
2

ˆ ∞
−∞

xeix

(1 + x2)2
dx . (β) I =

i

2

ˆ ∞
0

xeix

(1 + x2)2
dx . (γ) I =

π

4e
.

(δ) I =
π

2e
.

Απάντηση. (α) και (γ) .
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1.3 Ακαδηµαϊκό έτος 2013–14

ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

1η Σειρά Ασκήσεων στη Μιγαδική Ανάλυση

1. Αν τα p = α+ iβ, q = γ + iδ είναι σηµεία του ανοικτού δίσκου D(0, R), R > 0, δείξτε ότι ένα

τουλάχιστον από τα σηµεία α+ iδ, γ + iβ ανήκει στο δίσκο D(0, R).

Λύση. Επειδή p = α + iβ ∈ D(0, R) και q = γ + iδ ∈ D(0, R), είναι α2 + β2 < R2 και

γ2 + δ2 < R2. Τότε,

(α2 + δ2) + (β2 + γ2) < 2R2 .

Εποµένως ένα τουλάχιστον από τα α2 + δ2 και β2 + γ2 είναι µικρότερο του R2 και άρα ένα

τουλάχιστον από τα σηµεία α+ iδ και γ + iβ ανήκει στο δίσκο D(0, R).

2. Αν το F είναι κλειστό υποσύνολο του C και το z0 /∈ F , δείξτε ότι το inf{|z − z0| : z ∈ F} > 0.

Λύση. Υποθέτουµε ότι inf
z∈F
|z − z0| = 0. Τότε για κάθε n ∈ N υπάρχει zn ∈ F τέτοιο ώστε

|zn − z0| <
1

n
.

Εποµένως limn→∞ zn = z0, δηλαδή η ακολουθία (zn) σηµείων του F συγκλίνει στο z0 /∈ F .

΄Ατοπο, επειδή ως γνωστόν το όριο συγκλίνουσας ακολουθίας σηµείων του κλειστού συνόλου F

ανήκει στο F . Καταλήξαµε σε άτοπο επειδή υποθέσαµε ότι inf
z∈F
|z−z0| = 0. ΄Αρα, inf

z∈F
|z−z0| >

0.

3. (i) Να λυθεί η εξίσωση z3 + i = 0.

(ii) ∆είξτε ότι οι λύσεις της εξίσωσης zn = (1− z)n, n ∈ N, είναι

zk =
1

2
− i

2
tan

(
kπ

n

)
, k = 0, 1, . . . , n− 1 .

Λύση.

(i) Επειδή

z3 + i = 0⇔ z3 = −i = e−(π/2)i ,
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οι λύσεις της εξίσωσης z3 + i = 0 είναι

zk = exp

(
2kπ − π/2

3
i

)
, k = 0, 1, 2 .

Εποµένως οι κυβικές ϱίζες του −i είναι

z0 = e−(π/6)i = cos(−π/6) + i sin(−π/6) =

√
3− i
2

,

z1 = e(π/2)i = cos(π/2) + i sin(π/2) = i

και

z2 = e(7π/6)i = cos(7π/6) + i sin(7π/6) = −
√

3 + i

2
.

(ii) Επειδή

zn = (1− z)n ⇔
(

1

z
− 1

)n
= 1 ,

είναι
1

zk
− 1 = ωk = e(2kπ/n)i , k = 0, 1, . . . , n− 1 .

Εποµένως,

1

zk
= 1 + cos(2kπ/n) + i sin(2kπ/n) = 2 cos2(kπ/n) + 2i sin(kπ/n) cos(kπ/n)

και άρα

zk =
1

2 cos(kπ/n)[cos(kπ/n) + i sin(kπ/n)]
=

cos(kπ/n)− i sin(kπ/n)

2 cos(kπ/n)

=
1

2
− i

2
tan

(
kπ

n

)
, k = 0, 1, . . . , n− 1 .

4. Αν η συνάρτηση f : [a, b]→ R, a < b, είναι συνεχής, δείξτε ότι η

F (z) :=

ˆ b

a

f(t)

t− z
dt , z ∈ C \ [a, b] ,

είναι συνεχής στο C \ [a, b].

Υπόδειξη. ΄Εστω z ∈ C \ [a, b]. Αν d = min
t∈[a,b]

|t− z|, h ∈ C, 0 < |h| < d/2 και M = max
t∈[a,b]

|f(t)|,

δείξτε ότι

|F (z + h)− F (z)| =
∣∣∣∣ˆ b

a

hf(t)

(t− z)(t− z − h)
dt

∣∣∣∣ ≤ 2M(b− a)

d2
|h| .
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Λύση. ΄Εστω z ∈ C \ [a, b] και έστω d η απόσταση του z από το [a, b], δηλαδή d = min
t∈[a,b]

|t− z|.

Αν M = max
t∈[a,b]

|f(t)|, τότε για κάθε h ∈ C, h 6= 0, µε z + h ∈ C \ [a, b] έχουµε,

|F (z + h)− F (z)| =
∣∣∣∣ˆ b

a

f(t)

t− z − h
dt−

ˆ b

a

f(t)

t− z
dt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ˆ b

a

hf(t)

(t− z)(t− z − h)
dt

∣∣∣∣
≤
ˆ b

a

|h||f(t)|
|t− z||t− z − h|

dt

≤ M |h|
d

ˆ b

a

1

|t− z − h|
dt . (|t− z| ≥ d)

Παίρνουµε το h ∈ C µε 0 < |h| < d/2. Τότε,

1

|t− z − h|
≤ 1

|t− z| − |h|
<

1

d− d/2
=

2

d

και εποµένως

|F (z + h)− F (z)| ≤ M |h|
d

ˆ b

a

2

d
dt =

2M(b− a)

d2
|h| .

΄Αρα limh→0 F (z + h) = F (z), δηλαδή η F είναι συνεχής για κάθε z ∈ C \ [a, b].

5. ΄Εστω η συνάρτηση f : C→ C µε

f(z) =
z

1 + |z|
.

(αʹ) ∆είξτε ότι η f απεικονίζει αµφιµονοσήµαντα το C στο µοναδιαίο δίσκο D(0, 1), δηλαδή

ότι η f είναι 1− 1 και επί. Να ϐρείτε την αντίστροφη συνάρτηση f−1 της f και να δείξετε

ότι οι συναρτήσεις f και f−1 είναι συνεχείς.

(ϐʹ) ∆είξτε ότι η συνάρτηση ϕ(z) := |z| δεν είναι παραγωγίσιµη σε κανένα σηµείο του C.

Υπάρχουν σηµεία του C στα οποία η f είναι παραγωγίσιµη ;

Λύση.

(αʹ) Επειδή

|f(z)| = |z|
1 + |z|

< 1 , για κάθε z ∈ C ,
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η f απεικονίζει τοC στο µοναδιαίο δίσκοD(0, 1). Αν f(z1) = f(z2), τότε |f(z1)| = |f(z2)|

και ισοδύναµα
|z1|

1 + |z1|
=

|z2|
1 + |z2|

⇔ |z1| = |z2| .

Εποµένως από την ισότητα

f(z1) =
z1

1 + |z1|
= f(z2) =

z2
1 + |z2|

έπεται ότι ότι z1 = z2, δηλαδή η f είναι 1− 1. ΄Εστω τώρα w ∈ D(0, 1), δηλαδή |w| < 1.

Αν z := w
1−|w| , τότε

f(z) = f

(
w

1− |w|

)
=

w
1−|w|

1 + |w|
1−|w|

= w

και εποµένως η f απεικονίζει το C επί του D(0, 1). Είναι

f−1(z) =
z

1− |z|
, z ∈ D(0, 1) .

Αν (zn) είναι ακολουθία σηµείων του C µε limn→∞ zn = z, τότε limn→∞ |zn| = |z| και

κατά συνέπεια

lim
n→∞

f(zn) = lim
n→∞

zn
1 + |zn|

=
z

1 + |z|
= f(z) .

΄Αρα, η f είναι συνεχής στο C. Παρόµοια αποδεικνύεται ότι η f−1 είναι συνεχής στο

D(0, 1).

(ϐʹ) Εύκολα αποδεικνύεται ότι η συνάρτηση ϕ(z) := |z| δεν είναι παραγωγίσιµη σε κανένα

σηµείο του C. Από τον ορισµό της f έπεται ότι

|z| = z − f(z)

f(z)
, για κάθε z 6= 0 .

Αν λοιπόν υποθέσουµε ότι η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη για κάθε z 6= 0, τότε και

η ϕ(z) = |z| ϑα είναι παραγωγίσιµη για κάθε z 6= 0, άτοπο. Εποµένως η f δεν είναι

παραγωγίσιµη στο C \ {0}. Επειδή

lim
z→0

f(z)− f(0)

z − 0
= lim

z→0

f(z)

z
= lim

z→0

1

1 + |z|
= 1 ,

η f είναι παραγωγίσιµη µόνο στο 0 µε f ′(0) = 1.
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6. ΄Εστω η συνάρτηση f : C→ C µε

f(z) = f(x+ iy) =


x4/3y5/3+ix5/3y4/3

x2+y2
αν z 6= 0,

0 αν z = 0 .

∆είξτε ότι ικανοποιούνται οι εξισώσεις Cauchy–Riemann στο σηµείο (0, 0) ενώ δεν υπάρχει η

παράγωγος f ′(0).

Λύση. Για x ∈ R, x 6= 0, είναι

f(x, 0)− f(0, 0)

x− 0
=

0− 0

x
= 0

και εποµένως
∂f

∂x
(0, 0) = lim

x→0

f(x, 0)− f(0, 0)

x− 0
= 0 .

Παρόµοια, για y ∈ R, y 6= 0, είναι

f(0, y)− f(0, 0)

y − 0
=

0

y
= 0

και εποµένως
∂f

∂y
(0, 0) = lim

y→0

f(0, y)− f(0, 0)

y − 0
= 0 .

΄Αρα
∂f

∂x
(0, 0) = −i∂f

∂y
(0, 0) = 0, δηλαδή ικανοποιούνται οι εξισώσεις Cauchy–Riemann στο

σηµείο (0, 0).

Θα αποδείξουµε τώρα ότι η f δεν είναι παραγωγίσιµη στο 0. Παρατηρούµε ότι για κάθε z ∈ C,

z 6= 0, είναι
f(z)− f(0)

z − 0
=
f(x+ iy)

x+ iy
=
x4/3y5/3 + ix5/3y4/3

(x+ iy)(x2 + y2)
.

Παίρνουµε το z = x+ iλx ∈ C µε λ ∈ R και x 6= 0, δηλαδή y = λx, x 6= 0. Τότε,

f(z)− f(0)

z − 0
=

λ5/3 + iλ4/3

(1 + iλ)(1 + λ2)

και εποµένως το όριο

lim
z→0

z=x+iλx

f(z)− f(0)

z − 0
=

λ5/3 + iλ4/3

(1 + iλ)(1 + λ2)

εξαρτάται από το λ. ΄Αρα, η παράγωγος f ′(0) δεν υπάρχει.



58 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

7. Να ϐρεθούν όλα τα σηµεία του C στα οποία η

f(z) = (z + 2i)2 − 1

είναι παραγωγίσιµη και να υπολογιστεί η παράγωγος. Σε ποια σηµεία του C είναι η f αναλυ-

τική ;

Λύση. 1ος τρόπος. Είναι

f(z) = f(x+ iy) = (x+ i(2− y))2 − 1 = x2 − (2− y)2 − 1 + 2ix(2− y) = u(x, y) + i(x, y)

µε u(x, y) = x2−y2+4y−5 και v(x, y) = 4x−2xy. Οι συναρτήσεις u, v έχουν συνεχείς µερικές

παραγώγους στο R2. Για να είναι η f παραγωγίσιµη στο C ϑα πρέπει να ικανοποιούνται οι

εξισώσεις Cauchy–Riemann. ΄Εχουµε
ux = vy

uy = −vx

⇔


2x = −2x

−2y + 4 = −4 + 2y

⇔ {(x, y) = (0, 2)} .

Εποµένως η f είναι παραγωγίσιµη µόνο στο σηµείο z = 2i µε παράγωγο

f ′(2i) = ux(0, 2) + ivx(0, 2) = 0 + i(4− 4) = 0 .

Προφανώς η f δεν είναι αναλυτική σε κανένα σηµείο του C.

2ος τρόπος. Για να είναι η f παραγωγίσιµη, πρέπει

∂f

∂z
= 0⇔ 2(z + 2i) = 0⇔ z + 2i = 0⇔ z = 2i .

∆ηλαδή η f είναι παραγωγίσιµη µόνο στο σηµείο z = 2i.

8. ΄Εστω f : G→ C, f = u+iv, αναλυτική συνάρτηση στον τόποG ⊆ C. Αν ux(x, y)+vy(x, y) =

0 στο G, δείξτε ότι

f(z) = −icz + d , όπου c ∈ R και d ∈ C .

Λύση. Επειδή η f είναι αναλυτική στο G, ισχύουν οι εξισώσεις Cauchy–Riemann: ux = vy

και uy = −vx. Από την υπόθεση είναι ux = −vy οπότε 2vy = 0 ⇔ vy = 0. Εποµένως

ux = vy = 0 στο G και συνεπώς u(x, y) = ϕ(y), v(x, y) = ψ(x). Επειδή uy = −vx για κάθε x
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και y, έπεται ότι ϕ′(y) = −ψ′(x) = c ∈ R. ΄Αρα u = cy+d1 και v = −cx+d2. Συµπεραίνουµε

λοιπόν ότι

f(z) = u(x, y) + iv(x, y) = cy + d1 + i(−cx+ d2) = −ic(x+ iy)z + (d1 + id2) = −icz + d ,

όπου c ∈ R και d ∈ C.

9. Αν η συνάρτηση

u(x, y) = αx3 + βx2y + γxy2 + δy3 , α, β, γ, δ ∈ R ,

είναι αρµονική στο R2, δείξτε ότι γ = −3α και β = −3δ. Στη συνέχεια να ϐρεθεί η συζυγής

αρµονική v της u καθώς επίσης και η ακέραια συνάρτηση f(z) = u(x, y) + iv(x, y). Να

εκφράσετε την f συναρτήσει του z.

Λύση. Επειδή η u έχει συνεχείς µερικές παραγώγους 2ης τάξης στο R2, για να είναι η u

αρµονική ϑα πρέπει να ισχύει η εξίσωση Laplace: uxx + uyy = 0. Είναι

uxx + uyy = 0⇔ (6α+ 2γ)x+ (2β + 6δ)y = 0 , για κάθε (x, y) ∈ R2 .

Εποµένως πρέπει 6α+2γ = 2β+6δ = 0 και ισοδύναµα {γ = −3α, β = −3δ}. Κατά συνέπεια

η

u(x, y) = αx3 − 3δx2y − 3αxy2 + δy3 , α, δ ∈ R ,

Είναι γνωστό ότι στον απλά συνεκτικό τόπο C υπάρχει συζυγής αρµονική v της u. ∆ηλαδή η

f = u+ iv είναι ακέραια συνάρτηση. Από την εξίσωση Cauchy–Riemann ux = vy έχουµε

vy = 3αx2 − 6δxy − 3αy2 .

Εποµένως,

v(x, y) = 3αx2y − 3δxy2 − αy3 + c(x) .

Από τη δεύτερη εξίσωση Cauchy–Riemann vx = −uy προκύπτει ότι

6αxy − 3δy2 + c′(x) = 3δx2 + 6αxy − 3δy2 ⇔ c′(x) = 3δx2

και άρα c(x) = δx3 + c. ∆ηλαδή

v(x, y) = 3αx2y − 3δxy2 − αy3 + δx3 + c .
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Τότε,

f(z) = u(z, 0) + iv(z, 0) = αz3 + i(δz3 + c) = (α+ iδ)z3 + ic ,

c ∈ R

2η Σειρά Ασκήσεων στη Μιγαδική Ανάλυση

1. Βρείτε την εικόνα S′ του τετραγώνου

S = {z = x+ iy : a− ε ≤ x ≤ a+ ε , −ε ≤ y ≤ ε}

του z-επιπέδου, όπου 0 < ε < π και a ∈ R, µέσω του µετασχηµατισµού f(z) = ez. Αν |S|,

|S′| είναι το εµβαδόν του S, S′ αντίστοιχα, δείξτε ότι

lim
ε→0

|S′|
|S|

= e2a .

Λύση. Ως γνωστόν, ο περιορισµός της f (z) = ez στη ϑεµελιώδη λωρίδα

−∞ < x <∞ , −π < y ≤ π

είναι αµφιµονοσήµαντη απεικόνιση. Οι κατακόρυφες ευθείες x = a − ε και x = a + ε

απεικονίζονται στους κύκλους |w| = ea−ε και |w| = ea+ε αντίστοιχα, ενώ οι οριζόντιες ευθείες

y = ±ε απεικονίζονται στις ηµιευθείες (ακτίνες) Argw = ±ε µε αρχή την αρχή των αξόνων.

Εποµένως, το τετράγωνο S του z-επιπέδου απεικονίζεται στο γραµµοσκιασµένο χωρίο S′ του

w-επιπέδου.
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Το εµβαδόν του τετραγώνου S είναι |S| = (2ε)2 = 4ε2. Το χωρίο S′ περιέχεται µεταξύ των

κυκλικών τοµέων µε ακτίνες ea−ε και ea+ε αντίστοιχα. Εποµένως το εµβαδόν του S′ είναι

|S′| = 1

2
(ea+ε)22ε− 1

2
(ea−ε)22ε = ε(e2a+2ε − e2a−2ε) .

΄Αρα,

lim
ε→0

|S′|
|S|

= lim
ε→0

e2a+2ε − e2a−2ε

4ε

= lim
ε→0

2e2a+2ε + 2e2a−2ε

4
(κανόνας L’Hôpital)

= e2a .

2. ∆είξτε ότι ∣∣∣∣ˆ
γ

1

2 + z2
dz

∣∣∣∣ ≤ π

2
,

όπου γ το τόξο του κύκλου |z| = 2 στο 1ο τεταρτηµόριο.

Λύση. Για κάθε z ∈ γ είναι∣∣∣∣ 1

2 + z2

∣∣∣∣ =
1

|2 + z2|
≤ 1

|z|2 − 2
=

1

22 − 2
=

1

2
.

Το µήκος του τόξου γ είναι π και εποµένως∣∣∣∣ˆ
γ

1

2 + z2
dz

∣∣∣∣ ≤ ˆ
γ

∣∣∣∣ 1

2 + z2

∣∣∣∣ |dz|
≤ 1

2

ˆ
γ
|dz|

=
1

2
× (µήκος του τόξου γ) =

π

2
.

3. ∆είξτε ότι ˆ
γ
z cos(πiz) dz =

2

π2
,

όπου γ η καµπύλη µε εξίσωση γ(t) = t− t2 + it3, t ∈ [0, 1].

Λύση. Η γ είναι λεία καµπύλη µε αρχή το γ(0) = 0 και πέρας το γ(1) = i.
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1ος τρόπος. Χρησιµοποιώντας παραγοντική ολοκλήρωση έχουµε ότι

z cos(πiz) = − 1

π2
(cos(πiz) + πiz sin(πiz))′ .

Αν F (z) := − 1
π2 (cos(πiz) + πiz sin(πiz)), από το ϑεµελιώδες ϑεώρηµα ολοκλήρωσης έχουµε

ˆ
γ
z cos(πiz) dz = F (γ(1))− F (γ(0))

= F (i)− F (0)

= − 1

π2
[cos(−π)− cos 0] =

2

π2
.

2ος τρόπος. Επειδή η συνάρτηση f(z) = z cos(πiz) είναι ακέραια, το ολοκλήρωµα είναι

ανεξάρτητο του δρόµου ολοκλήρωσης. Εποµένως µπορούµε να ολοκληρώσουµε πάνω στο

ευθύγραµµο τµήµα [0, i] µε εξίσωση z = iy, 0 ≤ y ≤ 1. Είναι

ˆ
γ
z cos(πiz) dz =

ˆ
[0,i]

z cos(πiz) dz

= i

ˆ 1

0
iy cos(−πy) dy (z = iy, 0 ≤ y ≤ 1)

= −
ˆ 1

0
y cos(πy) dy

= − 1

π2

ˆ π

0
t cos t dt (αντικατάσταση t = πy)

= − 1

π2
(t sin t+ cos t)|t=πt=0 =

2

π2
.

4. Χρησιµοποιώντας τον ολοκληρωτικό τύπο Cauchy για παραγώγους υπολογίστε το ολοκλήρω-

µα

I =
1

2πi

˛
γ

z4

(z + 1)2(z2 + 4)
dz ,

όπου γ η κλειστή και τµηµατικά λεία καµπύλη του σχήµατος.
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Λύση. Το σηµείο −1 ϐρίσκεται στο εσωτερικό της κλειστής καµπύλης γ. Επειδή ο δείκτης

στροφής της γ ως προς το σηµείο −1 είναι I(γ,−1) = 2 και τα σηµεία ±2i ϐρίσκονται

εξωτερικά της γ, από τον ολοκληρωτικό τύπο Cauchy για παραγώγους έχουµε

1

2πi

˛
γ

z4

(z + 1)2(z2 + 4)
dz =

1!

2πi

˛
γ

z4/(z2 + 4)

(z + 1)2
dz

= I(γ,−1)

(
z4

z2 + 4

)′∣∣∣∣∣
z=−1

= 2
2z5 + 16z3

(z2 + 4)2

∣∣∣∣
z=−1

= 2

(
−18

25

)
= −36

25
.

5. ΄Εστω γ = [−R,R] ∪ γR, R > 0, κλειστή και τµηµατικά λεία καµπύλη του επιπέδου, όπου

[−R,R] ευθ. τµήµα και γR το ηµικύκλιο του άνω ηµιεπιπέδου µε κέντρο 0 και ακτίνα R.

Παίρνουµε το R αρκετά µεγάλο έτσι ώστε το σηµείο i να ϐρίσκεται στο εσωτερικό της γ.
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(αʹ) Χρησιµοποιώντας τον ολοκληρωτικό τύπο Cauchy για παραγώγους υπολογίστε το ολο-

κλήρωµα ‰
γ

1

(z2 + 1)3
dz .

(ϐʹ) Χρησιµοποιώντας το (α΄) δείξτε ότι
ˆ ∞
0

1

(x2 + 1)3
dx =

1

2

ˆ ∞
−∞

1

(x2 + 1)3
dx =

3π

16
.

Λύση.

(αʹ) Από τον ολοκληρωτικό τύπο Cauchy για παραγώγους έχουµε

2!

2πi

‰
γ

1

(z2 + 1)3
dz =

2!

2πi

‰
γ

(z + i)−3

(z − i)3
dz =

(
(z + i)−3

)′′∣∣∣
z=i

.

Επειδή
(
(z + i)−3

)′′
= 12(z + i)−5, είναι

2!

2πi

‰
γ

1

(z2 + 1)3
dz = 12(2i)−5 = −3

8
i

και εποµένως ‰
γ

1

(z2 + 1)3
dz =

3π

8
.

(ϐʹ) Από το (α΄) έχουµε
ˆ
[−R,R]

1

(z2 + 1)3
dz +

ˆ
γR

1

(z2 + 1)3
dz =

ˆ R

−R

1

(x2 + 1)3
dx+

ˆ
γR

1

(z2 + 1)3
dz =

3π

8
.

(1.2)
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Η συνάρτηση f(z) = 1
(z2+1)3

είναι πηλίκο των πολυωνύµων P (z) = 1 και Q(z) =

(z2 + 1)3. Επειδή

ϐαθµός Q(z)> ϐαθµός P (z)+2 ,

έπεται ότι limR→∞
´
γR

1
(z2+1)3

dz = 0 (παραπέµπουµε στο [9]). Εποµένως από την (1.2)

παίρνουµε ˆ ∞
−∞

1

(x2 + 1)3
dx = lim

R→∞

ˆ R

−R

1

(x2 + 1)3
dx =

3π

8

και άρα ˆ ∞
0

1

(x2 + 1)3
dx =

1

2

ˆ ∞
−∞

1

(x2 + 1)3
dx =

3π

16
.

Σηµείωση. Για τον υπολογισµό του γενικευµένου ολοκληρώµατος µπορούµε να χρησι-

µοποιήσουµε και το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων.

6. ΄Εστω η συνάρτηση

f(z) =
z2 + 4(2 + i)

(z + 1 + i)(z − 2)2
=

1

z + 1 + i
+

4

(z − 2)2
.

Να ϐρεθεί το ανάπτυγµα της f σε σειρά Taylor γύρω από το 0, δηλαδή µε κέντρο το z0 = 0,

καθώς επίσης και η ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειράς.

Λύση. Θα χρησιµοποιήσουµε τη γεωµετρική σειρά

1

1− w
=
∞∑
n=0

wn και
1

1 + w
=
∞∑
n=0

(−1)nwn , |w| < 1 .

Είναι

1

z + 1 + i
=

1

(1 + i)
(

1 + z
1+i

) =
1

1 + i

∞∑
n=0

(−1)n
(

z

1 + i

)n

=
∞∑
n=0

(−1)n
zn

(1 + i)n+1
=

∞∑
n=0

(−1)n(1− i)n+1 zn

2n+1
.

(|z/(1 + i)| < 1⇔ |z| < |1 + i| =
√

2)

Παραγωγίζοντας τη γεωµετρική σειρά 1
1−w =

∑∞
n=0w

n, |w| < 1, παίρνουµε

1

(1− w)2
=

∞∑
n=1

nwn−1 =

∞∑
n=0

(n+ 1)wn , |w| < 1 .
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Εποµένως

4

(z − 2)2
=

1

(1− z/2)2
=
∞∑
n=0

(n+ 1)
(z

2

)n
. (|z/2| < 1⇔ |z| < 2)

΄Αρα, για |z| <
√

2 έχουµε

f(z) =
∞∑
n=0

1

2n+1

[
(−1)n(1− i)n+1 + 2(n+ 1)

]
zn .

Ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειράς R =
√

2.

7. Να ϐρεθούν όλες οι ακέραιες συναρτήσεις f : C → C που έχουν το 0 απλή ϱίζα και είναι

τέτοιες ώστε

lim
|z|→∞

f ′(z)

z
= 0 .

Υπόδειξη. Γενίκευση του ϑεωρήµατος Liouville.

Λύση. Επειδή lim|z|→∞
f ′(z)
z = 0, για ε > 0 υπάρχει M > 0 τέτοιο ώστε για κάθε |z| > M

είναι ∣∣∣∣f ′(z)z

∣∣∣∣ < ε .

∆ηλαδή

|f ′(z)| < ε|z| , για κάθε |z| > M

και επειδή η f ′ είναι ακέραια συνάρτηση, από τη γενίκευση του ϑεωρήµατος Liouville η f ′

είναι πολυώνυµο ϐαθµού 1. ΄Εστω

f ′(z) = a+ bz .

΄Οµως από την υπόθεση

lim
|z|→∞

∣∣∣∣f ′(z)z

∣∣∣∣ = lim
|z|→∞

∣∣∣a
z

+ b
∣∣∣ = 0 ,

οπότε b = 0. Εποµένως f ′(z) = a και κατά συνέπεια f(z) = a0 + az. ΄Οµως f(0) = 0,

f ′(0) 6= 0 συνεπάγεται ότι a0 = 0 και a 6= 0. ΄Αρα, όλες οι ακέραιες συναρτήσεις είναι της

µορφής

f(z) = az , a ∈ C, a 6= 0 .
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8. ΄Εστω η πραγµατική συνάρτηση g(x, y) = (1 + 3x2y− y3)2 + (3xy2−x3)2. Εφαρµόζοντας την

αρχή µεγίστου/ελαχίστου για κατάλληλη ακέραια συνάρτηση στον κλειστό µοναδιαίο δίσκο

D(0, 1) = {z ∈ C : |z| ≤ 1}, δείξτε ότι

max
x2+y2≤1

g(x, y) = g

(
±
√

3

2
,
1

2

)
= g(0,−1) = 4

και

min
x2+y2≤1

g(x, y) = g

(√
3

2
,−1

2

)
= g

(
−
√

3

2
,−1

2

)
= g(0, 1) = 0 .

Υπόδειξη. ∆είξτε ότι η f(z) = f(x + iy) = (1 + 3x2y − y3) + i(3xy2 − x3) είναι ακέραια

συνάρτηση µε |f(x+ iy)|2 = g(x, y).

Λύση. ΄Εστω f(z) = f(x+ iy) = u(x, y)+ iv(x, y), όπου u(x, y) = 1+3x2y−y3 και v(x, y) =

3xy2 − x3. Επειδή οι u, v έχουν συνεχείς µερικές παραγώγους στο R2 και ικανοποιούνται οι

εξισώσεις Cauchy–Riemann, η f είναι ακέραια συνάρτηση µε

f(z) = u(z, 0) + iv(z, 0) = 1− iz3 και |f(z)|2 = (1 + 3x2y−y3)2 + (3xy2−x3)2 = g(x, y) .

Επειδή η f δεν µηδενίζεται στο µοναδιαίο δίσκο D(0, 1), από την αρχή µεγίστου/ελαχίστου

η |f | και κατά συνέπεια η |f |2 ϑα παίρνει τη µέγιστη και την ελάχιστη τιµή της στο σύνορο

του D(0, 1) που είναι ο κύκλος |z| = 1. Για κάθε z στο µοναδιαίο κύκλο |z| = 1 έχουµε

|f(z)|2 = |1− iz3|2 ≤ |1 + |iz|3|2 = 4

και εποµένως max|z|=1 |f(z)|2 = 4 αν και µόνο αν iz3 = −1 ⇔ z3 = i = eiπ/2. ∆ηλαδή

zk = e(2kπi+iπ/2)/3 , k = 0, 1, 2. Είναι

z0 = eiπ/6 =

√
3 + i

2
, z1 = ei5π/6 =

−
√

3 + i

2
και z2 = ei3π/2 = −i .

΄Αρα,

max
x2+y2≤1

g(x, y) = g

(
±
√

3

2
,
1

2

)
= g(0,−1) = 4 .

Είναι min|z|=1 |f(z)| = 0 αν και µόνο αν iz3 = 1 ⇔ z3 = −i = e−iπ/2. ∆ηλαδή zk =

e(2kπi−iπ/2)/3 , k = 0, 1, 2. Είναι

z0 = e−iπ/6 =

√
3− i
2

, z1 = eiπ/2 = i και z2 = ei7π/6 =
−
√

3− i
2
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και εποµένως

min
x2+y2≤1

g(x, y) = g

(√
3

2
,−1

2

)
= g

(
−
√

3

2
,−1

2

)
= g(0, 1) = 0 .

9. ΄Εστω f : G ⊆ C→ C αναλυτική συνάρτηση στον τόπο G µε f ′(z) 6= 0 για κάθε z ∈ G. ΄Εστω

z0 ∈ G και υποθέτουµε ότι f(z0) 6= 0. Αν D(z0, δ) ⊆ G είναι µια περιοχή του z0, δείξτε ότι

υπάρχουν z1, z2 ∈ D(z0, δ) τέτοια ώστε

|f(z1)| > |f(z0)| και |f(z2)| < |f(z0)| .

Λύση. Επειδή f ′(z) 6= 0 για κάθε z ∈ G, η αναλυτική συνάρτηση f δεν είναι σταθερή στο

G και εποµένως από την αρχή µεγίστου η |f | δεν έχει τοπικό µέγιστο στο z0 ∈ G. Τότε, σε

οποιαδήποτε περιοχή του z0 και ειδικά στην περιοχήD(z0, δ) υπάρχει z1 µε |f(z1)| > |f(z0)|.

Επειδή η συνάρτηση f είναι συνεχής µε f(z0) 6= 0, υπάρχει περιοχή D(z0, δ1) ⊆ D(z0, δ)

τέτοια ώστε f(z) 6= 0 για κάθε z ∈ D(z0, δ1). Τότε από την αρχή ελαχίστου η |f | δεν έχει

τοπικό ελάχιστο στο z0 ∈ D(z0, δ1). Εποµένως υπάρχει z2 ∈ D(z0, δ1) ⊆ D(z0, δ) µε |f(z2)| <

|f(z0)|.

3η Σειρά Ασκήσεων στη Μιγαδική Ανάλυση

1. ΄Εστω f : G→ C αναλυτική συνάρτηση στο ανοικτό σύνολο G ⊆ C και έστω z0 ∈ G ϱίζα τάξης

n ≥ 1 της f . Τότε υπάρχει αναλυτική συνάρτηση g : G→ C τέτοια ώστε

f(z) = (z − z0)ng(z) µε g(z0) 6= 0 . (1.3)

(i) ∆είξτε ότι υπάρχει περιοχή D(z0, δ) ⊆ G του z0, ώστε g(z) 6= 0 για κάθε z ∈ D(z0, δ).

(ii) ∆είξτε ότι η f έχει n-οστή αναλυτική ϱίζα στο D(z0, δ), δηλαδή ότι υπάρχει αναλυτική

συνάρτηση φ στην περιοχή D(z0, δ) του z0 ώστε

f(z) = φ(z)n , για κάθε z ∈ D(z0, δ) ⊆ G .

Λύση.
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(i) Επειδή η συνάρτηση g είναι συνεχής στο z0 µε g(z0) 6= 0, για ε = |g(z0)|/2 υπάρχει

δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε z ∈ G µε z ∈ D(z0, δ), δηλαδή |z − z0| < δ, να ισχύει

|g(z)−g(z0)| < |g(z0)|/2. Επειδή το G είναι ανοικτό σύνολο, παίρνουµε το δ > 0 αρκετά

µικρό ώστε D(z0, δ) ⊆ G. Τότε για κάθε z ∈ D(z0, δ) έχουµε

||g(z)| − |g(z0)|| ≤ |g(z)− g(z0)| < |g(z0)|/2

και κατά συνέπεια

|g(z0)| − |g(z0)|/2 < |g(z)| < |g(z0)|+ |g(z0)|/2⇔ |g(z0)|/2 < |g(z)| < 3|g(z0)|/2 .

Εποµένως g(z) 6= 0 για κάθε z ∈ D(z0, δ) ⊆ G.

(ii) Επειδή το D(z0, δ) είναι ένας απλά συνεκτικός τόπος στον οποίο η αναλυτική συνάρτη-

ση g δεν µηδενίζεται, από γνωστή πρόταση (παραπέµπουµε στο [9]) υπάρχει αναλυτική

συνάρτηση h στο D(z0, δ), ώστε g(z) = h(z)n για κάθε z ∈ D(z0, δ). Εποµένως από την

(1.3) έχουµε

f(z) = (z − z0)ng(z) = ((z − z0)h(z))n , για κάθε z ∈ D(z0, δ) .

΄Αρα,

f(z) = φ(z)n , για κάθε z ∈ D(z0, δ) ,

όπου η συνάρτηση φ(z) := (z − z0)h(z) είναι αναλυτική στο D(z0, δ) ⊆ G.

2. Για ποια a ∈ C υπάρχει αναλυτική συνάρτηση f στο µοναδιαίο δίσκο D(0, 1), ώστε

f

(
1

n

)
=

1

n+ a
, για κάθε ϕυσικό αριθµό n ≥ 2 ;

Λύση. Υποθέτουµε ότι

f

(
1

n

)
=

1

n+ a
=

1/n

1 + a/n
, για κάθε ϕυσικό αριθµό n ≥ 2 .

Αν g(z) := z
1+az , τότε f(1/n) = g(1/n) για κάθε n ≥ 2 µε limn→0 1/n = 0 ∈ D(0, 1).

Εποµένως το σύνολο {z ∈ D(0, 1) : f(z) = g(z)} έχει σηµείο συσσώρευσης (σ.σ) στο D(0, 1)
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και από το ϑεώρηµα µοναδικότητας f(z) = z
1+az για κάθε z ∈ D(0, 1). Επειδή

f(z) =


(
1
z + a

)−1 αν z 6= 0

0 αν z = 0 ,

για να είναι f αναλυτική στο µοναδιαίο δίσκο D(0, 1) ϑα πρέπει να είναι |a| ≤ 1.

3. Να ϐρεθεί η σειρά(ανάπτυγµα) Laurent της

f(z) = − 2z

(z − 1)2(z2 + 1)
= − 1

(z − 1)2
+

1

z2 + 1

µε κέντρο το z0 = i στο µεγαλύτερο δυνατό δακτύλιο που περιέχει το σηµείο
√

3 + i.

Λύση. Τα µεµονωµένα ανώµαλα σηµεία της f είναι : 1 και ±i. Εποµένως το ανάπτυγµα Lau-

rent της f µε κέντρο το i µπορεί να γίνει στους δακτυλίους ∆1 =
{
z ∈ C : 0 < |z − i| <

√
2
}
,

∆2 =
{
z ∈ C :

√
2 < |z − i| < 2

}
και ∆3 = {z ∈ C : |z| > 2}. Επειδή το

√
3 + i ∈

{
z ∈ C :

√
2 < |z − i| < 2

}
,

ϑα αναπτύξουµε την f στο δακτύλιο ∆2 που είναι ο µεγαλύτερος δακτύλιος που περιέχει το

σηµείο
√

3 + i.

Ως γνωστόν
1

1 + w
=

∞∑
n=0

(−1)nwn , |w| < 1 . (γεωµετρική σειρά)

Παραγωγίζοντας τη γεωµετρική σειρά παίρνουµε

− 1

(1 + w)2
=

∞∑
n=1

(−1)nnwn−1 ⇔ 1

(1 + w)2
=

∞∑
n=1

(−1)n−1nwn−1 , |w| < 1 .
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Εποµένως

f(z) = − 1

(z − 1)2
+

1

(z − i)(z + i)

= − 1

((z − i) + (i− 1))2
+

1

(z − i) ((z − i) + 2i)

= − 1

(z − i)2
· 1(

1 + i−1
z−i

)2 +
1

2i(z − i)
· 1

1 + z−i
2i

= − 1

(z − i)2
∞∑
n=1

(−1)n−1n

(
i− 1

z − i

)n−1
+

1

2i(z − i)

∞∑
n=0

(−1)n
(
z − i

2i

)n
(
∣∣∣ i−1z−i

∣∣∣ < 1⇔
√

2 < |z − i| και
∣∣ z−i

2i

∣∣ < 1⇔ |z − i| < 2)

=
∞∑
n=1

(−1)nn(i− 1)n−1
1

(z − i)n+1
+
∞∑
n=0

(−1)n
1

(2i)n+1
(z − i)n−1

=
∞∑
n=2

(−1)n−1(n− 1)(i− 1)n−2
1

(z − i)n
+

1

2i
· 1

z − i
+
∞∑
n=1

(−1)n
1

(2i)n+1
(z − i)n−1

=

−2∑
n=−∞

(−1)n(n+ 1)(i− 1)−n−2(z − i)n +
1

2i
(z − i)−1 +

∞∑
n=0

(−1)n+1 1

(2i)n+2
(z − i)n .

Το παραπάνω ανάπτυγµα ισχύει στο δακτύλιο ∆2 =
{
z ∈ C :

√
2 < |z − i| < 2

}
που είναι ο

µεγαλύτερος δυνατός δακτύλιος που περιέχει το σηµείο
√

3 + i.

4. Αν z0 ∈ C και R > 0, υποθέτουµε ότι οι συναρτήσεις f, g είναι αναλυτικές στο διάτρητο δίσκο

D′(z0, R) = {z ∈ C : 0 < |z − z0| < R} .

Αν το z0 είναι ουσιώδες ανώµαλο σηµείο της f και πόλος της g, δείξτε ότι το z0 είναι ουσιώδες

ανώµαλο σηµείο της f/g.

Λύση. ΄Εστω το z0 είναι πόλος τάξης k ∈ N της g. Τότε,

g(z) =
h(z)

(z − z0)k
, όπου h αναλυτική συνάρτηση στο δίσκο |z − z0| < R µε h(z0) 6= 0 .

(i) Υποθέτουµε ότι το z0 είναι επουσιώδες ανώµαλο σηµείο της f/g. Τότε µπορούµε να

ορίσουµε την f/g στο z0 έτσι ώστε η f/g να είναι αναλυτική στο στο δίσκο |z − z0| < R.

Επειδή

f(z) =
f(z)

g(z)
g(z) =

(f(z)/g(z))h(z)

(z − z0)k
,

το z0 είναι είτε πόλος ή επουσιώδες ανώµαλο σηµείο της f (άτοπο).
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(ii) Υποθέτουµε ότι το z0 είναι πόλος τάξης m ∈ N της f/g. Τότε

f(z)

g(z)
=

H(z)

(z − z0)m
, όπου H αναλυτική συνάρτηση στο δίσκο |z − z0| < R µε H(z0) 6= 0 .

Επειδή

f(z) =
f(z)

g(z)
g(z) =

H(z)h(z)

(z − z0)m+k
,

όπου w = H(z)h(z) αναλυτική συνάρτηση στο δίσκο |z − z0| < R µε H(z0)h(z0) 6= 0, το z0

είναι πόλος τάξης m+ k της f (άτοπο).

΄Αρα το z0 είναι ουσιώδες ανώµαλο σηµείο της f/g.

5. Να ϐρεθούν όλες οι αναλυτικές συναρτήσεις f : C \ {0} → C ώστε

|f(z)| ≤ 1

|z|3/2
, για κάθε |z| > 0 .

Υπόδειξη. Θεωρείστε τη συνάρτηση g(z) := z2f(z).

Λύση. Είναι

lim
z→0
|z2f(z)| ≤ lim

z→0
|z|1/2 = 0 ,

δηλαδή limz→0 z
2f(z) = 0 και κατά συνέπεια το 0 είναι επουσιώδες ανώµαλο σηµείο της

g(z) := z2f(z). Εποµένως η g επεκτείνεται σε ακέραια συνάρτηση. Επειδή

|z2f(z)| ≤ |z|1/2 , για κάθε z ∈ C ,

από τη γενίκευση του ϑεωρήµατος Liouville η g(z) = z2f(z) είναι πολυώνυµο ϐαθµού 0,

δηλαδή σταθερή. ΄Εστω g(z) = z2f(z) = c. ΄Οµως limz→0 z
2f(z) = 0 ⇒ c = 0 και άρα η f

είναι ταυτοτικά µηδέν στο C \ {0}.

6. Αν r > 1, δείξτε ότι ‰
|z|=r

<z
z(z − 1)

dz = πi .

Λύση. Αν z = x+ iy ∈ C(0, r), τότε

<z = x =
1

2
(z + z) =

1

2
(z + r2z−1) . (|z| = r ⇔ |z|2 = r2 ⇔ zz = r2 ⇔ z = r2z−1)

2ος τρόπος: Αν z = reiθ, −π ≤ θ ≤ π, τότε

<z = r cos θ =
r

2

(
eiθ + e−iθ

)
=

1

2
(z + r2z−1) .
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Εποµένως, ‰
|z|=r

<z
z(z − 1)

dz =
1

2

‰
|z|=r

z + r2z−1

z(z − 1)
dz =

1

2

‰
|z|=r

z2 + r2

z2(z − 1)
dz .

Τα µεµονωµένα ανώµαλα σηµεία 0 και 1 της συνάρτησης f(z) = z2+r2

z2(z−1) ϐρίσκονται εσωτερικά

του κύκλου |z| = r, r > 1. Επειδή το 0 είναι πόλος τάξης 2 και το 1 είναι απλός πόλος της f ,

από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων έχουµε‰
|z|=r

<z
z(z − 1)

dz =
1

2
2πi

[
Res

(
z2 + r2

z2(z − 1)
, 0

)
+ Res

(
z2 + r2

z2(z − 1)
, 1

)]
= πi

[
lim
z→0

(
z2 · z

2 + r2

z2(z − 1)

)′
+ lim
z→1

(z − 1)
z2 + r2

z2(z − 1)

]

= πi

[
lim
z→0

z2 − 2z − r2

(z − 1)2
+ lim
z→1

(1 + r2z−2)

]
= πi[−r2 + 1 + r2] = πi .

7. ΄Εστω
z

tan z
=

∞∑
n=−∞

anz
n το ανάπτυγµα Laurent της συνάρτησης f(z) = z

tan z στο δακτύλιο

∆ = {z ∈ C : π < |z| < 2π} µε κέντρο το z0 = 0 .

Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα Laurent καθώς επίσης και το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοί-

πων να υπολογιστούν οι συντελεστές an, για κάθε n ≤ 0.

Λύση. Τα zk = kπ, k ∈ Z, είναι µεµονωµένα ανώµαλα σηµεία της f . Από το ϑεώρηµα

Laurent οι συντελεστές an δίνονται από τον τύπο

an =
1

2πi

‰
|z|=r

z/ tan z

zn+1
dz =

1

2πi

‰
|z|=r

z−n

tan z
dz ,

όπου ο κύκλος |z| = r µε κέντρο 0, ακτίνα r, π < r < 2π και ϑετική ϕορά διαγραφής ανήκει

στο δακτύλιο ∆.

(i) n = 0: Σ᾿ αυτή την περίπτωση τα σηµεία −π, 0 και π είναι απλοί πόλοι της g(z) = 1
tan z και

ϐρίσκονται στο εσωτερικό του κύκλου |z| = r. Από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων

έχουµε

a0 =
1

2πi

‰
|z|=r

1

tan z
dz = Res

(
1

tan z
, −π

)
+ Res

(
1

tan z
, 0

)
+ Res

(
1

tan z
, π

)
=

cos z

(sin z)′

∣∣∣∣
z=−π

+
cos z

(sin z)′

∣∣∣∣
z=0

+
cos z

(sin z)′

∣∣∣∣
z=π

= 3 .
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(ii) n ≤ −1: Σ᾿ αυτή την περίπτωση είναι

g(z) =
z−n

tan z
=
z−n cos z

sin z
, µε −n ≥ 1 .

Τα σηµεία ±π είναι απλοί πόλοι της g ενώ το 0 είναι επουσιώδες ανώµαλο σηµείο της g. Από

το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων έχουµε

an =
1

2πi

‰
|z|=r

z−n

tan z
dz = Res

(
z−n

tan z
, −π

)
+ Res

(
z−n

tan z
, π

)
=
z−n cos z

(sin z)′

∣∣∣∣
z=−π

+
z−n cos z

(sin z)′

∣∣∣∣
z=π

= (−π)−n + π−n

=


2π−n αν −n άρτιος

0 αν −n περιττός .

8. Υπολογίστε το τριγωνοµετρικό ολοκλήρωµαˆ 2π

0

cos 2θ

(3 cos θ + 5)2
dθ = <

(ˆ 2π

0

e2iθ

(3 cos θ + 5)2
dθ

)
.

Λύση. Αν z = eiθ, τότε cos θ =
eiθ + e−iθ

2
=

1

2

(
z +

1

z

)
και dz = ieiθdθ = izdθ ⇔ dθ =

dz

iz
.

Εποµένως

I =

ˆ 2π

0

e2iθ

(3 cos θ + 5)2
dθ =

‰
|z|=1

z2

iz
(
3
2(z + 1/z) + 5

)2 dz =
4

i

‰
|z|=1

z3

(3z + 1)2(z + 3)2
dz .

Τα σηµεία −1/3 και −3 είναι πόλοι τάξης 2 της συνάρτησης f(z) = z3

(3z+1)2(z+3)2
. Το −1/3

ϐρίσκεται στο εσωτερικό του µοναδιαίου κύκλου |z| = 1, ενώ το −3 ϐρίσκεται εξωτερικά του

κύκλου |z| = 1. Εποµένως, από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων έχουµε

I =
4

i

‰
|z|=1

z3

(3z + 1)2(z + 3)2
dz

=
4

i
2πiRes

(
z3

(3z + 1)2(z + 3)2
, −1

3

)
= 8π lim

z→−1/3

(
(z + 1/3)2 · z3

(3z + 1)2(z + 3)2

)′
=

8π

9
lim

z→−1/3

(
z3

(z + 3)2

)′
=

8π

9
lim

z→−1/3

z2(z + 9)

(z + 3)3
=

13π

288
.
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΄Αρα, ˆ 2π

0

cos 2θ

(3 cos θ + 5)2
dθ = <

(ˆ 2π

0

e2iθ

(3 cos θ + 5)2
dθ

)
=

13π

288
.

9. Να υπολογιστεί το γενικευµένο ολοκλήρωµα
ˆ ∞
−∞

1

x2 + 4i
dx .

Λύση. Η λύση της εξίσωσης

z2 + 4i = 0⇔ z2 = −4i = 4e−iπ/2 είναι zk = 2e(2kπi−iπ/2)/2 , k = 0, 1 .

∆ηλαδή z0 = 2e−iπ/4 = 2(cos(π/4)−i sin(π/4)) =
√

2(1−i) και z1 = 2ei3π/4 = 2(cos(3π/4)+

i sin(3π/4)) =
√

2(−1 + i). Τα σηµεία z0 και z1 είναι απλοί πόλοι της f(z) = 1
z2+4i

. Το

z1 =
√

2(−1 + i) ϐρίσκεται στο άνω ηµιεπίπεδο και είναι

Res

(
1

z2 + 4i
,
√

2(−1 + i)

)
=

1

(z2 + 4i)′

∣∣∣∣
z=
√
2(−1+i)

=
1

2
√

2(−1 + i)
= −
√

2

8
(1 + i) .

Ολοκληρώνουµε τη συνάρτηση f πάνω στην τµηµατικά λεία καµπύλη που αποτελείται από το

ηµικύκλιο του άνω ηµιεπιπέδου γR, µε εξίσωση z(θ) = Reiθ, 0 ≤ θ ≤ π και το ευθύγραµµο

τµήµα [−R,R]. Παίρνουµε το R αρκετά µεγάλο έτσι ώστε το ανώµαλο σηµείο z1 =
√

2(−1 +

i) της f να ϐρίσκεται στο εσωτερικό του ηµικύκλιου γR. Από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών

υπολοίπων έχουµε
ˆ R

−R

1

x2 + 4i
dx+

ˆ
γR

1

z2 + 4i
dz = 2πiRes

(
1

z2 + 4i
,
√

2(−1 + i)

)
=

√
2π

4
(1− i) . (1.4)

Η συνάρτηση f(z) = 1
z2+4i

είναι πηλίκο των πολυωνύµων P (z) = 1 και Q(z) = z2 + 4i.

Επειδή

ϐαθµός Q(z)= ϐαθµός P (z)+2 ,

τότε από γνωστό λήµµα limR→∞
´
γR

1
z2+4i

= 0. Εποµένως από τη (2.7) προκύπτει ότι

ˆ ∞
−∞

1

x2 + 4i
dx = lim

R→∞

ˆ R

−R

1

x2 + 4i
dx =

√
2π

4
(1− i) .
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1.4 Ακαδηµαϊκό έτος 2012–13

ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

1η Σειρά Ασκήσεων στη Μιγαδική Ανάλυση

1. Να ϐρεθούν οι τετραγωγικές ϱίζες του
√

3 + 3i, δηλαδή να λυθεί η εξίσωση z2 =
√

3 + 3i.

Λύση. Είναι |
√

3 + 3i| =
√

(
√

3)2 + 32 =
√

12. Επειδή tan θ = 3/
√

3 =
√

3 ⇔ θ =

arctan(
√

3) = π/3, οι λύσεις της εξίσωσης z2 =
√

3 + 3i είναι

zk = 121/4e(2kπi+πi/3)/2 , k = 0, 1 .

Εποµένως οι τετραγωγικές ϱίζες του
√

3 + 3i είναι

z0 =
4
√

12(cos(π/6) + i sin(π/6)) =
4
√

12

2
(
√

3 + i)

και

z1 =
4
√

12(cos(7π/6) + i sin(7π/6)) = −
4
√

12

2
(
√

3 + i) .

2. Αν z είναι µία n-οστή ϱίζα της µονάδας, z 6= 1, δείξτε ότι

1 + 2z + 3z2 + · · ·+ nzn−1 =
n

z − 1
.

Λύση. Από την ταυτότητα

1− zn+1 = (1− z)(1 + z + z2 + z3 + · · ·+ zn)

έχουµε

1 + z + z2 + z3 + · · ·+ zn =
1− zn+1

1− z
, z 6= 1 .

Παραγωγίζοντας παίρνουµε

1 + 2z + 3z2 + · · ·+ nzn−1 =
−(n+ 1)zn(1− z) + 1− zn+1

(1− z)2

=
−(n+ 1)(1− z) + 1− z

(1− z)2
(zn = 1)

=
n

z − 1
.
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3. Για κάθε n ∈ N δείξτε ότι

(
1 + i tan θ

1− i tan θ

)n
=

1 + i tannθ

1− i tannθ
, θ 6= kπ +

π

2
, k ∈ Z .

Λύση. Είναι

(
1 + i tan θ

1− i tan θ

)n
=

(
cos θ + i sin θ

cos θ − i sin θ

)n
=

cosnθ + i sinnθ

cosnθ − i sinnθ
(τύπος de Moivre)

=
1 + i tannθ

1− i tannθ
.

4. Να ϐρεθεί το χωρίο Ω = {z ∈ C : |z + i| > |z − 1|}.

Λύση. Είναι

|z + i| > |z − 1| ⇔ |z + i|2 > |z − 1|2

⇔ |z|2 + 2<(zi) + 1 > |z|2 − 2<z + 1

⇔ <(z − iz) > 0

⇔ x+ y > 0⇔ y > −x . (z − iz = x+ y + i(y − x))

Εποµένως το χωρίο Ω είναι το ηµιεπίπεδο πάνω από την ευθεία y = −x.

5. Αν a > 0, a 6= 1 και z1, z2 ∈ C µε z1 6= z2, αποδείξτε ότι η καµπύλη

C = {z ∈ C : |z − z1| = a|z − z2|}

είναι ο κύκλος |z − z0| = R

µε κέντρο z0 =
z1 − a2z2

1− a2
και ακτίνα R =

a

|1− a2|
|z1 − z2| .
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Λύση. Είναι

|z − z1| = a|z − z2| ⇔ |z − z1|2 > a2|z − z2|2

⇔ |z|2 + |z1|2 − 2<(zz1) > a2(|z|2 + |z2|2 − 2<(zz2))

⇔ |z|2(1− a2)− 2<(z(z1 − a2z2)) = a2|z2|2 − |z1|2

⇔ |z|2 − 2<

(
z
z1 − a2z2

1− a2

)
=
a2|z2|2 − |z1|2

1− a2

⇔
∣∣∣∣z − z1 − a2z2

1− a2

∣∣∣∣2 − ( |z1 − a2z2|1− a2

)2

=
a2|z2|2 − |z1|2

1− a2
.

Εποµένως η καµπύλη C είναι κύκλος µε κέντρο z0 = z1−a2z2
1−a2 και ακτίνα R µε

R2 =

(
|z1 − a2z2|

1− a2

)2

+
a2|z2|2 − |z1|2

1− a2

=
(|z1 − a2z2|)2

(1− a2)2
+

(a2|z2|2 − |z1|2)(1− a2)
(1− a2)2

=
1

(1− a2)2
a2(|z21 + |z2|2 − 2<(z1z2)) =

(
a

|1− a2|
|z1 − z2|

)2

.

6. ΄Εστω η συνάρτηση

F (s) :=

ˆ ∞
−∞

e−|x|e−2iπxs dx , s ∈ R .

Αποδείξτε ότι η F είναι καλά ορισµένη και ότι

F (s) = 2<
(ˆ ∞

0
e−xe2iπxs dx

)
=

2

1 + 4π2s2
.

Λύση. Παρατηρούµε ότι

ˆ ∞
−∞

∣∣∣e−|x|e−2iπxs∣∣∣ dx =

ˆ ∞
−∞

e−|x| dx = 2

ˆ ∞
0

e−x dx = 2 ,

δηλαδή το γενικευµένο ολοκλήρωµα
´∞
−∞ e

−|x|e−2iπxs dx συγκλίνει απόλυτα και κατά συνέ-
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πεια συγκλίνει. Εποµένως η συνάρτηση F είναι καλά ορισµένη. Είναι

F (s) =

ˆ ∞
0

e−xe−2iπxs dx+

ˆ 0

−∞
exe−2iπxs dx

=

ˆ ∞
0

e−xe−2iπxs dx+

ˆ ∞
0

e−te2iπts dt (αντικατάσταση x = −t)

=

ˆ ∞
0

e−x(e2iπxs + e−2iπxs) dx

= 2

ˆ ∞
0

e−x cos 2πxs dx = 2<
(ˆ ∞

0
e−xe2iπxs dx

)
.

΄Οµως
ˆ ∞
0

e−xe2iπxs dx =

ˆ ∞
0

e(2iπs−1)x dx

=
1

2iπs− 1

ˆ ∞
0

(
e(2iπs−1)x

)′
dx

= lim
x→∞

1

2iπs− 1
e(2iπs−1)x − 1

2iπs− 1
=

1

1− 2iπs

και άρα

F (s) = 2<
(ˆ ∞

0
e−xe2iπxs dx

)
= 2<

(
1

1− 2iπs

)
= 2<

(
1 + 2iπs

1 + 4π2s2

)
=

2

1 + 4π2s2
.

Σηµείωση. Είναι ∣∣∣∣ 1

2iπs− 1
e(2iπs−1)x

∣∣∣∣ =
1

|2iπs− 1|
e−x −−−→

x→∞
0

και εποµένως limx→∞
1

2iπs−1e
(2iπs−1)x = 0.

2η Σειρά Ασκήσεων στη Μιγαδική Ανάλυση

1. Το σύνορο του συνόλου A ⊆ C, συµβολίζεται µε ∂A, είναι το σύνολο

∂A = {z ∈ C : για κάθε r > 0, D(z, r) ∩A 6= ∅ και D(z, r) ∩ (C \A) 6= ∅} .

Να αποδειχθεί ότι z ∈ ∂A αν και µόνο αν υπάρχει ακολουθία (an) σηµείων του A και ακο-

λουθία (bn) σηµείων του C \A µε limn→∞ an = limn→∞ bn = z.

Απόδειξη. ΄Εστω z ∈ ∂A. Τότε

D

(
z,

1

n

)
∩A 6= ∅ και D

(
z,

1

n

)
∩ (C \A) 6= ∅ , για κάθε n ∈ N .
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΄Εστω an ∈ D(z, 1/n) ∩ A και bn ∈ D(z, 1/n) ∩ (C \ A), n ∈ N. Η ακολουθία (an) σηµείων

του A είναι τέτοια ώστε |z − an| < 1/n για κάθε n ∈ N. Εποµένως an → z. Παρόµοια η (bn)

είναι ακολουθία σηµείων του C \A µε bn → z.

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι υπάρχει ακολουθία (an) σηµείων του A και ακολουθία (bn)

σηµείων του C \A µε an, bn → z. ΄Εστω r > 0.

Επειδή an → z, υπάρχει n1 ∈ N τέτοιο ώστε |an − z| < r για κάθε n ≥ n1. Εποµένως

D(z, r) ∩A 6= ∅.

Επειδή bn → z, υπάρχει n2 ∈ N τέτοιο ώστε |bn − z| < r για κάθε n ≥ n2. Εποµένως

D(z, r) ∩ (C \A) 6= ∅.

΄Αρα το z ∈ ∂A.

2. ΄Εστω D1 και D2 δύο τόποι(ανοικτά και συνεκτικά σύνολα) του C. Αν D1 ∩ D2 6= ∅, µε

κατάλληλο αντιπαράδειγµα δείξτε ότι το D1 ∩D2 δεν είναι κατανάγκη ένας τόπος του C.

Λύση. ΄Εστω ο δακτύλιος D1 = {z ∈ C : 2 < |z| < 3} και η λωρίδα D2 = {z ∈ C : −1 <

<z < 1}. Τα D1, D2 είναι ανοικτά συνεκτικά σύνολα. ΄Οµως το D1 ∩D2 είναι η ένωση δύο

ανοικτών συνεκτικών συνόλων ξένων µεταξύ τους και εποµένως δεν είναι ένας τόπος του C.

3. ΄Εστω η συνάρτηση f(z) = f(x+ iy) =
√
|xy|. ∆είξτε ότι ικανοποιούνται οι εξισώσεις Cauchy–

Riemann στο σηµείο (0, 0) ενώ δεν υπάρχει η παράγωγος f ′(0).

Λύση. Για x ∈ R, x 6= 0, είναι

f(x, 0)− f(0, 0)

x− 0
=

0

x
= 0

και εποµένως
∂f

∂x
(0, 0) = lim

x→0

f(x, 0)− f(0, 0)

x− 0
= 0 .

Παρόµοια, για y ∈ R, y 6= 0, είναι

f(0, y)− f(0, 0)

y − 0
=

0

y
= 0

και εποµένως
∂f

∂y
(0, 0) = lim

y→0

f(0, y)− f(0, 0)

y − 0
= 0 .

΄Αρα ∂f
∂x (0, 0) = −i∂f∂y (0, 0) = 0, δηλαδή ικανοποιούνται οι εξισώσεις Cauchy–Riemann στο

σηµείο (0, 0).
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Θα αποδείξουµε τώρα ότι η f δεν είναι παραγωγίσιµη στο 0. Παρατηρούµε ότι για κάθε z ∈ C,

z 6= 0, είναι
f(z)− f(0)

z − 0
=
f(x+ iy)

x+ iy
=

√
|xy|

x+ iy
.

Αν z = x+ iλx ∈ C µε λ ∈ R, λ, x 6= 0, τότε

f(z)− f(0)

z − 0
=
|x|
√
|λ|

x(1 + λi)
.

Επειδή

lim
x→0+

|x|
√
|λ|

x(1 + λi)
=

√
|λ|

1 + λi
και lim

x→0−

|x|
√
|λ|

x(1 + λi)
= −

√
|λ|

1 + λi
,

το όριο

lim
z→0

z=x+iλx

f(z)− f(0)

z − 0
= lim

x→0

|x|
√
|λ|

x(1 + λi)

δεν υπάρχει. ΄Αρα η παράγωγος f ′(0) δεν υπάρχει.

4. Να ϐρεθούν όλα τα σηµεία του C στα οποία η

f(z) = x3 + y + i(−x− y3 + 3y)

είναι παραγωγίσιµη και να υπολογιστεί η παράγωγος. Σε ποια σηµεία του C είναι η f αναλυ-

τική ;

Λύση. Είναι f(z) = u(x, y) + i(x, y) µε u(x, y) = x3 + y και v(x, y) = −x − y3 + 3y. Οι

συναρτήσεις u, v έχουν συνεχείς µερικές παραγώγους στο R2. Για να είναι η f παραγωγίσιµη

στο C ϑα πρέπει να ικανοποιούνται οι εξισώσεις Cauchy–Riemann. ΄Εχουµε
ux = vy

uy = −vx

⇔


3x2 = −3y2 + 3

1 = 1

⇔ {x2 + y2 = 1⇔ |z| = 1} .

Εποµένως η f είναι παραγωγίσιµη στα σηµεία του µοναδιαίου κύκλου µε παράγωγο

f ′(z) = ux(x, y) + ivx(x, y) = 3x2 − i , −1 ≤ x ≤ 1 .

Προφανώς η f δεν είναι αναλυτική σε κανένα σηµείο του C.

5. ΄Εστω η συνάρτηση f είναι αναλυτική(ολόµορφη) στον τόπο G του C και έστω g(z) = ef(z). Αν

η g είναι σταθερή στο G, τί συµπεραίνετε για τη συνάρτηση f ;
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Λύση. Είναι g′(z) = f ′(z)ef(z). Επειδή η g είναι σταθερή στο G, f ′(z)ef(z) = 0 και κατά

συνέπεια f ′(z) = 0 για κάθε z ∈ G. ΄Αρα από γνωστή πρόταση η f είναι σταθερή στον τόπο

G.

6. ΄Εστω f = u+ iv ακέραια(αναλυτική σ᾿ όλο το C) συνάρτηση τέτοια ώστε ∂u
∂x(x, y) = 0 για κάθε

(x, y) ∈ R2. Αποδείξτε ότι

f(z) = icz + d , όπου c ∈ R και d ∈ C .

Λύση. Ως γνωστόν η f είναι άπειρες ϕορές παραγωγίσιµη στο C. Είναι

f ′(z) =
∂u

∂x
(x, y) + i

∂v

∂x
(x, y) = i

∂v

∂x
(x, y) .

Επειδή <f ′(z) = 0, από γνωστή πρόταση η f ′ είναι σταθερή στο C, έστω f ′(z) = c. Τότε

f(z) = cz + d = (c1 + ic2)(x+ iy) + d1 + id2 = c1x− c2y + d1 + i(c1y + c2x+ d2) .

΄Οµως ∂u
∂x(x, y) = 0 συνεπάγεται ότι c1 = 0 και άρα

f(z) = −c2y+d1 + i(c2x+d2) = ic2(x+ iy) +d1 + id2 = ic2z+d , όπου c2 ∈ R και d ∈ C .

7. Υποθέτουµε ότι οι πραγµατικές συναρτήσεις u = u (x, y) και v = v (x, y) είναι αρµονικές στο

ανοικτό σύνολο A του C. Αν

U = uxuy + vxvy και V =
1

2

(
u2x + v2x − u2y − v2y

)
,

να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση F = U + iV είναι αναλυτική(ολόµορφη) στο A.

Λύση. Οι u, v έχουν συνεχείς µερικές παραγώγους δεύτερης τάξης στο A µε uxx + uyy = 0

και vxx + vyy = 0. Είναι

Ux = uxxuy + uxuyx + vxxvy + vxvyx

= −uyyuy + uxuyx − vyyvy + vxvyx

= uxuxy + vxvxy − uyuyy − vyvyy = Vy
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και

Uy = uxyuy + uxuyy + vxyvy + vxvyy

= uxyuy − uxuxx + vxyvy − vxvxx

= − (uxuxx + vxvxx − uyuyx − vyvyx) = −Vx .

Η συνάρτηση F = U + iV είναι αναλυτική στο A επειδή έχει συνεχείς µερικές παραγώγους

και ικανοποιούνται οι εξισώσεις Cauchy–Riemann.

8. Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση u(x, y) = e−2xy sin(x2 − y2) είναι αρµονική στο R2. Στη

συνέχεια να ϐρεθεί η ακέραια(αναλυτική σ᾿ όλο το C) συνάρτηση f µε <f = u και η συζυγής

αρµονική v της u.

Λύση. Η u έχει συνεχείς µερικές παραγώγους 2ης τάξης στο R2 µε

ux = −2ye−2xy sin(x2 − y2) + 2xe−2xy cos(x2 − y2)

και

uy = −2xe−2xy sin(x2 − y2)− 2ye−2xy cos(x2 − y2) .

Εύκολα διαπιστώνεται ότι uxx + uyy = 0 και εποµένως η u είναι αρµονική στο R2.

Επειδή ως γνωστόν

f ′(z) = ux(z, 0)− iuy(z, 0) = 2z cos z2 − i2z sin z2 ,

έχουµε

f(z) = sin z2 + i cos z2 .

Είναι

f(z) = f(x+ iy)

= sin(x+ iy)2 + i cos(x+ iy)2

= sin(x2 − y2 + i2xy) + i cos(x2 − y2 + i2xy)

=
(
sin(x2 − y2) cosh 2xy + i cos(x2 − y2) sinh 2xy

)
+ i
(
cos(x2 − y2) cosh 2xy − i sin(x2 − y2) sinh 2xy

)
= (cosh 2xy + sinh 2xy) sin(x2 − y2) + i(cosh 2xy + sinh 2xy) cos(x2 − y2)
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και εποµένως η συζυγής αρµονική της u είναι η

v(x, y) = =f(z) = (cosh 2xy + sinh 2xy) cos(x2 − y2) .

9. (αʹ) ΄Εστω H το άνω ηµιεπίπεδο του µιγαδικού επιπέδου, δηλαδή H = {z ∈ C : =z > 0} και

έστω f(z) = e2πiz. Ποια είναι η εικόνα f(H); Είναι το f(H) απλά συνεκτικό σύνολο ;

(ϐʹ) ΄Εστω f : U → C αναλυτική συνάρτηση, όπου U είναι ένα απλά συνεκτικό ανοικτό

σύνολο. Είναι το f(U) απλά συνεκτικό σύνολο ;

Λύση.

(αʹ) Αν y = 0, τότε f(z) = ei2πx µε x ∈ R είναι ο µοναδιαίος κύκλος |w| = 1. ∆ηλαδή το

σύνορο y = 0 του H απεικονίζεται στο µοναδιαίο κύκλο.

Αν z = x+ iy0 µε x ∈ R και =z = y0 > 0, τότε

f(z) = e−2πy0ei2πx .

∆ηλαδή η ευθεία y = y0 > 0 απεικονίζεται στον κύκλο |w| = R = e−2πy0 . Καθώς το

0 < y0 < ∞ µεταβάλλεται, οι εικόνες των ευθυγράµµων τµηµάτων y = y0, x ∈ R, που

είναι κύκλοι µε κέντρο το 0, ϑα καλύπτουν το µοναδιαίο δίσκο εκτός από την αρχή των

αξόνων(είναι f(z) 6= 0 για κάθε z ∈ C). ΄Αρα το f(H) είναι ο διάτρητος µοναδιαίος δίσκος

D(0, 1) \ {0}. Το f(H) δεν απλά συνεκτικό σύνολο.

(ϐʹ) Από το (α΄) έπεται ότι αν η συνάρτηση f είναι αναλυτική, η εικόνα f(U) ενός απλά

συνεκτικού ανοικτού συνόλου U δεν είναι κατανάγκη απλά συνεκτικό σύνολο.

10. Στον απλά συνεκτικό τόπο C \ [0,∞) να υπολογιστεί το όριο

lim
y→0

[log(a+ iy)− log(a− iy)]

αν (i) a > 0 και (ii) a < 0.

Λύση. (i) ΄Εστω a > 0. Τότε για µικρό y > 0 είναι

a+ iy =
√
a2 + y2eiθ(y) και a− iy =

√
a2 + y2ei(2π−θ(y)) µε 0 < θ(y) <

π

2
.
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Εποµένως

lim
y→0

[log(a+ iy)− log(a− iy)]

= lim
y→0

[(
ln
√
a2 + y2 + iθ(y)

)
−
(

ln
√
a2 + y2 + i(2π − θ(y))

)]
= −2πi+ 2i lim

y→0
θ(y) = −2πi .

(ii) ΄Εστω a < 0. Για µικρό y > 0 είναι

a+ iy =
√
a2 + y2ei(π−θ(y)) και a− iy =

√
a2 + y2ei(π+θ(y)) µε 0 < θ(y) <

π

2

και εποµένως

lim
y→0

[log(a+ iy)− log(a− iy)]

= lim
y→0

[(
ln
√
a2 + y2 + i(π − θ(y))

)
−
(

ln
√
a2 + y2 + i(π + θ(y))

)]
= −2i lim

y→0
θ(y) = 0 .

3η Σειρά Ασκήσεων στη Μιγαδική Ανάλυση

1. Αποδείξτε ότι | sin z2| ≤ e, για κάθε |z| = 1. Στη συνέχεια αποδείξτε ότι∣∣∣∣∣
˛
|z|=1

e2z sin z2 dz

∣∣∣∣∣ ≤ 2πe3 .

Λύση. Για κάθε |z| = 1 είναι

| sin z2| =

∣∣∣∣∣eiz
2 − e−iz2

2i

∣∣∣∣∣ ≤ |eiz
2 |+ |e−iz2 |

2
≤ e|z|

2
+ e|z|

2

2
= e

και |e2z| ≤ e2|z| = e2. Εποµένως στο µοναδιαίο κύκλο |z| = 1 είναι

∣∣e2z sin z2
∣∣ =

∣∣e2z∣∣ | sin z2| ≤ e3
και άρα ∣∣∣∣∣

˛
|z|=1

e2z sin z2 dz

∣∣∣∣∣ ≤ e3 × (µήκος του µοναδιαίου κύκλου) = 2πe3 .
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2. Αν γ είναι τµηµατικά λεία καµπύλη στο άνω ηµιεπίπεδο µε αρχή το −1 και πέρας το 1,

χρησιµοποιώντας το ϑεµελιώδες ϑεώρηµα ολοκλήρωσης αποδείξτε ότι
ˆ
γ
zi dz =

1 + e−π

2
(1− i) .

Σηµείωση. Είναι zi = exp(i log z), όπου log z = ln |z|+ iθ µε θ = arg z και −π/2 < θ < 3π/2,

αναλυτικός κλάδος λογαρίθµου στο C \ {iy : y ≤ 0}.

Λύση. Επειδή

(z1+i)′ = (e(1+i) log z)′ =
1 + i

z
e(1+i) log z =

1 + i

z
z1+i = (1 + i)zi ,

για κάθε z ∈ C \ {iy : y ≤ 0}, από το ϑεµελιώδες ϑεώρηµα ολοκλήρωσης έχουµε
ˆ
γ
zi dz =

1

1 + i

ˆ
γ
(z1+i)′ dz

=
1

1 + i
z1+i

∣∣z=1

z=−1

=
1

1 + i
(1− (−1)1+i)

=
1

1 + i
(1− e(1+i) log(−1))

=
1

1 + i
(1− e(1+i)iπ)

=
1

1 + i
(1− eiπe−π) =

1

1 + i
(1 + e−π) =

1 + e−π

2
(1− i) .

3. Χρησιµοποιώντας τους ολοκληρωτικούς τύπους Cauchy υπολογίστε το ολοκλήρωµα

I =
1

2πi

‰
γ

ez
2

(z − 1)(z2 − 1)
dz ,

όπου η κλειστή και τµηµατικά λεία καµπύλη γ µε ϑετική ϕορά διαγραφής δεν διέρχεται από

τα σηµεία z = −1 και z = 1. Εξετάστε όλες τις δυνατές περιπτώσεις.

Λύση. (i) Η καµπύλη γ δεν περιέχει τα σηµεία −1 και 1. Από το ϑεώρηµα Cauchy I = 0.

(iii) Η καµπύλη γ περιέχει µόνο το σηµείο −1. Από τον ολοκληρωτικό τύπο Cauchy έχουµε

I =
1

2πi

‰
γ

ez
2
/(z − 1)2

z + 1
dz =

ez
2

(z − 1)2

∣∣∣∣∣
z=−1

=
e

4
.
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(ii) Η καµπύλη γ περιέχει µόνο το σηµείο 1. Από τον ολοκληρωτικό τύπο Cauchy για παρα-

γώγους έχουµε

I =
1!

2πi

‰
γ

ez
2
/(z + 1)

(z − 1)2
dz

=

(
ez

2

z + 1

)′∣∣∣∣∣
z=1

=
ez

2
(2z2 + 2z − 1)

(z + 1)2

∣∣∣∣∣
z=1

=
3e

4
.

(iv) Η καµπύλη γ περιέχει τα σηµεία −1 και 1. ΄Εστω C1 και C2 δύο κύκλοι που δεν τέµνο-

νται και ϐρίσκονται εσωτερικά της καµπύλης γ, έτσι ώστε ο C1 περιέχει στο εσωτερικό του

µόνο το σηµείο −1 και ο C2 περιέχει στο εσωτερικό του µόνο το σηµείο 1. Τότε,

I =
1

2πi

˛
C+

1

ez
2

(z − 1)(z2 − 1)
dz +

1

2πi

˛
C+

2

ez
2

(z − 1)(z2 − 1)
dz

(γενικευµένο ϑεώρηµα Cauchy)

=
e

4
+

3e

4
= e . (περιπτώσεις (ii) και (iii))

4. ΄Εστω η έλλειψη γ : x
2

a2
+ y2

b2
= 1, a, b ∈ R \ {0}. Χρησιµοποιώντας το ολοκλήρωµα

‰
γ

1

z
dz ,

δείξτε ότι ˆ 2π

0

1

a2 cos2 t+ b2 sin2 t
dt =

2π

ab
.

Λύση. Ως γνωστόν ‰
γ

1

z
dz = 2πi .

Η εξίσωση της έλλειψης γ είναι γ(t) = a cos t + ib sin t, 0 ≤ t ≤ 2π. Είναι γ′(t) = −a sin t +

ib cos t και εποµένως

2πi =

‰
γ

1

z
dz

=

ˆ 2π

0

−a sin t+ ib cos t

a cos t+ ib sin t
dt

=

ˆ 2π

0

(−a sin t+ ib cos t)(a cos t− ib sin t)

a2 cos2 t+ b2 sin2 t
dt

= (b2 − a2)
ˆ 2π

0

sin t cos t

a2 cos2 t+ b2 sin2 t
dt+ iab

ˆ 2π

0

1

a2 cos2 t+ b2 sin2 t
dt .
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΄Αρα, ˆ 2π

0

1

a2 cos2 t+ b2 sin2 t
dt =

2π

ab
και

ˆ 2π

0

sin t cos t

a2 cos2 t+ b2 sin2 t
dt = 0 .

5. ΄Εστω

f(z) =
∞∑
n=1

zn

n3n
.

Να ϐρεθεί ο µεγαλύτερος ανοικτός δίσκος µε κέντρο το 0 στον οποίο η f είναι αναλυτική

συνάρτηση. Να ϐρεθεί η f(z) καθώς επίσης και η f ′(z).

Λύση. Επειδή

lim
n→∞

n
√
|an| = lim

n→∞
n

√
1

n3n
=

1

3
lim
n→∞

1
n
√
n

=
1

3
,

η ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειράς είναι R = 3 και εποµένως η f είναι αναλυτική στον

ανοικτό δίσκο D(0, 3).

Επειδή
1

1− w
=

∞∑
n=0

wn , |w| < 1 , (γεωµετρική σειρά)

παραγωγίζοντας την f έχουµε

f ′(z) =

∞∑
n=1

zn−1

3n
=

∞∑
n=0

zn

3n+1
=

1

3

∞∑
n=0

(z
3

)n
=

1

3

1

1− z/3
=

1

3− z
, |z| < 3 .

Εποµένως f(z) = −Log(3− z) + c, |z| < 3. Επειδή f(0) = 0, είναι c = ln 3 και άρα

f(z) = ln 3− Log(3− z) , |z| < 3 .

Ας σηµειωθεί ότι για |z| < 3 το 3− z ∈ C \ (−∞, 0]

6. ΄Εστω f : C→ C ακέραια συνάρτηση. Αν υπάρχει n ∈ N τέτοιο ώστε

lim
|z|→∞

f(z)

zn
= 0 ,

δείξτε ότι η f είναι πολυώνυµο ϐαθµού το πολύ n− 1.

Υπόδειξη. Γενίκευση του ϑεωρήµατος Liouville.

Λύση. Επειδή lim|z|→∞
f(z)
zn = 0, για ε > 0 υπάρχει M > 0 τέτοιο ώστε για κάθε |z| > M

είναι ∣∣∣∣f(z)

zn

∣∣∣∣ < ε .



1.4. ΑΚΑ∆ΗΜΑΪΚΟ ΕΤΟΣ 2012–13 89

Εποµένως

|f(z)| < ε|z|n , για κάθε |z| > M

και από τη γενίκευση του ϑεωρήµατος Liouville η f είναι πολυώνυµο ϐαθµού n, δηλαδή

f(z) = anz
n + an−1z

n−1 + · · ·+ a0 .

΄Οµως από την υπόθεση

lim
|z|→∞

∣∣∣∣f(z)

zn

∣∣∣∣ = lim
|z|→∞

∣∣∣an +
an−1
z

+ + · · ·+ a0
zn

∣∣∣ = 0

και εποµένως an = 0. ΄Αρα η f είναι πολυώνυµο ϐαθµού n− 1.

7. ΄Εστω f : C→ C ακέραια συνάρτηση τέτοια ώστε

|f(z)| ≤ |z|+ |z|3 , για κάθε z ∈ C . (1.5)

∆είξτε ότι

f(z) = a1z + a2z
2 + a3z

3

µε |a1| ≤ 1, |a2| ≤ 2 και |a3| ≤ 1.

Λύση. Η συνάρτηση f : C→ C είναι ακέραια(αναλυτική στο C) και εποµένως

f(z) =

∞∑
n=0

anz
n =

∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
zn = f(0) +

f ′(0)

1!
z+ · · ·+ f (n)(0)

n!
zn + · · · , για κάθε z ∈ C.

΄Εστω C(0, R) = {z ∈ C : |z| = R} κύκλος µε ακτίνα R > 0. Αν M = max|z|=R |f(z)|, από

την (1.5) έχουµε

M ≤ R+R3

και από τις ανισότητες Cauchy για κάθε n > 3 είναι

|an| =
∣∣f (n)(0)

∣∣
n!

≤ M

Rn
≤ R+R3

Rn
−−−−→
R→∞

0 .

Εποµένως an = 0, για κάθε n > 3. ΄Αρα η f είναι πολυώνυµο ϐαθµού το πολύ 3, δηλαδή

f(z) = a0 +a1z+a2z
2 +a3z

3. Από την (1.5) έχουµε f(0) = 0 οπότε a0 = 0 και κατά συνέπεια

f(z) = a1z + a2z
2 + a3z

3 .
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Είναι

|a1| = |f ′(0)| ≤ M

R
≤ R+R3

R
= 1 +R2 −−−→

R→0
1 ,

|a2| =
∣∣f (2)(0)

∣∣
2!

≤ M

R2
≤ R+R3

R2
= 2 (γιαR = 1)

και

|a3| =
∣∣f (3)(0)

∣∣
3!

≤ M

R3
≤ R+R3

R3
−−−−→
R→∞

1 .

8. ΄Εστω η πραγµατική συνάρτηση g(x, y) = (1+y2−x2)2+4x2y2. Χρησιµοποιώντας τη µιγαδική

συνάρτηση f(z) = 1− z2 στον κλειστό µοναδιαίο δίσκο D(0, 1) = {z ∈ C : |z| ≤ 1}, δείξτε ότι

max
x2+y2≤1

g(x, y) = g(0,±1) = 4 .

Λύση. Η f είναι αναλυτική στο C µε

|f(z)|2 = |f(x+ iy)|2 = |1− (x+ iy)2|2 = |1 + y2 − x2 − i2xy|2 = (1 + y2 − x2)2 + 4x2y2 .

Από την αρχή µεγίστου η |f | και κατά συνέπεια η |f |2 ϑα παίρνει τη µέγιστη τιµή της στο

σύνορο του D(0, 1) που είναι ο κύκλος |z| = 1 µε εξίσωση z(θ) = eiθ, −π ≤ θ ≤ π. Στον

κύκλο |z| = 1 είναι

|f(z)|2 = |1− z2|2

= |1− e2iθ|2

= |1− cos 2θ − i sin 2θ|2

= (1− cos 2θ)2 + sin2 2θ = 2− 2 cos 2θ = 4 sin2 θ .

Η |f |2 παίρνει τη µέγιστη τιµή της αν sin θ = ±1⇔ θ = ±π/2, δηλαδή για z = e±iπ/2 = ±i.

΄Αρα

max
x2+y2≤1

g(x, y) = max
|z|≤1

|f(z)|2 = |f(±i)|2 = 4 .

2ος τρόπος. Για κάθε z στο µοναδιαίο κύκλο |z| = 1 έχουµε

|f(z)|2 = |1− z2|2 ≤ |1 + |z|2|2 = 4

και εποµένως max|z|=1 |f(z)|2 = 4 αν και µόνο αν z2 = −1⇔ z = ±i.
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9. ΄Εστω το πολυώνυµο p(z) = zn + an−1z
n−1 + · · · + a0 µε |p(z)| ≤ 1 για κάθε |z| = 1. ∆είξτε

ότι p(z) ≡ zn.

Υπόδειξη. Να ϑεωρήσετε το πολυώνυµο

q(z) := znp(1/z) = 1 + an−1z + · · ·+ a0z
n .

Λύση. Επειδή |p(z)| ≤ 1 για κάθε |z| = 1, είναι |p(e−iθ)| ≤ 1 για κάθε θ ∈ [−π, π] και

εποµένως

max
|z|=1

|q(z)| = max
|z|=1

|p(1/z)| = max
θ∈[−π,π]

|p(e−iθ)| ≤ 1 .

΄Οµως q(0) = 1 οπότε από την αρχή µεγίστου το q ϑα πρέπει να είναι σταθερό στο µοναδιαίο

δίσκο. Εποµένως q(z) ≡ 1 στο µοναδιαίο δίσκο. Τότε, από το ϑεώρηµα µοναδικότητας

q(z) = 1 για κάθε z ∈ C και κατά συνέπεια an−1 = · · · = a0 = 0. ΄Αρα p(z) ≡ zn.

4η Σειρά Ασκήσεων στη Μιγαδική Ανάλυση

1. ΄Εστω f αναλυτική συνάρτηση σε µια περιοχή U του 0, µε f(0) = f ′(0) = 0 και f ′′(0) 6= 0.

∆είξτε ότι υπάρχει αναλυτική συνάρτηση φ σε µια περιοχή V του 0, τέτοια ώστε f(z) = φ(z)2

για κάθε z ∈ V .

Λύση. Από την υπόθεση το 0 είναι ϱίζα τάξης 2 της f και εποµένως

f(z) = z2g(z) , όπου g αναλυτική συνάρτηση στο U µε g(0) 6= 0 .

Επειδή η συνάρτηση g είναι συνεχής στο U µε g(0) 6= 0, υπάρχει περιοχή V του 0 τέτοια

ώστε g(z) 6= 0 για κάθε z ∈ V . Το V είναι ένας απλά συνεκτικός τόπος στον οποίο η

αναλυτική συνάρτηση g δεν µηδενίζεται και εποµένως από γνωστή πρόταση(παραπέµπουµε

στο [9]) υπάρχει αναλυτική συνάρτηση h στο V τέτοια ώστε g(z) = h(z)2 για κάθε z ∈ V . Τότε

f(z) = (zh(z))2 για κάθε z ∈ V και άρα f(z) = φ(z)2 για κάθε z ∈ V , όπου η φ(z) := zh(z)

είναι αναλυτική στο V .

2. ΄Εστω η συνάρτηση

f (z) =
1

z2(z − i)
.
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Να ϐρεθεί το ανάπτυγµα Laurent της f σε όλους τους δυνατούς δακτυλίους µε κέντρο το

z0 = i.

Λύση. Ως γνωστόν 1/(1 +w) =
∑∞

n=0(−1)nwn, |w| < 1 (γεωµετρική σειρά). Παραγωγίζοντας

τη γεωµετρική σειρά έχουµε

− 1

(1 + w)2
=

∞∑
n=1

(−1)nnwn−1 ⇔ 1

(1 + w)2
=

∞∑
n=1

(−1)n−1nwn−1 , |w| < 1 .

1η περίπτωση: ∆1 = {z ∈ C : 0 < |z − i| < 1}. Τότε,

f(z) =
1

[i+ (z − i)]2 (z − i)

= − 1

(z − i) [1 + ((z − i)/i)]2

= − 1

z − i

∞∑
n=1

(−1)n−1n

(
z − i
i

)n−1
=

∞∑
n=1

in+1n(z − i)n−2 =

∞∑
n=−1

in+3(n+ 2)(z − i)n .

2η περίπτωση: ∆2 = {z ∈ C : |z − i| > 1}. Τότε |1/(z − i)| < 1 και εποµένως

f(z) =
1

[1 + i/(z − i)]2 (z − i)3

=
1

(z − i)3
∞∑
n=1

(−1)n−1n

(
i

z − i

)n−1
=
∞∑
n=1

(−i)n−1n 1

(z − i)n+2
= −

−3∑
n=−∞

(−i)n+1(n+ 2)(z − i)n .

3. Να ϐρεθεί το ανάπτυγµα Laurent της

f(z) =
1

1 + z
− 1

(z2 − 9)2

µε κέντρο το z0 = 0 στο µεγαλύτερο δυνατό δακτύλιο που περιέχει το 2 + i.

Λύση. Τα µεµονωµένα ανώµαλα σηµεία της f είναι : −1 και ±3. Εποµένως το ανάπτυγµα

κατά Laurent της f µπορεί να γίνει στους δακτυλίους ∆1 = {z ∈ C : 0 ≤ |z| < 1} (ανάπτυγµα

Taylor), ∆2 = {z ∈ C : 1 < |z| < 3} και ∆3 = {z ∈ C : 3 < |z| <∞}. Επειδή το 2 + i ∈ ∆2,

ϑα αναπτύξουµε την f στο ∆2 = {z ∈ C : 1 < |z| < 3}.
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Ως γνωστόν

1

1− w
=
∞∑
n=0

wn και
1

1 + w
=
∞∑
n=0

(−1)nwn , |w| < 1 . (γεωµετρική σειρά)

Παραγωγίζοντας την 1/(1− w) =
∑∞

n=0w
n, |w| < 1, παίρνουµε

1

(1− w)2
=

∞∑
n=1

nwn−1 , |w| < 1 .

Εποµένως

f(z) =
1

1 + z
− 1

(z2 − 9)2

=
1

z

1

1 + 1/z
− 1

92
1

(1− z2/9)2

=
1

z

∞∑
n=0

(−1)n
(

1

z

)n
− 1

92

∞∑
n=0

n

(
z2

9

)n−1
(|z| > 1⇔ |1/z| < 1 και |z| < 3⇒ |z2/9| < 1)

=
∞∑
n=0

(−1)n
1

zn+1
−
∞∑
n=0

n

9n+1
z2n−2 .

Το παραπάνω ανάπτυγµα ισχύει στο δακτύλιο ∆2 = {z ∈ C : 1 < |z| < 3} που είναι ο µεγα-

λύτερος δυνατός δακτύλιος που περιέχει το 2 + i.

4. (αʹ) Να ϐρεθεί το είδος των µεµονωµένων ανώµαλων σηµείων της συνάρτησης

f(z) =

(
3

z2
− sin 3z

z3

)
exp

(
1

z − 2

)
.

(ϐʹ) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα ‰
|z|=1

f(z) dz .

Λύση.

(αʹ) (i) Είναι

f(z) =
3z − sin 3z

z3
exp

(
1

z − 2

)
.

Αν φ1(z) := z sin 3z − 3z, τότε φ1(0) = φ′1(0) = φ′′1(0) = 0 και φ′′′1 (0) = 27 6= 0. ∆ηλαδή

το 0 είναι ϱίζα τάξης 3 της φ1 και ϱίζα τάξης 3 της φ2(z) := z3. Εποµένως το 0 είναι
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επουσιώδες ανώµαλο σηµείο της f .

2ος τρόπος. Επειδή

lim
z→0

(
3

z2
− sin 3z

z3

)
=

9

2
,

είναι

lim
z→0

f(z) =
9

2
e−1/2

και εποµένως το 0 είναι επουσιώδες ανώµαλο σηµείο της f .

(ii) ΄Εστω n ∈ N. Επειδή limn→∞(2± 1/n) = 2 και

lim
n→∞

f

(
2 +

1

n

)
=

6− sin 6

8
lim
n→∞

en = +∞ ,

lim
n→∞

f

(
2− 1

n

)
=

6− sin 6

8
lim
n→∞

e−n = 0 ,

το όριο limz→2 f(z) δεν υπάρχει. ΄Αρα το z = 2 είναι ουσιώδες ανώµαλο σηµείο της f .

2ος τρόπος. Επειδή

exp

(
1

z − 2

)
=

∞∑
n=0

1

n!(z − 2)n
, 0 < |z − 2| <∞ ,

το 2 είναι ουσιώδες ανώµαλο σηµείο της συνάρτησης f1(z) = exp
(

1
z−2

)
και η συνάρτηση

f2(z) = 3
z2
− sin 3z

z3
είναι προφανώς αναλυτική στο 2. Τότε το 2 είναι ουσιώδες ανώµαλο

σηµείο της f(z) = f1(z)f2(z)(γιατί ;)

Παρατήρηση. Αν το z0 ∈ C είναι ουσιώδες ανώµαλο σηµείο της συνάρτησης f1 και η

συνάρτηση f2 είναι αναλυτική στο z0, τότε το z0 είναι ουσιώδες ανώµαλο σηµείο της

f = f1f2(άσκηση)

(ϐʹ) Από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων

‰
|z|=1

f(z) dz = 2πiRes(f, 0) = 0 .

5. Αν z0 ∈ C και R > 0, υποθέτουµε ότι οι συναρτήσεις f, g είναι αναλυτικές στο διάτρητο δίσκο

0 < |z − z0| < R .
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Αν το z0 είναι ουσιώδες ανώµαλο σηµείο της f και πόλος της g, αποδείξτε ότι το z0 είναι

ουσιώδες ανώµαλο σηµείο της f + g.

Λύση. ΄Εστω το z0 είναι πόλος τάξης k ∈ N της g. Τότε,

g(z) =
h(z)

(z − z0)k
, όπου h αναλυτική συνάρτηση στο δίσκο |z − z0| < R µε h(z0) 6= 0 .

(i) Υποθέτουµε ότι το z0 είναι επουσιώδες ανώµαλο σηµείο της f + g. Τότε µπορούµε να

ορίσουµε την f + g στο z0 έτσι ώστε η f + g να είναι αναλυτική στο στο δίσκο |z − z0| < R.

Επειδή

f(z) = (f(z) + g(z))− g(z) = (f(z) + g(z))− h(z)

(z − z0)k
=

(f(z) + g(z))(z − z0)k − h(z)

(z − z0)k
,

το z0 είναι πόλος τάξης k της f (άτοπο).

(ii) Υποθέτουµε ότι το z0 είναι πόλος τάξης m ∈ N της f + g. Τότε

f(z) + g(z) =
H(z)

(z − z0)m
,

όπου H αναλυτική συνάρτηση στο δίσκο |z − z0| < R µε H(z0) 6= 0. Επειδή

f(z) = (f(z) + g(z))− g(z) =
H(z)

(z − z0)m
− h(z)

(z − z0)k
,

το z0 είναι είτε πόλος ή επουσιώδες ανώµαλο σηµείο της f (άτοπο).

΄Αρα το z0 είναι ουσιώδες ανώµαλο σηµείο της f + g.

6. ΄Εστω η αναλυτική συνάρτηση f : C \ {0} → C µε

|f(z)| ≤ |z|1/2 + |z|−1/2 , για κάθε |z| > 0 .

∆είξτε ότι η f είναι σταθερή.

Υπόδειξη. Θεωρείστε τη συνάρτηση g(z) := zf(z).

Λύση. Είναι

lim
z→0
|zf(z)| ≤ lim

z→0
(|z|3/2 + |z|1/2) = 0 ,

δηλαδή limz→0 zf(z) = 0 και κατά συνέπεια το 0 είναι επουσιώδες ανώµαλο σηµείο της

g(z) := zf(z). Εποµένως η g επεκτείνεται σε ακέραια συνάρτηση. Επειδή

|zf(z)| ≤ |z|3/2 + |z|1/2

< 2|z|3/2 για κάθε |z| > 1 ,
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από τη γενίκευση του ϑεωρήµατος Liouville η g(z) = zf(z) είναι πολυώνυµο ϐαθµού 1.

∆ηλαδή

zf(z) = a+ bz , a, b ∈ C .

΄Οµως limz→0 zf(z) = 0⇒ a = 0 και άρα f(z) = b. Η f είναι σταθερή.

7. ΄Εστω
1

z sin 2z
=

∞∑
n=−∞

anz
n το ανάπτυγµα Laurent της συνάρτησης f(z) = 1

z sin 2z στο δακτύ-

λιο

∆ = {z ∈ C : π/2 < |z| < π} µε κέντρο το z0 = 0 .

Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα Laurent και το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων να υπολο-

γιστούν οι συντελεστές a−2 και a−3.

Λύση. Τα zk = kπ/2, k ∈ Z, είναι µεµονωµένα ανώµαλα σηµεία της f . Από το ϑεώρηµα

Laurent οι συντελεστές an δίνονται από τον τύπο

an =
1

2πi

‰
|z|=r

1/z sin 2z

zn+1
dz =

1

2πi

‰
|z|=r

z−n−2

sin 2z
dz ,

όπου ο κύκλος |z| = r µε κέντρο 0, ακτίνα r, π/2 < r < π και ϑετική ϕορά διαγραφής ανήκει

στο δακτύλιο ∆.

Αν

g(z) :=
z−n−2

sin 2z
,

τα ανώµαλα σηµεία −π/2 και π/2 της g ϐρίσκοντα στο εσωτερικό του κύκλου |z| = r και είναι

απλοί πόλοι.

(i) n = −2: Σ᾿ αυτή την περίπτωση είναι g(z) = 1/ sin 2z και εποµένως τα ανώµαλα σηµεία

±π/2 και 0 της g ϐρίσκοντα στο εσωτερικό του κύκλου |z| = r και είναι απλοί πόλοι. Από το

ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων έχουµε

a−2 =
1

2πi

‰
|z|=r

1

sin 2z
dz = Res

(
1

sin 2z
, −π/2

)
+ Res

(
1

sin 2z
, 0

)
+ Res

(
1

sin 2z
, π/2

)
=

1

(sin 2z)′

∣∣∣∣
z=−π/2

+
1

(sin 2z)′

∣∣∣∣
z=0

+
1

(sin 2z)′

∣∣∣∣
z=π/2

=
1

−2
+

1

2
+

1

−2
= −1

2
.



1.4. ΑΚΑ∆ΗΜΑΪΚΟ ΕΤΟΣ 2012–13 97

(ii) n = −3: Σ᾿ αυτή την περίπτωση είναι g(z) = z/ sin 2z. Τα σηµεία ±π/2 είναι απλοί πόλοι

της g ενώ το 0 είναι επουσιώδες ανώµαλο σηµείο της g. Από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών

υπολοίπων έχουµε

a−3 =
1

2πi

‰
|z|=r

z

sin 2z
dz = Res

( z

sin 2z
, −π/2

)
+ Res

( z

sin 2z
, π/2

)
=

z

(sin 2z)′

∣∣∣∣
z=−π/2

+
z

(sin 2z)′

∣∣∣∣
z=π/2

=
−π/2
−2

+
π/2

−2
= 0 .

8. Υπολογίστε το τριγωνοµετρικό ολοκλήρωµαˆ 2π

0

1

1 + 1
2 sin θ

dθ .

Λύση. Είναι ˆ 2π

0

1

1 + 1
2 sin θ

dθ = 2

ˆ 2π

0

1

2 + sin θ
dθ .

Αν z = eiθ, τότε

sin θ =
eiθ − e−iθ

2i
=

1

2i

(
z − 1

z

)
και dz = ieiθdθ = izdθ ⇔ dθ =

dz

iz
.

Εποµένως,ˆ 2π

0

1

1 + 1
2 sin θ

dθ = 2

‰
|z|=1

1

2 + 1
2i

(
z − 1

z

) · dz
iz

= 4

‰
|z|=1

1

z2 + 4iz − 1
dz .

Επειδή z1,2 = (−2±
√

3)i είναι απλές ϱίζες της εξίσωσης z2 + 4iz − 1, τα σηµεία (−2±
√

3)i

είναι απλοί πόλοι της συνάρτησης f(z) = 1
z2+4iz−1 . Το (−2 +

√
3)i ϐρίσκεται στο εσωτερικό

του κύκλου |z| = 1, ενώ το (−2−
√

3)i ϐρίσκεται εξωτερικά του κύκλου |z| = 1. ΄Αρα, από το

ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων έχουµεˆ 2π

0

1

1 + 1
2 sin θ

dθ = 4

‰
|z|=1

1

z2 + 4iz − 1
dz

= 4 · 2πiRes

(
1

z2 + 4iz − 1
, (−2 +

√
3)i

)
= 8πi

1

(z2 + 4iz − 1)′

∣∣∣∣
z=(−2+

√
3)i

= 8πi
1

2(−2 +
√

3)i+ 4i
=

4π√
3
.
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9. Να υπολογιστεί το γενικευµένο ολοκλήρωµα
ˆ ∞
−∞

sinx

x2 + 4x+ 5
dx .

Λύση. Είναι ˆ ∞
−∞

sinx

x2 + 4x+ 5
dx = =

(ˆ ∞
−∞

eix

x2 + 4x+ 5
dx

)
.

Τα σηµεία −2 ± i είναι απλοί πόλοι της f(z) = eiz

z2+4z+5
. Το −2 + i ϐρίσκεται στο άνω

ηµιεπίπεδο και είναι

Res

(
eiz

z2 + 4z + 5
, −2 + i

)
= lim

z→−2+i
(z − (−2 + i))

eiz

(z − (−2 + i))(z − (−2− i))
=
e−1−2i

2i
.

Ολοκληρώνουµε τη συνάρτηση f πάνω στην τµηµατικά λεία καµπύλη που αποτελείται από το

ηµικύκλιο του άνω ηµιεπιπέδου γR, µε εξίσωση z(θ) = Reiθ, 0 ≤ θ ≤ π και το ευθύγραµµο

τµήµα [−R,R]. Παίρνουµε το R αρκετά µεγάλο έτσι ώστε το ανώµαλο σηµείο z = −2+i της f

να ϐρίσκεται στο εσωτερικό του ηµικύκλιου γR. Από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων

έχουµε
ˆ R

−R

eix

x2 + 4x+ 5
dx+

ˆ
γR

eiz

z2 + 4z + 5
dz = 2πiRes

(
eiz

z2 + 4z + 5
, −2 + i

)
=
π

e
(cos 2−i sin 2) .

(1.6)

΄Οµως από το λήµµα του Jordan είναι

lim
R→∞

ˆ
γR

eiz

z2 + 4z + 5
dz = 0 .

Εποµένως από την (1.6) προκύπτει ότι
ˆ ∞
−∞

eix

x2 + 4x+ 5
dx = lim

R→∞

ˆ R

−R

eix

x2 + 4x+ 5
dx =

π

e
cos 2− iπ

e
sin 2 .

΄Αρα, ˆ ∞
−∞

sinx

x2 + 4x+ 5
dx = =

(ˆ ∞
−∞

eix

x2 + 4x+ 5
dx

)
= −π

e
sin 2 .
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1.5 Ακαδηµαϊκό έτος 2011–12

ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

1η Σειρά Ασκήσεων στη Μιγαδική Ανάλυση

1. Να λυθεί η εξίσωση: z4 = −1 +
√

3i.

Λύση. Επειδή −1 +
√

3i = 2e2πi/3, οι λύσεις της εξίσωσης z4 = −1 +
√

3i είναι

zk = 21/4e(2kπi+2πi/3)/4 , k = 0, 1, 2, 3 .

Εποµένως οι ϱίζες της εξίσωσης z4 = −1 +
√

3i είναι

z0 = 21/4eπi/6 , z1 = 21/4e2πi/3 , z2 = 21/4e7πi/6 και z3 = 21/4e5πi/3 .

2. Αν n ∈ N, να ϐρεθούν όλες οι λύσεις της εξίσωσης

zn−1 = z , z ∈ C .

Να διακρίνετε τις περιπτώσεις (i) n = 1, (ii) n = 2 και (iii) n ≥ 3.

Λύση. (i) n = 1: Τότε z = 1 και η λύση της εξίσωσης είναι z = 1.

(ii) n = 2: Τότε z = z και οι λύσεις της εξίσωσης είναι z = x ∈ R, δηλαδή όλοι οι πραγµατικοί

αριθµοί.

(iii) n ≥ 3: Μία λύση της εξίσωσης zn−1 = z είναι η z = 0. Αν z 6= 0, τότε η εξίσωση zn−1 = z

συνεπάγεται ότι

|z|n−1 = |z| ⇔ |z|n−2 = 1⇔ |z| = 1 .

Εποµένως για z 6= 0

zn−1 = z ⇔ zn = 1

και οι λύσεις της εξίσωσης zn = 1 είναι οι n-οστές ϱίζες της µονάδας, δηλαδή

zk = e2kπi/n , k = 0, 1, 2, . . . , n− 1 .
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΄Αρα για n ≥ 3 οι λύσεις της εξίσωσης zn−1 = z είναι{
0, 1, e2πi/n, e4πi/n, . . . , e2(n−1)πi/n

}
=
{

0, 1, ω, ω2, . . . , ωn−1
}
, όπου ω = e2πi/n .

3. ΄Εστω η συνάρτηση f : C→ C µε

f(z) =


z2

z αν z 6= 0,

0 αν z = 0 .

∆είξτε ότι ικανοποιούνται οι εξισώσεις Cauchy–Riemann στο σηµείο (0, 0) ενώ δεν υπάρχει η

παράγωγος f ′(0).

Λύση. Για x ∈ R, x 6= 0, είναι

f(x, 0)− f(0, 0)

x− 0
=
x2/x

x
= 1

και εποµένως
∂f

∂x
(0, 0) = lim

x→0

f(x, 0)− f(0, 0)

x− 0
= 1 .

Παρόµοια, για y ∈ R, y 6= 0, είναι

f(0, y)− f(0, 0)

y − 0
=

(iy)2/iy

y
= i

και εποµένως
∂f

∂y
(0, 0) = lim

y→0

f(0, y)− f(0, 0)

y − 0
= i .

΄Αρα
∂f

∂x
(0, 0) = −i∂f

∂y
(0, 0) = 1, δηλαδή ικανοποιούνται οι εξισώσεις Cauchy–Riemann στο

σηµείο (0, 0).

Θα αποδείξουµε τώρα ότι η f δεν είναι παραγωγίσιµη στο 0. Παρατηρούµε ότι για κάθε z ∈ C,

z 6= 0, είναι
f(z)− f(0)

z − 0
=
f(z)

z
=

(
z

z

)2

.

Παίρνουµε το z = x+ iλx ∈ C µε λ ∈ R και x 6= 0. Τότε,

f(z)− f(0)

z − 0
=

(
x+ iλx

x+ iλx

)2

=

(
1− iλ
1 + iλ

)2

=

(
1− λ2 − 2iλ

1 + λ2

)2
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και εποµένως το όριο

lim
z→0

z=x+iλx

f(z)− f(0)

z − 0
=

(
1− λ2 − 2iλ

1 + λ2

)2

εξαρτάται από το λ. ΄Αρα, η παράγωγος f ′(0) δεν υπάρχει.

Σηµείωση. Για να αποδείξουµε ότι ικανοποιούνται οι εξισώσεις Cauchy–Riemann στο σηµείο

(0, 0) µπορούµε να εργαστούµε και ως εξής : Αν z = x+ iy 6= 0, τότε

z2

z
=

z3

|z|2
=

(x− iy)3

x2 + y2
=
x3 − 3xy2

x2 + y2
+ i

y3 − 3x2y

x2 + y2
.

Εποµένως f = u+ iv µε

u(x, y) =


x3−3xy2
x2+y2

αν (x, y) 6= (0, 0),

0 αν (x, y) = (0, 0)

και v(x, y) =


y3−3x2y
x2+y2

αν (x, y) 6= (0, 0),

0 αν (x, y) = (0, 0) .

Είναι ux(0, 0) = vy(0, 0) = 1 και uy(0, 0) = −vx(0, 0) = 0, δηλαδή ικανοποιούνται οι εξισώ-

σεις Cauchy–Riemann στο σηµείο (0, 0).

4. ∆είξτε ότι η συνάρτηση

f(z) = (3x2y − y3 + e2y cos 2x) + i(3xy2 − x3 − e2y sin 2x+ 3)

είναι αναλυτική στο C και υπολογίστε την παράγωγο f ′(z). Αφού εκφράσετε την f σαν συ-

νάρτηση του z, υπολογίστε µε ένα δεύτερο τρόπο την παράγωγο f ′(z).

Λύση. Είναι f (z) = u (x, y) + iv (x, y), µε u (x, y) = 3x2y − y3 + e2y cos 2x και v (x, y) =

3xy2 − x3 − e2y sin 2x + 3. Οι συναρτήσεις u, v έχουν συνεχείς µερικές παραγώγους στο R2.

Για να είναι η f αναλυτική στο C ϑα πρέπει να ικανοποιούνται οι εξισώσεις Cauchy–Riemann.

Πράγµατι, για κάθε (x, y) ∈ R2 είναι
ux = vy = 6xy − 2e2y sin 2x

uy = −vx = 3x2 − 3y2 + 2e2y cos 2x

 .

Η παράγωγος δίνεται από τον τύπο

f ′(z) =
∂f

∂x
(x, y) = (6xy − 2e2y sin 2x) + i(3y2 − 3x2 − 2e2y cos 2x) .

Ως γνωστόν

f (z) = u (z, 0) + iv (z, 0) = cos 2z + i
(
−z3 − sin 2z + 3

)
= e−2iz − iz3 + 3i .
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Εποµένως,

f ′ (z) = −2ie−2iz − 3iz2 .

5. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : G→ C είναι αναλυτική στον τόπο(ανοικτό, συνεκτικό σύνολο)

G ⊆ C. Αν για κάθε z ∈ G είναι είτε f(z) = 0 ή f ′(z) = 0, δείξτε ότι η f είναι σταθερή στο G.

Υπόδειξη. Θεωρείστε την f2.

Λύση. Η συνάρτηση g := f2 είναι αναλυτική στο ανοικτό και συνεκτικό σύνολο G. Από την

υπόθεση είναι g′(z) = 2f(z)f ′(z) = 0 για κάθε z ∈ G. Εποµένως, από γνωστή πρόταση η

g είναι σταθερή στο G και κατά συνέπεια η |g| = |f |2 ϑα είναι σταθερή G. ΄Αρα η |f | είναι

σταθερή στο G οπότε και πάλι από γνωστή πρόταση η f ϑα είναι σταθερή στο G.

6. Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση

u(x, y) = y3 − 3x2y − x

x2 + y2
, (x, y) ∈ R2 \ {(0, 0)} ,

είναι αρµονική στο R2\{(0, 0)} και στη συνέχεια να ϐρεθεί η αναλυτική συνάρτηση f = u+iv

στο C \ {0} µε f (1) = −1.

Λύση. Η u έχει συνεχείς µερικές παραγώγους 2ης τάξης στο R2 \ {(0, 0)} µε

ux = −6xy +
x2 − y2

(x2 + y2)2
, uxx = −6y +

2x(3y2 − x2)
(x2 + y2)3

και

uy = 3y2 − 3x2 +
2xy

(x2 + y2)2
, uyy = 6y +

2x(x2 − 3y2)

(x2 + y2)3
.

Είναι uxx + uyy = 0 και εποµένως η u είναι αρµονική στο R2 \ {(0, 0)}. ΄Εστω v η συζυγής

αρµονική της u, δηλαδή η f = u+iv είναι αναλυτική συνάρτηση στο C\{0}. Από την εξίσωση

Cauchy–Riemann uy = −vx έχουµε

vx = −3y2 + 3x2 − 2xy

(x2 + y2)2
.

Εποµένως,

v(x, y) = −3xy2 + x3 +
y

x2 + y2
+ c(y) .
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Από τη δεύτερη εξίσωση Cauchy–Riemann ux = vy προκύπτει ότι

−6xy +
x2 − y2

(x2 + y2)2
= −6xy +

x2 − y2

(x2 + y2)2
+ c′(y)⇔ c′(y) = 0⇔ c(y) = c .

∆ηλαδή v(x, y) = −3xy2 + x3 + y
x2+y2

+ c και η αναλυτική συνάρτηση στο C \ {0}

f(z) = u(z, 0) + iv(z, 0) = −1

z
+ i(z3 + c) , c ∈ R .

΄Οµως f(1) = −1, οπότε c = −1. ΄Αρα,

f (z) = −1

z
+ iz3 − i .

7. Αποδείξτε ότι ο µετασχηµατισµός w = cos z = cos(x + iy) = cosx cosh y − i sinx sinh y

απεικονίζει τη λωρίδα

Ω =
{
z = x+ iy : 0 ≤ x ≤ π

2
, y ≥ 0

}
του z-επιπέδου στο 4ο τεταρτηµόριο του w-επιπέδου.

Λύση. Είναι

w = cos z = u(x, y) + iv(x, y) µε u(x, y) = cosx cosh y και v(x, y) = − sinx sinh y .

Θα ϐρούµε πρώτα την εικόνα του συνόρου της λωρίδας Ω µέσω του µετασχηµατισµού w =

cos z.

• Αν x = 0, y ≥ 0, τότε u = cosh y, y ≥ 0 και v = 0. ∆ηλαδή η εικόνα της ευθείας x = 0,

y ≥ 0 (ϑετικός ϕανταστικός ηµιάξονας) είναι το ευθ. τµήµα [1,∞) του πραγµατικού

άξονα Ou.

• Αν x = π
2 , y ≥ 0, τότε u = 0 και v = − sinh y, y ≥ 0. ∆ηλαδή η εικόνα της ευθείας

x = π
2 , y ≥ 0 είναι ο αρνητικός ϕανταστικός ηµιάξονας.

• Αν y = 0 µε 0 ≤ x ≤ π
2 , τότε u = cosx και v = 0. ∆ηλαδή η εικόνα του ευθ. τµήµατος

y = 0, 0 ≤ x ≤ π
2 , είναι το ευθ. τµήµα [0, 1] του πραγµατικού άξονα Ou.

Εποµένως το σύνορο της λωρίδας Ω απεικονίζεται στον πραγµατικό ϑετικό ηµιάξονα και στον

αρνητικό ϕανταστικό ηµιάξονα.
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Αν y = y0 > 0, 0 ≤ x ≤ π
2 , τότε u = cosx cosh y0 ≥ 0 και v = − sinx sinh y0 ≤ 0. ∆ηλαδή η

εικόνα του ευθ. τµήµατος y = y0 > 0, 0 ≤ x ≤ π
2 , είναι το τµήµα της έλλειψης

u2

cosh2 y0
+

v2

sinh2 y0
= 1

στο 4ο τεταρτηµόριο. Καθώς το 0 < y0 < ∞ µεταβάλλεται, οι εικόνες των ευθυγράµµων τµη-

µάτων y = y0, 0 ≤ x ≤ π
2 , που είναι τµήµατα ελλείψεων στο 4ο τεταρτηµόριο, ϑα καλύπτουν

το 4ο τεταρτηµόριο. ΄Αρα, η εικόνα της λωρίδας Ω µέσω του µετασχηµατισµού w = cos z είναι

το 4ο τεταρτηµόριο.

8. ∆είξτε ότι το ολοκλήρωµα
˛
[−R,R]∪γR

|z|z dz = R3πi ,

όπου γR το ηµικύκλιο του άνω ηµιεπιπέδου µε κέντρο 0, ακτίνα R > 0 και ϑετική ϕορά

διαγραφής.
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Λύση. Η παραµετρική εξίσωση του ηµικύκλιου γR είναι z(t) = Reit, 0 ≤ t ≤ π και εποµένως
˛
[−R,R]∪γR

|z|z dz =

ˆ
[−R,R]

|z|z dz +

ˆ
γR

|z|z dz

=

ˆ R

−R
|x|x dx+

ˆ π

0
R2e−it · iReit dt

= −
ˆ 0

−R
x2 dx+

ˆ R

0
x2 dx+ i

ˆ π

0
R3 dt

= R3πi .

9. Από το ϑεµελιώδες ϑεώρηµα ολοκλήρωσης για κάθε z1, z2 ∈ C είναι

ez2 − ez1 =

ˆ
[z1,z2]

ez dz ,

όπου [z1, z2] είναι το ευθύγραµµο τµήµα µε αρχή το z1 και πέρας το z2. Αν <z1,<z2 ≤ 0,

δείξτε ότι

|ez2 − ez1 | ≤ |z2 − z1| .

Λύση. Επειδή <z1,<z2 ≤ 0, για κάθε z ∈ [z1, z2] είναι <z ≤ 0. Εποµένως,

|ez2 − ez1 | =

∣∣∣∣∣
ˆ
[z1,z2]

ez dz

∣∣∣∣∣
≤
ˆ
[z1,z2]

|ez| |dz|

=

ˆ
[z1,z2]

e<z |dz|

≤
ˆ
[z1,z2]

|dz| (<z ≤ 0)

= |z2 − z1| .
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2η Σειρά Ασκήσεων στη Μιγαδική Ανάλυση

1. Χρησιµοποιώντας τους ολοκληρωτικούς τύπους Cauchy υπολογίστε το ολοκλήρωµα

I =
1

2πi

˛
C+

cos z

z(z − π)3
dz ,

όπου ο κύκλος C+ µε ϑετική ϕορά διαγραφής δεν διέρχεται από τα σηµεία z = 0 και z = π.

Εξετάστε όλες τις δυνατές περιπτώσεις.

Λύση. (i) Ο κύκλος C δεν περιέχει τα σηµεία 0 και π. Από το ϑεώρηµα Cauchy I = 0.

(ii) Ο κύκλος C περιέχει µόνο το σηµείο 0. Από τον ολοκληρωτικό τύπο Cauchy έχουµε

I =
1

2πi

˛
C+

cos z/(z − π)3

z
dz =

cos z

(z − π)3

∣∣∣∣
z=0

= − 1

π3
.

(iii) Ο κύκλος C περιέχει µόνο το σηµείο π. Από τον ολοκληρωτικό τύπο Cauchy για παρα-

γώγους έχουµε

I =
1

2

{
2!

2πi

˛
C+

cos z/z

(z − π)3
dz

}
=

1

2

(cos z

z

)′′∣∣∣∣
z=π

=
1

2

−z2 cos z + 2z sin z + 2 cos z

z3

∣∣∣∣
z=π

=
π2 − 2

2π3
.

(iv) Ο κύκλος C περιέχει τα σηµεία 0 και π. ΄Εστω C1 και C2 δύο κύκλοι που δεν τέµνονται

και ϐρίσκονται εσωτερικά του κύκλου C, έτσι ώστε ο C1 περιέχει στο εσωτερικό του µόνο το

σηµείο 0 και ο C2 περιέχει στο εσωτερικό του µόνο το σηµείο π. Τότε,

I =
1

2πi

˛
C+

1

cos z

z(z − π)3
dz +

1

2πi

˛
C+

2

cos z

z(z − π)3
dz (γενικευµένο ϑεώρηµα Cauchy)

= − 1

π3
+
π2 − 2

2π3
(περιπτώσεις (ii) και (iii))

=
π2 − 4

2π3
.

2. Αν η συνάρτηση f είναι αναλυτική στο δίσκο D(0, R), δείξτε ότι
ˆ 2π

0

f(reiθ)

reiθ
dθ = 2πf ′(0) ,
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όπου 0 < r < R.

Λύση. Αν z = reiθ, 0 ≤ θ ≤ 2π, τότε dz = ireiθdθ = izdθ, οπότε dθ = dz/iz. Εποµένως,

ˆ 2π

0

f(reiθ)

reiθ
dθ =

‰
|z|=r

f(z)

iz2
dz

= 2π

{
1

2πi

‰
|z|=r

f(z)

(z − 0)2
dz

}
= 2πf ′(0) . (ολοκληρωτικός τύπος Cauchy για παραγώγους)

3. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

‰
|z|=1

ez

zn+1
dz , n ∈ N

και στη συνέχεια να αποδειχθεί ότι

ˆ 2π

0
ecos θ cos(nθ − sin θ) dθ =

2π

n!
.

Λύση. Χρησιµοποιώντας τον ολοκληρωτικό τύπο Cauchy για παραγώγους έχουµε

‰
|z|=1

ez

zn+1
dz =

2πi

n!
·

{
n!

2πi

‰
|z|=1

ez

zn+1
dz

}
=

2πi

n!
· (ez)(n)

∣∣∣
z=0

=
2πi

n!
· e0 =

2π

n!
i .

Η εξίσωση του µοναδιαίου κύκλου είναι z = eiθ, 0 ≤ θ ≤ 2π. Επειδή dz = ieiθdθ = izdθ,

είναι

‰
|z|=1

ez

zn+1
dz = i

ˆ 2π

0

ee
iθ

einθ
dθ

= i

ˆ 2π

0

ecos θ+i sin θ

einθ
dθ

= i

ˆ 2π

0
ecos θei(sin θ−nθ) dθ

=

ˆ 2π

0
ecos θ sin (nθ − sin θ) dθ + i

ˆ 2π

0
ecos θ cos (nθ − sin θ) dθ .
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΄Αρα,
ˆ 2π

0
ecos θ cos(nθ − sin θ) dθ =

2π

n!
και

ˆ 2π

0
ecos θ sin (nθ − sin θ) dθ = 0 .

4. (αʹ) ΄Εστω η συνάρτηση f1(z) =
z2 + 6z

(2− z)(z + 2)2
=

1

2− z
− 2

(z + 2)2
. Να ϐρεθεί το ανάπτυγ-

µα της f1 σε σειρά Taylor µε κέντρο το z0 = 0, καθώς επίσης και η ακτίνα σύγκλισης της

δυναµοσειράς.

(ϐʹ) Να ϐρεθεί το ανάπτυγµα της f2(z) =
1

z2 + 4z − 3i
σε δυναµοσειρά µε κέντρο το z0 = −2.

Ποια είναι η ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειράς;

Λύση. Θα χρησιµοποιήσουµε τη γεωµετρική σειρά

1

1− w
=
∞∑
n=0

wn και
1

1 + w
=
∞∑
n=0

(−1)nwn , |w| < 1 .

(αʹ) Είναι

1

2− z
=

1

2(1− z/2)
=

1

2

∞∑
n=0

(z
2

)n
=

∞∑
n=0

zn

2n+1
. (|z/2| < 1⇔ |z| < 2)

Παραγωγίζοντας τη γεωµετρική σειρά 1
1+w =

∑∞
n=0(−1)nwn, |w| < 1, παίρνουµε

− 1

(1 + w)2
=
∞∑
n=1

(−1)nnwn−1

και ισοδύναµα

1

(1 + w)2
=
∞∑
n=1

(−1)n−1nwn−1 =
∞∑
n=0

(−1)n(n+ 1)wn , |w| < 1 .

Εποµένως

2

(z + 2)2
=

1

2(1 + z/2)2
=

1

2

∞∑
n=0

(−1)n(n+ 1)
(z

2

)n
=

∞∑
n=0

(−1)n(n+ 1)
zn

2n+1
.

(|z/2| < 1⇔ |z| < 2)

΄Αρα, για |z| < 2 έχουµε

f1(z) =

∞∑
n=0

1

2n+1

[
1 + (−1)n+1(n+ 1)

]
zn .

Ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειράς R = 2.
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(ϐʹ) Είναι

f2(z) =
1

(z + 2)2 − (4 + 3i)

= − 1

4 + 3i
· 1

1− (z+2)2

4+3i

= − 1

4 + 3i

∞∑
n=0

(
(z + 2)2

4 + 3i

)n
(
∣∣∣ (z+2)2

4+3i

∣∣∣ < 1⇔ |z + 2| <
√
|4 + 3i|)

= −
∞∑
n=0

(z + 2)2n

(4 + 3i)n+1
. (|z + 2| <

√
5)

Ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειράς R =
√

5.

5. Υποθέτουµε ότι η ακέραια συνάρτηση f : C→ C είναι τέτοια ώστε <f(z) ≤ 0, για κάθε z ∈ C.

∆είξτε ότι η συνάρτηση f είναι σταθερή.

Υπόδειξη. Θεωρείστε τη συνάρτηση g(z) = ef(z).

Λύση. Η συνάρτηση g(z) := ef(z) είναι ακέραια µε

|g(z)| = |ef(z)| = |e(<f(z)+i=f(z))| = e<f(z) ≤ e0 = 1 . (<f(z) ≤ 0 για κάθε z ∈ C)

Εποµένως, από το ϑεώρηµα Liouville η συνάρτηση g είναι σταθερή στο C. Τότε και η |g(z)| =

e<f(z) ϑα είναι σταθερή οπότε και η <f(z) είναι σταθερή. ΄Αρα, από γνωστή πρόταση και η

συνάρτηση f ϑα είναι σταθερή στο C.

6. Αν f(z) = z2−3i, να ϐρεθούν τα σηµεία του κλειστού δίσκου D(0, 2) = {z ∈ C : |z| ≤ 2} στα

οποία η |f | παίρνει τη µέγιστη και την ελάχιστη τιµή της.

Λύση. Επειδή η f είναι αναλυτική στο C, από την αρχή µεγίστου η |f | ϑα παίρνει τη µέγιστη

τιµή της στο σύνορο του D(0, 2) που είναι ο κύκλος |z| = 2 µε εξίσωση z(θ) = 2eiθ, −π ≤

θ ≤ π. Στον κύκλο |z| = 2 είναι

|f(z)| = |z2 − 3i| = |4e2iθ − 3i| = |4 cos 2θ + i(4 sin 2θ − 3)|

=
√

(16 cos2 2θ + (4 sin 2θ − 3)2

=
√

25− 24 sin 2θ .
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Η |f | παίρνει τη µέγιστη τιµή της αν sin 2θ = −1 ⇔ θ = −π/4, δηλαδή για z = 2e−iπ/4 =
√

2(1− i). Εποµένως,

max
|z|≤2

|f(z)| = |f(
√

2(1− i))| = 7 .

Στη συνέχεια εξετάζουµε αν η f έχει ϱίζα στον ανοικτό δίσκο D(0, 2) = {z ∈ C : |z| < 2}.

Είναι f(z) = 0 αν και µόνο αν

z2 = 3i⇔ (x+ iy)2 = 3i⇔ x2 − y2 + 2ixy = 3i⇔
{
x2 − y2 = 0, 2xy = 3

}
.

Η λύση του συστήµατος είναι x = y =
√

3/2 και x = y = −
√

3/2.

2ος τρόπος. Επειδή z2 = 3i = 3eπi/2, είναι

zk =
√

3e(2kπi+πi/2)/2, k = 0, 1, δηλαδη z0 =
√

3eπi/4 και z1 =
√

3e5πi/4 .

΄Αρα,

min
|z|≤2
|f(z)| =

∣∣∣∣∣f
(√

3

2
(1 + i)

)∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣f
(
−
√

3

2
(1 + i)

)∣∣∣∣∣ = 0 .

7. ΄Εστω η συνάρτηση f είναι αναλυτική στον κλειστό µοναδιαίο δίσκοD(0, 1) = {z ∈ C : |z| ≤ 1}

και τέτοια ώστε |f(z)| > 1 για κάθε |z| = 1. Αν f(0) = i, δείξτε ότι η f έχει τουλάχιστον µία

ϱίζα στο µοναδιαίο δίσκο D(0, 1) = {z ∈ C : |z| < 1}.

Λύση. Υποθέτουµε ότι η f δεν έχει καµία ϱίζα στο µοναδιαίο δίσκοD(0, 1) = {z ∈ C : |z| < 1}.

Τότε, από την αρχή ελαχίστου η f παίρνει την ελάχιστη τιµή της στο σύνορο που είναι ο µο-

ναδιαίος κύκλος |z| = 1. ΄Οµως από την υπόθεση είναι

|f(z)| > 1 για κάθε |z| = 1 και |f(0)| = |i| = 1 . (άτοπο)

΄Αρα η f ϑα έχει τουλάχιστον µία ϱίζα στο µοναδιαίο δίσκο D(0, 1) = {z ∈ C : |z| < 1}.

8. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f είναι αναλυτική στον ανοικτό δίσκοD(0, R) = {z ∈ C : |z| < R}

µε |f(z)| ≤ M < ∞ για κάθε z ∈ D(0, R). Αν το 0 είναι ϱίζα τάξης 2 της f , δηλαδή

f(0) = f ′(0) = 0 και f ′′(0) 6= 0, δείξτε ότι

|f(z)| ≤ M

R2
|z|2 , για κάθε z ∈ D(0, R) (1)
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και

|f ′′(0)| ≤ 2M

R2
. (2)

Υπόδειξη. Θεωρείστε τη συνάρτηση

g(z) =


f(z)
z2

αν 0 < |z| < R,

f ′′(0)
2! αν z = 0 .

Λύση. Είναι

f(z) =
f ′′(0)

2!
z2 +

f ′′′(0)

3!
z3 + · · ·+ f (n)(0)

n!
zn + · · ·

= z2

(
f ′′(0)

2!
+
f ′′′(0)

3!
z + · · ·+ f (n)(0)

n!
zn−2 + · · ·

)
, |z| < R .

Αν g(z) :=
f ′′(0)

2!
+
f ′′′(0)

3!
z + · · ·+ f (n)(0)

n!
zn−2 + · · · , τότε η g είναι αναλυτική στο δίσκο

D(0, R) µε

g(z) =


f(z)
z2

αν 0 < |z| < R,

f ′′(0)
2! αν z = 0 .

΄Εστω z ∈ D(0, R), z σταθερό. Παίρνουµε ένα οποιοδήποτε r µε |z| < r < R. Από την αρχή

µεγίστου έχουµε

|g(z)| ≤ max
|w|=r

|g(w)| = max
|w|=r

|f(w)|
|w|2

≤ M

r2
.

Στη συνέχεια παίρνοντας το r → R προκύπτει ότι

|g(z)| ≤ M

R2
, για κάθε z ∈ D(0, R)

και αυτό αποδεικνύει τις ανισότητες (1) και (2).

Σηµείωση. Για την απόδειξη της (2) µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε και τις ανισότητες Cau-

chy. Πράγµατι,

|f ′′(0)| ≤ M · 2!

R2
.
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3η Σειρά Ασκήσεων στη Μιγαδική Ανάλυση

1. Υποθέτουµε ότι η f : C→ C είναι ακέραια συνάρτηση και ότι το όριο

lim
|z|→∞

|f(z)|
1 + |z|1/2

υπάρχει .

∆είξτε ότι η f είναι σταθερή.

Υπόδειξη. Γενικευµένο ϑεώρηµα Liouville.

Λύση. Αν lim|z|→∞
|f(z)|

1+|z|1/2 = a ≥ 0, για ε > 0 υπάρχει M > 0 τέτοιο ώστε για κάθε |z| > M

είναι ∣∣∣∣ |f(z)|
1 + |z|1/2

− a
∣∣∣∣ < ε .

Εποµένως,

|f(z)| < a+ ε+ (a+ ε)|z|1/2 , για κάθε |z| > M .

Από τη γενίκευση του ϑεωρήµατος Liouville συµπεραίνουµε η f είναι πολυώνυµο ϐαθµού 0.

΄Αρα, η f είναι σταθερή.

2. ΄Εστω

f(z) =

∞∑
n=0

anz
n =

∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
zn

το ανάπτυγµα Taylor της ακέραιας συνάρτησης f . Υποθέτουµε ότι

|f(z)| ≤M · e|z| , για κάθε z ∈ C .

Από το ϑεώρηµα Cauchy-Taylor για οποιοδήποτε r > 0 οι συντελεστές της δυναµοσειράς

δύνονται από τον τύπο

an =
f (n)(0)

n!
=

1

2πi

‰
|z|=r

f(z)

zn+1
dz .

∆είξτε ότι

|an| ≤M ·
er

rn
, n ∈ N .

Να συµπεράνετε ότι

|an| ≤


M ·

(
e
n

)n αν n ≥ 1

M αν n = 0 .
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Λύση. Για κάθε n ∈ N είναι

|an| =

∣∣∣∣∣f (n)(0)

n!

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1

2πi

‰
|z|=r

f(z)

zn+1
dz

∣∣∣∣∣
≤ 1

2π

‰
|z|=r

|f(z)|
|z|n+1

|dz|

≤ M

2π

‰
|z|=r

e|z|

|z|n+1
|dz| (|f(z)| ≤M · e|z|)

=
M

2π

‰
|z|=r

er

rn+1
|dz|

=
Mer

2πrn+1

‰
|z|=r

|dz|

=
Mer

2πrn+1
2πr = M · e

r

rn
.

Παρατηρούµε ότι για n = 0 είναι |a0| ≤Mer, για κάθε r > 0. Παίρνοντας το r → 0+ έχουµε

ότι |a0| ≤M . Επειδή για n ≥ 1

d

dr

(
er

rn

)
=
errn − nrn−1er

r2n
=

er

rn+1
(r − n) ,

η g(r) := er/rn, r > 0, έχει ελάχιστη τιµή για r = n µε g(n) = en/nn. ΄Αρα,

|an| ≤


M ·

(
e
n

)n αν n ≥ 1

M αν n = 0 .

3. ΄Εστω η συνάρτηση

f(z) =
1

z2(z + 1)
.

Να ϐρεθεί το ανάπτυγµα Laurent της f σε όλους τους δυνατούς δακτυλίους µε κέντρο το

z0 = −1.

Λύση. Ως γνωστόν 1/(1 − w) =
∑∞

n=0w
n, |w| < 1 (γεωµετρική σειρά). Παραγωγίζοντας τη

γεωµετρική σειρά έχουµε

1

(1− w)2
=

∞∑
n=1

nwn−1 , |w| < 1 .
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1η περίπτωση: ∆1 = {z ∈ C : 0 < |z + 1| < 1}. Τότε,

f(z) =
1

z2(z + 1)
=

1

[1− (z + 1)]2 (z + 1)

=
1

z + 1

∞∑
n=1

n(z + 1)n−1

=

∞∑
n=1

n(z + 1)n−2 =

∞∑
n=−1

(n+ 2)(z + 1)n .

2η περίπτωση: ∆2 = {z ∈ C : |z + 1| > 1}. Τότε |1/(z + 1)| < 1 και εποµένως

f(z) =
1

z2(z + 1)
=

1

[1− 1/(z + 1)]2 (z + 1)3

=
1

(z + 1)3

∞∑
n=1

n
1

(z + 1)n−1

=

∞∑
n=1

n
1

(z + 1)n+2
= −

−3∑
n=−∞

(n+ 2)(z + 1)n .

4. Να ϐρεθεί το ανάπτυγµα Laurent της

f(z) =
z2 + 4iz

(z − 1)(z2 + 4i)

µε κέντρο το z0 = 0 σ᾿ ένα δακτύλιο που περιέχει το 1− 2i. Ποιος είναι ο µεγαλύτερος τέτοιος

δακτύλιος στον οποίο το ανάπτυγµα Laurent της f ισχύει;

Λύση. Είναι

f(z) =
z2 + 4i

(z − 1)(z2 + 4i)
+

4iz − 4i

(z − 1)(z2 + 4i)
=

1

z − 1
+

4i

z2 + 4i
.

Τα µεµονωµένα ανώµαλα σηµεία της f είναι : 1,
√

2(1 − i) και
√

2(−1 + i). Εποµένως

το ανάπτυγµα κατά Laurent µπορεί να γίνει στους δακτυλίους ∆1 = {z ∈ C : 0 ≤ |z| < 1}

(ανάπτυγµα Taylor), ∆2 = {z ∈ C : 1 < |z| < 2} και ∆3 = {z ∈ C : 2 < |z| <∞}. Επειδή το

1− 2i ∈ ∆3, ϑα αναπτύξουµε την f στο δακτύλιο ∆3 : |z| > 2.
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Ως γνωστόν, 1
1−w =

∑∞
n=0w

n και 1
1+w =

∑∞
n=0(−1)nwn, |w| < 1 (γεωµετρική σειρά). Είναι

f(z) =
1

z − 1
+

4i

z2 + 4i

=
1

z

1

1− 1/z
+

4i

z2
1

1 + 4i/z2

=
1

z

∞∑
n=0

(
1

z

)n
+

4i

z2

∞∑
n=0

(−1)n
(

4i

z2

)n
(|z| > 2)

=
∞∑
n=0

1

zn+1
+
∞∑
n=0

(−1)n
(4i)n+1

z2n+2
.

Το παραπάνω ανάπτυγµα ισχύει στο δακτύλιο ∆3 = {z ∈ C : 2 < |z| <∞}.

5. (αʹ) Να ϐρεθεί το είδος του µεµονωµένου ανώµαλου σηµείου z = −2 της συνάρτησης

f(z) = (z − 3) sin

(
1

z + 2

)
και να υπολογιστεί το Res(f,−2).

(ϐʹ) Να ϐρεθεί το είδος του µεµονωµένου ανώµαλου σηµείου z = 0 της συνάρτησης

g(z) =
sin z − z cos z

z4

και να υπολογιστεί το Res(g, 0).

(γʹ) ΄Εστω η συνάρτηση h είναι αναλυτική στο διάτρητο δίσκο ∆ : 0 < |z| < 1. Υποθέτουµε

ότι υπάρχει k > 0 τέτοιο ώστε

|h(z)| ≤ k|z|−1/2 για κάθε z ∈ ∆ .

Τι είδους µεµονωµένο ανώµαλο σηµείο της h είναι το z = 0;

Λύση.

(αʹ) Αν z + 2 = w ⇔ z − 3 = w − 5, τότε

(w − 5) sin
1

w
= (w − 5)

(
1

w
− 1

3!
· 1

w3
+

1

5!
· 1

w5
− · · ·

)
= 1− 5

w
− 1

3!
· 1

w2
+ · · ·

και εποµένως

f(z) = 1− 5

z + 2
− 1

3!
· 1

(z + 2)2
+ · · · .

Το z = −2 είναι ουσιώδες ανώµαλο σηµείο της f µε Res(f,−2) = −5.
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(ϐʹ) Αν ϕ1(z) := sin z − z cos z, είναι ϕ1(0) = ϕ′1(0) = ϕ′′1(0) = 0 και ϕ′′′1 (0) = 2 6= 0.

Εποµένως, το 0 είναι ϱίζα τάξης 3 του αριθµητή της g και ϱίζα τάξης 4 του παρανοµαστή

της g. ΄Αρα, το 0 είναι απλός πόλος της g. Επειδή για κάθε |z| > 0

g(z) =
1

z4

[(
z − z3

3!
+
z5

5!
− · · ·

)
− z

(
1− z2

2!
+
z4

4!
− · · ·

)]
=

(
1

2!
− 1

3!

)
1

z
−
(

1

4!
− 1

5!

)
z + · · · ,

είναι

Res(g, 0) =
1

2!
− 1

3!
=

1

3
.

Σηµείωση. Επειδή το 0 είναι απλός πόλος της g, το Res(g, 0) υπολογίζεται και από τον

τύπο

Res(g, 0) = lim
z→0

z
sin z − z cos z

z4

= lim
z→0

sin z − z cos z

z3

= lim
z→0

z sin z

3z2
(κανόνας L’Hôpital)

=
1

3
lim
z→0

sin z

z
=

1

3
.

(γʹ) Είναι |zh(z)| ≤ k|z|1/2 για κάθε z ∈ ∆ και κατά συνέπεια limz→0 zh(z) = 0. ΄Αρα, το 0

είναι επουσιώδες (απαλείψιµο) ανώµαλο σηµείο της h.

6. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

I =

˛
C+(1−i, 2)

[
eπz

z2 + 1
+ sin

1

z
+

1

ez2

]
dz ,

όπου C+(1− i, 2) είναι ο κύκλος µε κέντρο 1− i, ακτίνα 2 και ϑετική ϕορά διαγραφής.

Λύση. Τα σηµεία ±i είναι απλοί πόλοι της συνάρτησης w = eπz/(z2 + 1). Μόνο το σηµείο −i

ϐρίσκεται στο εσωτερικό του κύκλου C+(1− i, 2). Είναι

Res

(
eπz

z2 + 1
, −i

)
=

eπz

(z2 + 1)′

∣∣∣∣
z=−i

=
e−πi

−2i
= −1

2
i .

Επειδή

sin
1

z
=

1

z
− 1

3!z3
+

1

5!z5
− · · · ,
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είναι Res(sin 1
z , 0) = 1. ΄Αρα, από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων έχουµε

I = 2πi

[
Res

(
eπz

z2 + 1
, −i

)
+ Res

(
sin

1

z
, 0

)]
= 2πi

[
−1

2
i+ 1

]
= π + 2πi .

Ας σηµειωθεί ότι η συνάρτηση w = 1/ez
2
είναι αναλυτική στο C και εποµένως από το ϑεώρηµα

Cauchy ˛
C+(1−i, 2)

1

ez2
dz = 0 .

7. ΄Εστω z2

e2iz−1 =
∑∞

n=−∞ anz
n το ανάπτυγµα Laurent της συνάρτησης f(z) = z2

e2iz−1 στο δα-

κτύλιο

∆ = {z ∈ C : π < |z| < 2π} µε κέντρο το z0 = 0 .

Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα Laurent και το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων να υπολο-

γιστούν οι συντελεστές an, n ≤ 1.

Λύση. Επειδή

e2iz − 1 = 0⇔ e2iz = 1⇔ 2iz = 2kπi⇔ z = kπ , k ∈ Z ,

τα zk = kπ, k ∈ Z \ {0}, είναι απλοί πόλοι της συνάρτησης f(z) = z2/(eiz − 1). Επειδή το 0

είναι ϱίζα τάξης 2 του αριθµητή και απλή ϱίζα του παρανοµαστή της f , το 0 είναι επουσιώδες

ανώµαλο σηµείο της f . Από το ϑεώρηµα Laurent οι συντελεστές an δίνονται από τον τύπο

an =
1

2πi

˛
C+(0, r)

z2/(e2iz − 1)

zn+1
dz =

1

2πi

˛
C+(0, r)

z−n+1

e2iz − 1
dz ,

όπου ο κύκλος C+(0, r) µε κέντρο 0, ακτίνα r, π < r < 2π και ϑετική ϕορά διαγραφής ανήκει

στο δακτύλιο ∆.

Αν

g(z) :=
z−n+1

e2iz − 1
,

τα ανώµαλα σηµεία −π και π της g ϐρίσκοντα στο εσωτερικό του κύκλου C+(0, r) και είναι

απλοί πόλοι.

(i) n = 1: Σ᾿ αυτή την περίπτωση τα ανώµαλα σηµεία −π, 0 και π της g(z) = 1
eiz−1 ϐρίσκονται

στο εσωτερικό του κύκλου C+(0, r) και είναι απλοί πόλοι. Από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών
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υπολοίπων έχουµε

a1 =
1

2πi

˛
C+(0, r)

1

e2iz − 1
dz

= Res

(
1

e2iz − 1
, −π

)
+ Res

(
1

e2iz − 1
, 0

)
+ Res

(
1

e2iz − 1
, π

)
=

1

(e2iz − 1)′

∣∣∣∣
z=−π

+
1

(e2iz − 1)′

∣∣∣∣
z=0

+
1

(e2iz − 1)′

∣∣∣∣
z=π

=
1

2ie−2iπ
+

1

2i
+

1

2ie2iπ
=

3

2i
= −3

2
i .

(ii) n ≤ 0: Σ᾿ αυτή την περίπτωση είναι

g(z) =
z−n+1

e2iz − 1
µε −n+ 1 ≥ 1

και εποµένως τα ανώµαλα σηµεία −π και π της g ϐρίσκοντα στο εσωτερικό του κύκλου

C+(0, r) και είναι απλοί πόλοι. Επειδή το 0 είναι ϱίζα τάξης ≥ 1 του αριθµητή και απλή

ϱίζα του παρανοµαστή της g(z) = z−n+1/(e2iz − 1), το 0 είναι επουσιώδες ανώµαλο σηµείο

της g. ΄Αρα, από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων έχουµε

an =
1

2πi

˛
C+(0, r)

z−n+1

e2iz − 1
dz = Res

(
z−n+1

e2iz − 1
, −π

)
+ Res

(
z−n+1

e2iz − 1
, π

)
=

z−n+1

(e2iz − 1)′

∣∣∣∣
z=−π

+
z−n+1

(e2iz − 1)′

∣∣∣∣
z=π

=
(−π)−n+1

2ie−2iπ
+
π−n+1

2ie2iπ

=
π−n+1

2i

[
(−1)−n+1 + 1

]
=


0 αν n = 0,−2,−4, . . . ,

−iπ−n+1 αν n = −1,−3,−5, . . . .

8. Αν a > 0, δείξτε ότι
ˆ π

0

1

a2 + cos2 θ
dθ =

ˆ 2π

0

1

2a2 + 1 + cosφ
dφ =

π

a
√

1 + a2
.

Λύση. Είναι
ˆ π

0

1

a2 + cos2 θ
dθ =

ˆ π

0

2

2a2 + 1 + cos 2θ
dθ =

ˆ 2π

0

1

2a2 + 1 + cosφ
dφ .

(αντικατάσταση φ = 2θ)
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Αν z = eiφ, τότε

cosφ =
eiφ + e−iφ

2
=

1

2

(
z +

1

z

)
και dz = ieiφdφ = izdφ⇔ dφ =

dz

iz
.

Εποµένως,
ˆ π

0

1

a2 + cos2 θ
dθ =

‰
|z|=1

1

2a2 + 1 + 1
2

(
z + 1

z

) · dz
iz

=
2

i

‰
|z|=1

1

z2 + 2(1 + 2a2)z + 1
dz .

Επειδή z1,2 = −1− 2a2± 2a
√

1 + a2 είναι απλές ϱίζες της εξίσωσης z2 + 2(1 + 2a2)z+ 1 = 0,

τα σηµεία −1− 2a2 ± 2a
√

1 + a2 είναι απλοί πόλοι της συνάρτησης

g(z) =
1

z2 + 21 + 2a2)z + 1
.

Το σηµείο −1− 2a2 + 2a
√

1 + a2 ϐρίσκεται στο εσωτερικό του κύκλου |z| = 1, ενώ το σηµείο

−1 − 2a2 − 2a
√

1 + a2 ϐρίσκεται εξωτερικά του κύκλου |z| = 1. ΄Αρα, από το ϑεώρηµα

ολοκληρωτικών υπολοίπων έχουµε
ˆ π

0

1

a2 + cos2 θ
dθ =

2

i

‰
|z|=1

1

z2 + 2 (1 + 2a2) z + 1
dz

=
2

i
2πiRes

(
1

z2 + 2(1 + 2a2)z + 1
, −1− 2a2 + 2a

√
1 + a2

)
= 4π

1

(z2 + 2(1 + 2a2)z + 1)′

∣∣∣∣
z=−1−2a2+2a

√
1+a2

= 4π
1

2(−1− 2a2 + 2a
√

1 + a2) + 2(1 + 2a2)
=

π

a
√

1 + a2
.

9. ΄Εστω γR µε εξίσωση z(θ) = Reiθ, 0 ≤ θ ≤ π, το ηµικύκλιο του άνω ηµιεπιπέδου µε κέντρο 0

και ακτίνα R > 0 και έστω a, b > 0, a 6= b. ∆είξτε ότι

lim
R→∞

ˆ
γR

1

(z2 + a2)(z2 + b2)
dz = 0 .

Στη συνέχεια χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα των ολοκληρωτικών υπολοίπων να υπολογιστεί το

γενικευµένο ολοκλήρωµα ˆ ∞
0

1

(x2 + a2)(x2 + b2)
dx .

Λύση. Για κάθε z ∈ γR είναι∣∣∣∣ 1

(z2 + a2)(z2 + b2)

∣∣∣∣ ≤ 1

(|z|2 − a2)(|z|2 − b2)
=

1

(R2 − a2)(R2 − b2)
, R > a, b .
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Το µήκος του ηµικύκλιου γR είναι πR και εποµένως∣∣∣∣ˆ
γR

1

(z2 + a2)(z2 + b2)
dz

∣∣∣∣ ≤ πR

(R2 − a2)(R2 − b2)
−−−−→
R→∞

0 .

΄Αρα,

lim
R→∞

ˆ
γR

1

(z2 + a2)(z2 + b2)
dz = 0 .

Τα ±ai,±bi είναι απλοί πόλοι της f(z) = 1
(z2+a2)(z2+b2)

. Ολοκληρώνουµε τη συνάρτηση f

πάνω στην τµηµατικά λεία καµπύλη που αποτελείται από το ηµικύκλιο του άνω ηµιεπιπέδου

γR µε εξίσωση z (θ) = Reiθ, 0 ≤ θ ≤ π και το ευθύγραµµο τµήµα [−R,R]. Παίρνουµε το R

αρκετά µεγάλο έτσι ώστε το ανώµαλο σηµεία ai και bi της f να ϐρίσκονται στο εσωτερικό του

ηµικύκλιου γR.

Από το ϑεώρηµα των ολοκληρωτικών υπολοίπων έχουµε
ˆ R

−R

1

(x2 + a2)(x2 + b2)
dx+

ˆ
γR

1

(z2 + a2)(z2 + b2)
dz = 2πi [Res (f, ai) + Res (f, bi)] .

(1.7)

Είναι

Res (f, ai) = lim
z→ai

(z − ai) 1

(z − ai)(z + ai)(z2 + b2)
=

1

2ai(b2 − a2)

και

Res (f, bi) = lim
z→bi

(z − bi) 1

(x2 + a2)(z − bi)(z + bi)
=

1

2bi(a2 − b2)
.

Εποµένως, από την (1.7) προκύπτει ότι
ˆ ∞
−∞

1

(x2 + a2)(x2 + b2)
dx = lim

R→∞

ˆ R

−R

1

(x2 + a2)(x2 + b2)
dx

= 2πi
1

2i

(
1

a(b2 − a2)
+

1

b(a2 − b2)

)
=

π

ab(a+ b)
.

΄Αρα, ˆ ∞
0

1

(x2 + a2)(x2 + b2)
dx =

1

2

ˆ ∞
−∞

1

(x2 + a2)(x2 + b2)
dx =

π

2ab(a+ b)
.
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1.6 Ακαδηµαϊκό έτος 2009–10

ΣΧΟΛΗ ΗΜΜΥ

1η Σειρά Ασκήσεων στις Μιγαδικές Συναρτήσεις

1. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f = u+iv είναι αναλυτική στον τόποG. Αν u = v2, να αποδειχθεί

ότι η f είναι σταθερή.

Λύση. Από τις εξισώσεις Cauchy–Riemann έχουµε
vy = ux

vx = −uy

⇔

vy = 2vvx

vx = −2vvy

⇔

vy = 2vvx

vx = −4v2vx

⇔


vy = 2vvx(
1 + 4v2

)
vx = 0

 .

Εποµένως, vx = vy = ux = uy = 0 και κατά συνέπεια f ′ (z) = ux (x, y) + ivx (x, y) = 0 στον

τόπο G. ΄Αρα, από γνωστή πρόταση η f ϑα είναι σταθερή στον τόπο G.

2. ΄Εστω η συνάρτηση f(z) = u(x, y) + iv(x, y) είναι αναλυτική στον κλειστό δίσκο D(0, r) =

{z ∈ C : |z| ≤ r}. Να αποδειχθεί ότι
˛
C(0, r)

∂u

∂y
dx− ∂u

∂x
dy = 0 ,

όπου C(0, r) είναι ο κύκλος µε κέντρο το 0 και ακτίνα r.

Λύση. Ως γνωστόν η συνάρτηση u είναι αρµονική και εποµένως ικανοποιεί την εξίσωση

Laplace
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0 .

Επειδή η u έχει συνεχείς µερικές παραγώγους, από το κλασικό ϑεώρηµα του Green έχουµε
˛
C+(0, r)

∂u

∂y
dx− ∂u

∂x
dy = −

¨

D(0, r)

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
dxdy = 0 .

΄Αρα, ˛
C(0, r)

∂u

∂y
dx− ∂u

∂x
dy = 0 .

3. Να ϐρεθεί η αναλυτική συνάρτηση f = u+ iv στο C \ {0}, µε f(1) = 2 + 2i, τέτοια ώστε

u(x, y) =
x
(
x2 + y2 + 1

)
x2 + y2

.
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Να εκφραστεί η f σαν συνάρτηση του z = x+ iy.

Λύση. Η

u(x, y) = x+
x

x2 + y2

έχει συνεχείς µερικές παραγώγους δεύτερης τάξης στο C \ {0} και ικανοποιεί την εξίσωση

Laplace

uxx + uyy = 2x
x2 − 3y2

(x2 + y2)3
+ 2x

3y2 − x2

(x2 + y2)3
= 0 ,

δηλαδή η u είναι αρµονική στο C \ {0}.

Αν v είναι η συζυγής αρµονική της u, από την εξίσωση Cauchy–Riemann ux = vy είναι

vy = 1 +
y2 − x2

(x2 + y2)2
= 1− 1

x2 + y2
+

2y2

(x2 + y2)2
.

Ολοκληρώνοντας ως προς y έχουµε

v(x, y) = y − y

x2 + y2
+ c(x) .

Από τη δεύτερη εξίσωση Cauchy–Riemann uy = −vx προκύπτει ότι

− 2xy

(x2 + y2)2
= − 2xy

(x2 + y2)2
− c′(x)⇔ c′(x) = 0⇔ c(x) = c .

∆ηλαδή

v(x, y) = y − y

x2 + y2
+ c , c ∈ R .

Εποµένως,

f(z) = u(z, 0) + iv(z, 0) = z +
1

z
+ ic , c ∈ R .

΄Οµως f(1) = 2 + 2i, οπότε c = 2. ΄Αρα,

f(z) = z +
1

z
+ 2i .

4. Να ϐρεθεί η εικόνα, µέσω του µετασχηµατισµού w = tan z, του χωρίου

D = {z ∈ C : −π/4 ≤ <z ≤ 0, =z ≥ 0} .

Λύση.
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• ΄Εστω το ευθύγραµµο τµήµα y = 0, −π/4 ≤ x ≤ 0. Τότε, w = tan(x + iy) = tanx.

Επειδή η u = tanx είναι γνήσια αύξουσα στο διάστηµα [−π/4, 0], το ευθύγραµµο τµήµα

y = 0, −π/4 ≤ x ≤ 0 του z-επιπέδου απεικονίζεται στο ευθύγραµµο τµήµα v = 0,

−1 ≤ u ≤ 0 του w-επιπέδου.

• ΄Εστω η ηµιευθεία x = 0, y ≥ 0. Τότε,

w = tan(iy) = i tanh y , µε (tanh y)′ =
1

cosh2 y
> 0.

Επειδή η t = tanh y είναι γνήσια αύξουσα και

lim
y→∞

tanh y = lim
y→∞

ey − e−y

ey + e−y
= lim

y→∞

1− e−2y

1 + e−2y
= 1 ,

η ηµιευθεία x = 0, y ≥ 0 του z-επιπέδου απεικονίζεται στο ευθύγραµµο τµήµα u = 0,

0 ≤ v ≤ 1 του w-επιπέδου.

• ΄Εστω η ηµιευθεία x = −π/4, y ≥ 0. Τότε,

w = u(x, y) + iu(x, y) = tan(−π/4 + iy)

=
tan(−π/4) + tan(iy)

1− tan(−π/4) tan(iy)

=
−1 + i tanh y

1 + i tanh y

=
(−1 + i tanh y)(1− i tanh y)

1 + tanh2 y
=
−1 + tanh2 y

1 + tanh2 y
+ i

2 tanh y

1 + tanh2 y
.

Εποµένως,

u2(x, y) + v2(x, y) =
(−1 + tanh2 y)2

(1 + tanh2 y)2
+

4 tanh2 y

(1 + tanh2 y)2
=

(1 + tanh2 y)2

(1 + tanh2 y)2
= 1 .

Επίσης, επειδή y ≥ 0 έχουµε

−1 ≤ u(x, y) = 1− 2
1

1 + tanh2 y
< 0 µε lim

y→∞
u(x, y) = 0

και

0 ≤ v(x, y) =
2 tanh y

1 + tanh2 y
≤ 1 .

∆ηλαδή, η ηµιευθεία x = −π/4, y ≥ 0 του z-επιπέδου απεικονίζεται στο τόξο του

µοναδιαίου κύκλου που ϐρίσκεται στο 2ο τεταρτηµόριο του w-επιπέδου.



124 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

• Τέλος, το σηµείο z = −π/6 + i ln 2 ∈ D απεικονίζεται στο w = tan(−π/6 + i ln 2) =

(−4
√

3 + 15i)/21.

΄Αρα, το χωρίο D του z-επιπέδου απεικονίζεται µέσω του µετασχηµατισµού w = tan z στο

χωρίο

D′ =
{
w = u+ iv ∈ C : u2 + v2 ≤ 1 , −1 ≤ u ≤ 0, 0 ≤ v ≤ 1

}
.

5. ΄Εστω η µιγαδική συνάρτηση f είναι αναλυτική πάνω και στο εσωτερικό του µοναδιαίου κύκλου

C (0, 1) και έστω a ∈ C. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

I =
1

2πi

˛
C+(0, 1)

f(z)

z − a
dz ,

αν (i) |a| < 1 και (ii) |a| > 1.

Λύση. Η παραµετρική εξίσωση του µοναδιαίου κύκλου C+(0, 1) µε ϑετική ϕορά διαγραφής
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είναι z(θ) = eiθ, θ ∈ [0, 2π]. Εποµένως,

I =
1

2πi

ˆ 2π

0

f(eiθ)

eiθ − a
ieiθ dθ

=
1

2πi

ˆ 2π

0

(
f(eiθ)

e−iθ − a
(−ie−iθ)

)
dθ

=
1

2πi

ˆ 2π

0

f(eiθ)

e−iθ − a
ie−iθ dθ

=
1

2πi

ˆ 2π

0

f(eiθ)

eiθ − ae2iθ
ieiθ dθ

=
1

2πi

˛
C+(0, 1)

f(z)

z − az2
dz

=
1

2πi

˛
C+(0, 1)

f(z)

z
dz − 1

2πi

˛
C+(0, 1)

f(z)

z − 1/a
dz

΄Αρα, από τον ολοκληρωτικό τύπο Cauchy και από το ϑεώρηµα Cauchy έχουµε

I =
1

2πi

˛
C+(0, 1)

f(z)

z − a
dz =


f(0) αν |a| < 1 ,

f(0)− f(1/a) αν |a| > 1 .

6. ΄Εστω η µιγαδική συνάρτηση f είναι αναλυτική πάνω και στο εσωτερικό του µοναδιαίου κύκλου

C(0, 1). Αν |f(z)− z| < 1 στο µοναδιαίο κύκλο, δείξτε ότι

|f ′(1/2)| ≤ 8 .

Λύση. 1ος τρόπος. Από τον ολοκληρωτικό τύπο Cauchy για παραγώγους έχουµε

f ′(1/2) =
1

2πi

‰
|z|=1

f(z)

(z − 1/2)2
dz .

Για κάθε |z| = 1, δηλαδή για κάθε z στο µοναδιαίο κύκλο, είναι

|z − 1/2| ≥ |z| − 1/2 = 1− 1/2 = 1/2

και

|f(z)| = |(f(z)− z) + z| ≤ |f(z)− z|+ |z| < 1 + 1 = 2 .



126 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Εποµένως,

|f ′(1/2)| = 1

2π

∣∣∣∣∣
‰
|z|=1

f(z)

(z − 1/2)2
dz

∣∣∣∣∣
≤ 1

2π

‰
|z|=1

|f(z)|
|z − 1/2|2

|dz|

≤ 1

2π

‰
|z|=1

2

(1/2)2
|dz|

=
8

2π

‰
|z|=1

|dz| = 8

2π
2π = 8 .

2ος τρόπος. Από τις ανισότητες Cauchy έχουµε

|f ′(1/2)| ≤ M

1/2
= 2M ,

όπουM = max {|f(z)| : z ∈ C(1/2, 1/2)}. Επειδή για κάθε z ∈ C(0, 1) είναι |f(z)| < 2 και ο

κύκλος C(1/2, 1/2) ϐρίσκεται µέσα στον κύκλο C(0, 1), από την αρχή µεγίστου συνεπάγεται

ότι M < 2. ΄Αρα,

|f ′(1/2)| < 4 .

7. ΄Εστω η ακέραια συνάρτηση

f(z) =
∞∑
n=0

anz
n =

∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
zn , z ∈ C .

Να αποδειχθεί ότι για κάθε R > 0

∞∑
n=0

|an|Rn ≤ 2M(2R) , όπου M(r) = max {|f(z)| : |z| = r}.

Λύση. Από τις ανισότητες Cauchy έχουµε

|an| =
∣∣f (n)(0)

∣∣
n!

≤ M(2R)

(2R)n
.

Εποµένως,
∞∑
n=0

|an|Rn ≤
∞∑
n=0

M(2R)

(2R)n
Rn = M(2R)

∞∑
n=0

1

2n
= 2M(2R) .
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8. (προαιρετική άσκηση). Ολοκληρώνοντας την ακέραια συνάρτηση f(z) = e−iλze−z
2/2, λ ∈ R,

πάνω σε µια κατάλληλη κλειστή και τµηµατικά λεία καµπύλη γ του µιγαδικού επιπέδου, να

αποδειχθεί ότι
ˆ ∞
−∞

e−iλxe−x
2/2 dx =

√
2πe−λ

2/2 και εποµένως
ˆ ∞
−∞

e−x
2/2 cosλx dx =

√
2πe−λ

2/2 .

2η Σειρά Ασκήσεων στις Μιγαδικές Συναρτήσεις

1. Υποθέτουµε ότι η ακέραια συνάρτηση f : C→ C είναι τέτοια ώστε =f(z) ≥ 0, για κάθε z ∈ C.

∆είξτε ότι η συνάρτηση f είναι σταθερή.

Υπόδειξη. Θεωρείστε τη συνάρτηση g(z) = eif(z).

Λύση. Επειδή =f(z) ≥ 0, για κάθε z ∈ C, είναι

|g(z)| =
∣∣∣eif(z)∣∣∣ =

∣∣∣ei(<f(z)+i=f(z))∣∣∣ =
∣∣∣e−=f(z)+i<f(z)∣∣∣ = e−=f(z) ≤ e0 = 1 .

Εποµένως, από το κλασικό ϑεώρηµα Liouville η συνάρτηση g είναι σταθερή στο C. Τότε και η∣∣eif(z)∣∣ = e−=f(z) είναι σταθερή οπότε και η =f(z) είναι σταθερή. ΄Αρα, από γνωστή πρόταση

και η συνάρτηση f ϑα είναι σταθερή στο C.

2. ΄Εστω f αναλυτική συνάρτηση στον κλειστό µοναδιαίο δίσκο D(0, 1). Αν f(z) = 1 για κάθε z

στο ηµικύκλιο γ+ µε εξίσωση z(θ) = eiθ, 0 ≤ θ ≤ π, δείξτε ότι f(z) = 1 για κάθε z ∈ D(0, 1).

Λύση. Θεωρούµε τη συνάρτηση F (z) := (f(z)− 1)(f(−z)− 1) η οποία είναι αναλυτική στο

D(0, 1). Αν z ∈ γ+, τότε F (z) = 0. Επίσης αν z ∈ γ−, όπου γ− είναι το κάτω ηµικύκλιο

µε εξίσωση z(θ) = eiθ, π ≤ θ ≤ 2π, τότε το −z ∈ γ+ οπότε και πάλι F (z) = 0. Εποµένως,

για κάθε z στο µοναδιαίο κύκλο C(0, 1) είναι F (z) = 0 και από την αρχή µεγίστου ϑα είναι

F (z) = 0 για κάθε z ∈ D(0, 1). Ισοδύναµα,

(f(z)− 1)(f(−z)− 1) = 0 , για κάθε D(0, 1).

Τότε, από γνωστή πρόταση ϑα είναι είτε f(z)− 1 ≡ 0 ή f(−z)− 1 ≡ 0 στο D(0, 1). Επειδή η

f(z) − 1 ≡ 0 στο D(0, 1) είναι ισοδύναµη µε την f(−z) − 1 ≡ 0 στο D(0, 1), τελικά έχουµε

f(z) ≡ 1 στο D(0, 1).
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Χρησιµοποιήσαµε την παρακάτω πρόταση που είναι ένα πόρισµα του ϑεωρήµατος ταυτοτισµού.

Πρόταση. ΄Εστω f, g : G→ C αναλυτικές συναρτήσεις στον τόπο G ⊆ C µε

f(z)g(z) = 0 , για κάθε z ∈ G .

Τότε είτε f ≡ 0 ή g ≡ 0 στο G. Για την απόδειξη παραπέµπουµε στο [9].

3. ΄Εστω η συνάρτηση

f(z) =
1

z4 + 13z2 + 36
.

Να ϐρεθεί το ανάπτυγµα κατά Laurent της f µε κέντρο το z0 = 0 σ᾿ ένα δακτύλιο που περιέχει

το 2 + i. Ποιός είναι ο µεγαλύτερος τέτοιος δακτύλιος στον οποίο το ανάπτυγµα Laurent της

f ισχύει;

Λύση. Τα ±2i, ±3i είναι τα µεµονωµένα ανώµαλα σηµεία της f . Είναι

f(z) =
1

(z2 + 4)(z2 + 9)
=

1

5

[
1

z2 + 4
− 1

z2 + 9

]
.

Ως γνωστόν, 1/(1 + w) =
∑∞

n=0(−1)nwn, |w| < 1 (γεωµετρική σειρά).

Αν ∆ = {z ∈ C : 2 < |z| < 3}, το 2 + i ∈ ∆ και το ανάπτυγµα Laurent της f στο δακτύλιο ∆

είναι

f(z) =
1

5

[
1

z2 + 4
− 1

z2 + 9

]
=

1

5

[
1

z2
1

1 + 4/z2
− 1

9

1

1 + z2/9

]
=

1

5

[
1

z2

∞∑
n=0

(−1)n
(

4

z2

)n
− 1

9

∞∑
n=0

(−1)n
(
z2

9

)n]

=
1

5

[ ∞∑
n=0

(−1)n
4n

z2n+2
−
∞∑
n=0

(−1)n
z2n

9n+1

]
.

4. ΄Εστω f(z) =
∑∞

n=−∞ an(z − z0)n το ανάπτυγµα κατά Laurent της αναλυτικής συνάρτησης f

στο διάτρητο δίσκο ∆ = {z ∈ C : 0 < |z − z0| < R} µε κέντρο το z0 ∈ C. Αν για κάθε z ∈ ∆

|f(z)| ≤ C|z − z0|−p , 0 < p < 1 ,

χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα του Laurent να αποδειχθεί ότι το z0 είναι επουσιώδες ανώµαλο

σηµείο της f .
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Λύση. Από το ϑεώρηµα του Laurent οι συντελεστές an δίνονται από τον τύπο

an =
1

2πi

˛
C+(z0, r)

f(z)

(z − z0)n+1
dz ,

όπου C+(z0, r) είναι ο κύκλος µε κέντρο z0 και ακτίνα r, 0 < r < R. Εποµένως

|an| =
1

2π

∣∣∣∣∣
˛
C+(z0, r)

f(z)

(z − z0)n+1
dz

∣∣∣∣∣
≤ 1

2π

˛
C+(z0, r)

|f(z)|
|z − z0|n+1

|dz|

≤ C

2πrn+1+p

˛
C+(z0, r)

|dz| (|f(z)| ≤ C|z − z0|−p)

=
C

2πrn+1+p
2πr =

C

rn+p
.

Επειδή το p ∈ (0, 1), για κάθε n ≤ −1⇔ −n ≥ 1 έχουµε

|an| ≤ Cr−n−p −−−−→
r→0+

0 .

Εποµένως an = 0 για n = −1,−2,−3, . . . . ΄Αρα, το z0 είναι επουσιώδες(απαλείψιµο) ανώµαλο

σηµείο της f .

5. (αʹ) ΄Εστω ez−1/z =
∑∞

n=−∞ cnz
n το ανάπτυγµα Laurent της συνάρτησης f(z) = ez−1/z

µε κέντρο το z0 = 0 στο διάτρητο δίσκο ∆ = {z ∈ C : 0 < |z| <∞}. Να ϐρεθεί ο

συντελεστής cn, n ∈ N.

(ϐʹ) Να αποδειχθεί ότι
‰
|z|=1

ez−1/z

zn+1
dz = i

ˆ 2π

0
cos (nθ − 2 sin θ) dθ , n ∈ N .

(γʹ) Χρησιµοποιώντας τα (α΄) και (ϐ΄) να αποδειχθεί ότι για κάθε n ∈ N

1

2π

ˆ 2π

0
cos (nθ − 2 sin θ) dθ =

∞∑
k=0

(−1)k

k!(n+ k)!
.

Λύση.

(αʹ) Το 0 είναι µεµονωµένο ανώµαλο σηµείο της f(z) = ez−1/z. Επειδή

ew =

∞∑
n=0

wn

n!
, για κάθε w ∈ C,
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το ανάπτυγµα Laurent της f(z) = eze−1/z µε κέντρο z0 = 0 στο διάτρητο δίσκο: 0 <

|z| <∞ είναι

f(z) =

(
1 + · · ·+ zn

n!
+

zn+1

(n+ 1)!
+ · · ·+ zn+k

(n+ k)!
+ · · ·

)
×
(

1− 1

1!z
+

1

2!z2
− · · ·+ (−1)k

1

k!zk
+ · · ·

)
= · · ·+

(
1

n!
− 1

1!(n+ 1)!
+

1

2!(n+ 2)!
− · · ·+ (−1)k

1

k!(n+ k)!
+ · · ·

)
zn + · · ·

= · · ·+
∞∑
k=0

(−1)k

k!(n+ k)!
zn + · · · .

Εποµένως,

ez−1/z =
∞∑

n=−∞
cnz

n , µε cn =
∞∑
k=0

(−1)k

k!(n+ k)!
για κάθε n ∈ N .

(ϐʹ) Η εξίσωση του µοναδιαίου κύκλου είναι z = eiθ, 0 ≤ θ ≤ 2π. Επειδή dz = ieiθdθ = izdθ,

έχουµε

‰
|z|=1

ez−1/z

zn+1
dz = i

ˆ 2π

0

ee
iθ−e−iθ

einθ
dθ

= i

ˆ 2π

0

e2i sin θ

einθ
dθ

= i

ˆ 2π

0
ei(2 sin θ−nθ) dθ

= i

ˆ 2π

0
cos (nθ − 2 sin θ) dθ +

ˆ 2π

0
sin (nθ − 2 sin θ) dθ .

΄Οµως,
ˆ 2π

0
sin (nθ − 2 sin θ) dθ =

ˆ π

−π
sin (nθ − 2 sin θ) dθ

(η συνάρτηση f(θ) = sin (nθ − 2 sin θ) είναι 2π-περιοδική)

=

ˆ 0

−π
sin (nθ − 2 sin θ) dθ +

ˆ π

0
sin (nθ − 2 sin θ) dθ

= −
ˆ 0

π
sin (−nφ+ 2 sinφ) dθ +

ˆ π

0
sin (nθ − 2 sin θ) dθ

(αντικατάσταση θ = −φ)

= −
ˆ π

0
sin (nφ− 2 sinφ) dθ +

ˆ π

0
sin (nθ − 2 sin θ) dθ = 0 .
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Εποµένως, ‰
|z|=1

ez−1/z

zn+1
dz = i

ˆ 2π

0
cos (nθ − 2 sin θ) dθ , n ∈ N .

Σηµείωση. Αν η ολοκληρώσιµη συνάρτηση f : [−a, a]→ R, a ∈ R, είναι περιττή, τότε
ˆ a

−a
f(x) dx = 0 .

(γʹ) Αν n ∈ N, από το (α΄) προκύπτει ότι

Res

(
ez−1/z

zn+1
, 0

)
= cn =

∞∑
k=0

(−1)k

k!(n+ k)!
.

΄Αρα, από το (ϐ΄) έχουµε

1

2π

ˆ 2π

0
cos (nθ − 2 sin θ) dθ =

1

2πi

‰
|z|=1

ez−1/z

zn+1
dz

= Res

(
ez−1/z

zn+1
, 0

)
(ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων)

=
∞∑
k=0

(−1)k

k!(n+ k)!
.

6. ΄Εστω 1
sinπz =

∑∞
n=−∞ cnz

n στο διάτρητο δίσκο ∆1 = {z ∈ C : 0 < |z| < 1} και έστω 1
sinπz =∑∞

n=−∞ dnz
n στο δακτύλιο ∆2 = {z ∈ C : 1 < |z| < 2} τα αναπτύγµατα κατά Laurent της

συνάρτησης f(z) = 1
sinπz µε κέντρο το z0 = 0. Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα του Laurent

δείξτε ότι

cn − dn =


2
π αν n περιττός ,

0 αν n άρτιος .

Λύση. Από το ϑεώρηµα του Laurent οι συντελεστές cn, dn δίνονται από τους τύπους

cn =
1

2πi

˛
C+(0, r)

1

zn+1 sinπz
dz , dn =

1

2πi

˛
C+(0, R)

1

zn+1 sinπz
dz ,

όπου ο κύκλος C+ (0, r) µε κέντρο 0, ακτίνα r, 0 < r < 1 και ϑετική ϕορά διαγραφής ανήκει

στο δακτύλιο ∆1 και ο κύκλος C+ (0, R) µε κέντρο 0, ακτίνα R, 1 < R < 2 και ϑετική ϕορά

διαγραφής ανήκει στο δακτύλιο ∆2.
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Το 0 είναι το µοναδικό ανώµαλο σηµείο της f(z) = 1
zn+1 sinπz

στο εσωτερικό του κύκλου

C+ (0, r) και από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων

cn =
1

2πi

˛
C+(0, r)

1

zn+1 sinπz
dz = Res

(
1

zn+1 sinπz
, 0

)
.

Τα ανώµαλα σηµεία −1, 0 και 1 της f(z) = 1
zn+1 sinπz

ϐρίσκονται στο εσωτερικό του κύκλου

C+ (0, R) και από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων

dn =
1

2πi

˛
C+(0, R)

1

zn+1 sinπz
dz

= Res

(
1

zn+1 sinπz
, −1

)
+ Res

(
1

zn+1 sinπz
, 0

)
+ Res

(
1

zn+1 sinπz
, 1

)
.

Εποµένως,

cn − dn = −Res

(
1

zn+1 sinπz
, −1

)
− Res

(
1

zn+1 sinπz
, 1

)
.

Επειδή τα ανώµαλα σηµεία ±1 είναι απλοί πόλοι της f (z) = 1/zn+1 sinπz, έχουµε

cn − dn = − z−(n+1)

(sinπz)′

∣∣∣∣∣
z=−1

− z−(n+1)

(sinπz)′

∣∣∣∣∣
z=1

=
(−1)−(n+1)

π
+

1

π

=


2
π αν n περιττός ,

0 αν n άρτιος .

7. Αν a > b > 0, χρησιµοποιώντας µιγαδική ολοκλήρωση δείξτε ότι
ˆ π

0

sin2 θ

a+ b cos θ
dθ =

π

b2

(
a−

√
a2 − b2

)
.

Λύση. Είναι
ˆ π

0

sin2 θ

a+ b cos θ
dθ =

1

2

ˆ 2π

0

sin2 θ

a+ b cos θ
dθ =

1

4

ˆ 2π

0

1− cos 2θ

a+ b cos θ
dθ = <

(
1

4

ˆ 2π

0

1− e2iθ

a+ b cos θ
dθ

)
.

Η εξίσωση του µοναδιαίου κύκλου είναι z = eiθ, 0 ≤ θ ≤ 2π. Επειδή dz = ieiθdθ = izdθ και

cos θ = 1
2

(
z + z−1

)
, έχουµε

1

4

ˆ 2π

0

1− e2iθ

a+ b cos θ
dθ =

1

4

‰
|z|=1

1− z2

iz
[
a+ b

2 (z + z−1)
] dz

=
1

2i

‰
|z|=1

1− z2

bz2 + 2az + b
dz .



1.6. ΑΚΑ∆ΗΜΑΪΚΟ ΕΤΟΣ 2009–10 133

Τα σηµεία
(
−a±

√
a2 − b2

)
/b είναι απλοί πόλοι της f(z) = 1−z2

bz2+2az+b
. Επειδή µόνο το

σηµείο
(
−a+

√
a2 − b2

)
/b ϐρίσκεται στο εσωτερικό του µοναδιαίου κύκλου |z| = 1, από το

ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων είναι

ˆ π

0

sin2 θ

a+ b cos θ
dθ = <

[
1

2i
2πiRes

(
1− z2

bz2 + 2az + b
,
−a+

√
a2 − b2
b

)]

= π<

 1−
(
−a+

√
a2−b2
b

)2
2
(
−a+

√
a2 − b2

)
+ 2a


=
π

b2
<

2
(
b2 − a2 + a

√
a2 − b2

)
2
√
a2 − b2

 =
π

b2

(
a−

√
a2 − b2

)
.

8. ΄Εστω γR, µε εξίσωση z(θ) = Reiθ, 0 ≤ θ ≤ π, το ηµικύκλιο στο άνω ηµιεπίπεδο µε κέντρο 0

και ακτίνα R > 0. ∆είξτε πρώτα ότι

lim
R→∞

ˆ
γR

z − 1

z5 − 1
dz = 0

και στη συνέχεια ότι το γενικευµένο ολοκλήρωµα

ˆ ∞
−∞

x− 1

x5 − 1
dx =

4π

5
sin

2π

5
.

Λύση. Για κάθε z ∈ γ∗R είναι ∣∣∣∣ z − 1

z5 − 1

∣∣∣∣ ≤ |z|+ 1

|z|5 − 1
=

R+ 1

R5 − 1
.

Το µήκος του ηµικύκλιου γ∗R είναι πR και εποµένως∣∣∣∣ˆ
γR

z − 1

z5 − 1
dz

∣∣∣∣ ≤ πR(R+ 1)

R5 − 1
−−−−→
R→∞

0 .

΄Αρα,

lim
R→∞

ˆ
γR

z − 1

z5 − 1
dz = 0 .

Τα zk = e2kπi/5, k = 0, 1, 2, 3, 4 είναι τα µεµονωµένα ανώµαλα σηµεία της f(z) = z−1
z5−1 . Το

z0 = 1 είναι επουσιώδες ανώµαλο σηµείο της f και τα z1 = e2πi/5, z2 = e4πi/5 είναι απλοί

πόλοι της f που ϐρίσκονται στο άνω ηµιεπίπεδο. Ολοκληρώνουµε τη συνάρτηση f πάνω
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στην τµηµατικά λεία καµπύλη που αποτελείται από το ευθύγραµµο τµήµα [−R,R] και το

ηµικύκλιο γR, µε εξίσωση z(θ) = Reiθ, 0 ≤ θ ≤ π. Παίρνουµε το R αρκετά µεγάλο έτσι ώστε

οι απλοί πόλοι z1 = e2πi/5 και z2 = e4πi/5 της f να ϐρίσκονται εσωτερικά του ηµικύκλιου γR.

Είναι

Res
(
f, e2πi/5

)
=

e2πi/5 − 1

5
(
e2πi/5

)4 =
e4πi/5 − e2πi/5

5

και

Res
(
f, e4πi/5

)
=

e4πi/5 − 1

5
(
e4πi/5

)4 =
e8πi/5 − e4πi/5

5
.

Από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων έχουµε
ˆ R

−R

x− 1

x5 − 1
dx+

ˆ
γR

z − 1

z5 − 1
dz = 2πi

[
Res

(
f, e2πi/5

)
+ Res

(
f, e4πi/5

)]
.

Εποµένως,
ˆ ∞
−∞

x− 1

x5 − 1
dx =

2πi

5

(
e4πi/5 − e2πi/5 + e8πi/5 − e4πi/5

)
=

2πi

5

(
−e2πi/5 + e−2πi/5

)
=

2πi

5
(−2i sin (2π/5)) =

4π

5
sin (2π/5) .
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1.7 Ακαδηµαϊκό έτος 2008–9

ΣΧΟΛΗ ΗΜΜΥ

1η Σειρά Ασκήσεων στις Μιγαδικές Συναρτήσεις

1. Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση

f(z) = f(x+ iy) = 2
(
x2 − y2

)
cosx cosh y + 4xy sinx sinh y − 2 sinx cosh y

+ 2i
[(
y2 − x2

)
sinx sinh y + 2xy cosx cosh y − cosx sinh y

]
είναι αναλυτική στο C και να υπολογιστεί η παράγωγος f ′(z) συναρτήσει του z.

Λύση. Είναι f = u+ iv, µε u(x, y) = 2
(
x2 − y2

)
cosx cosh y+4xy sinx sinh y−2 sinx cosh y

και v(x, y) = 2
[(
y2 − x2

)
sinx sinh y + 2xy cosx cosh y − cosx sinh y

]
. Οι u, v έχουν συνε-

χείς µερικές παραγώγους στο R2 και ικανοποιούν τις εξισώσεις Cauchy–Riemann. Πράγµατι,

ux = vy = 2(y2 − x2) sinx cosh y + (4x− 2) cosx cosh y + 4y sinx sinh y + 4xy cosx sinh y

και

uy = −vx = 2(x2 − y2) cosx sinh y + (4x− 2) sinx sinh y − 4y cosx cosh y + 4xy sinx cosh y .

Εποµένως η f είναι αναλυτική στο C. Υπολογισµός της παραγώγου f ′(z):

Επειδή οι u, v είναι συζυγείς αρµονικές, ως γνωστόν

f(z) = u(z, 0) + iv(z, 0) = 2z2 cos z − 2 sin z = (z2 + i)eiz + (z2 − i)e−iz .

΄Αρα,

f ′(z) = 2(2z − 1) cos z − 2z2 sin z = (iz2 + 2z − 1)eiz − (iz2 − 2z + 1)e−iz .

2. Να ϐρεθεί η ακέραια συνάρτηση f = u+ iv, µε f(0) = i, τέτοια ώστε

u(x, y) = −ex(x sin y + y cos y) .

Να εκφραστεί η f σαν συνάρτηση του z = x+ iy.
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Λύση. Εύκολα διαπιστώνεται ότι uxx+uyy = 0, δηλαδή η u είναι αρµονική στοC. Ως γνωστόν,

στον απλά συνεκτικό τόπο C υπάρχει συζυγής αρµονική v της u. ∆ηλαδή η f = u + iv είναι

ακέραια συνάρτηση. Από την εξίσωση Cauchy–Riemann ux = vy έχουµε

vy = −exx sin y − ex sin y − exy cos y .

Εποµένως,

v (x, y) = exx cos y + ex cos y − ex
ˆ
y cos y dy

= exx cos y + ex cos y − ex (y sin y + cos y) + c (x)

= exx cos y − exy sin y + c (x) .

Από τη δεύτερη εξίσωση Cauchy–Riemann uy = −vx προκύπτει ότι

− exx cos y + exy sin y − ex cos y = −exx cos y − ex cos y + exy sin y + c′ (x)

⇔ c′ (x) = 0⇔ c (x) = c .

∆ηλαδή, v (x, y) = exx cos y − exy sin y + c και η ακέραια συνάρτηση

f (z) = u (z, 0) + iv (z, 0) = i (zez + c) , c ∈ R .

΄Οµως f (0) = i, οπότε c = 1. ΄Αρα,

f (z) = izez + i .

3. Αν w = Log z είναι ο κύριος(πρωτεύον) κλάδος του µιγαδικού λογαρίθµου, να ϐρεθεί η εικόνα

του µοναδιαίου δίσκου D(0, 1) = {z ∈ C : |z| < 1} µέσω της συνάρτησης

w = f(z) = Log
1 + z

1− z
.

Λύση. Ως γνωστόν, η συνάρτηση w = Log z = ln |z| + iArg z, −π < Arg z < π, είναι

αναλυτική στο C\(−∞, 0] και 1−1. Η αντίστροφή της είναι η εκθετική συνάρτηση. Εποµένως,

w = Log
1 + z

1− z
⇔ 1 + z

1− z
= ew ⇔ z =

ew − 1

ew + 1
.
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Επειδή |z| < 1, αν w = u+ iv έχουµε∣∣∣∣ew − 1

ew + 1

∣∣∣∣ < 1⇔ |ew − 1|2 < |ew + 1|2

⇔ ew+w − ew − ew + 1 < ew+w + ew + ew + 1

⇔ 2
(
ew + ew

)
> 0

⇔ 4eu cos v > 0

⇔ −π
2
< v <

π

2
.

΄Αρα, η εικόνα του µοναδιαίου κύκλου D(0, 1) µέσω της w = f(z) = Log 1+z
1−z είναι η λωρίδα{

w = u+ iv ∈ C : |v| < π

2

}
.

4. Να αποδειχθεί ότι ∣∣∣∣ˆ
γ
eiz

2
dz

∣∣∣∣ ≤ π

4r

(
1− e−r2

)
,

όπου γ η καµπύλη µε εξίσωση γ (θ) = reiθ, r > 0 και 0 ≤ θ ≤ π/4.

Υπόδειξη. Ως γνωστόν,

sin t ≥ 2t

π
, για κάθε 0 ≤ t ≤ π

2
.

Λύση. Για κάθε z ∈ γ∗ είναι∣∣∣eiz2∣∣∣ =
∣∣∣eir2e2iθ ∣∣∣ =

∣∣∣eir2 cos 2θ · e−r2 sin 2θ
∣∣∣ = e−r

2 sin 2θ .

΄Αρα, ∣∣∣∣ˆ
γ
eiz

2
dz

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ir
ˆ π/4

0
eir

2e2iθ · eiθ dθ

∣∣∣∣∣
≤ r
ˆ π/4

0

∣∣∣eir2e2iθ · eiθ∣∣∣ dθ
= r

ˆ π/4

0
e−r

2 sin 2θ dθ

=
r

2

ˆ π/2

0
e−r

2 sin t dt (αντικατάσταση t = 2θ)

≤ r

2

ˆ π/2

0
e−2tr

2/π dt (για κάθε t ∈
[
0, π2

]
είναι sin t ≥ 2t

π )

= − πe−2tr
2/π

4r

∣∣∣∣∣
t=π/2

t=0

=
π

4r

(
1− e−r2

)
.
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5. Αν w = Log z είναι ο κύριος(πρωτεύον) κλάδος του µιγαδικού λογαρίθµου, να υπολογιστεί το

ολοκλήρωµα ˆ
[−1,i]

1

z Log z
dz ,

όπου [−1, i] είναι το ευθύγραµµο τµήµα στο 2ο τεταρτηµόριο µε αρχή το −1 και πέρας το i

Λύση. Η w = Log z είναι αναλυτική στο C \ (−∞, 0] και απεικονίζει το άνω ηµιεπίπεδο

A = {z ∈ C : =z > 0} στη λωρίδα

Ω = {w ∈ C : 0 < =w < π} .

΄Εστω [−1 + t (1 + i) , i], 0 < t < 1, το ευθύγραµµο τµήµα στο 2ο τεταρτηµόριο µε αρχή το

−1 + t (1 + i) και πέρας το i. Επειδή

(Log (Log z))′ =
1

z Log z
, για κάθε z ∈ A,

από το ϑεµελιώδες ϑεώρηµα ολοκλήρωσης είναι
˛
[−1+t(1+i), i]

1

z Log z
dz = Log (Log i)− Log (Log (−1 + t (1 + i)))

= Log
(
i
π

2

)
− Log (Log (−1 + t (1 + i)))

= ln
π

2
+ i

π

2
− Log (Log (−1 + t (1 + i))) .

΄Αρα,
˛
γ

1

z Log z
dz = ln

π

2
+ i

π

2
− lim
t→0+

Log (Log (−1 + t (1 + i)))

= ln
π

2
+ i

π

2
− Log (iπ)

= ln
π

2
+ i

π

2
−
(

lnπ + i
π

2

)
= − ln 2 .

6. ΄Εστω f : G → C αναλυτική συνάρτηση στον απλά συνεκτικό τόπο G, µε f(z) 6= 0 για κάθε

z ∈ G. Να αποδειχθεί ότι υπάρχει αναλυτική συνάρτηση h στο G τέτοια ώστε

f(z) = eh(z) .

Σηµείωση. Η h είναι ένας αναλυτικός κλάδος του λογαρίθµου της f στο G.
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Απόδειξη. Παραπέµπουµε στο [9].

7. ΄Εστω f, g : C→ C ακέραιες συναρτήσεις τέτοιες ώστε

f2(z) + g2(z) = 1 , για κάθε z ∈ C.

∆είξτε ότι υπάρχει ακέραια συνάρτηση h τέτοια ώστε

f(z) = cos(h(z)) και g(z) = sin(h(z)) .

Λύση. Από την υπόθεση, για κάθε z ∈ C είναι

[f(z) + ig(z)] [f(z)− ig(z)] = 1 .

Επειδή η ακέραια συνάρτηση f + ig δεν µηδενίζεται στο C, από την προηγούµενη άσκηση

υπάρχει αναλυτική συνάρτηση h στο C τέτοια ώστε

f(z) + ig(z) = eih(z) .

Εποµένως

f(z)− ig(z) =
1

f(z) + ig(z)
= e−ih(z) .

΄Αρα,

f(z) =
eih(z) + e−ih(z)

2
= cos(h(z)) και g(z) =

eih(z) − e−ih(z)

2i
= sin(h(z)) .

8. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

I =
1

2πi

˛
C+

z + 1

z2(z − 2)
dz ,

όπου C+ είναι κύκλος µε ϑετική ϕορά διαγραφής που δεν διέρχεται από τα σηµεία 0 και 2.

Εξετάστε όλες τις δυνατές περιπτώσεις.

Λύση.

(αʹ) Ο κύκλος C+ δεν περιέχει τα σηµεία 0 και 2: Από το ϑεώρηµα του Cauchy είναι I = 0.
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(ϐʹ) Ο κύκλος C+ περιέχει µόνο το σηµείο 0: Από τον ολοκληρωτικό τύπο του Cauchy για

παραγώγους έχουµε

I =
1!

2πi

˛
C+

(z + 1) / (z − 2)

z2
dz =

(
z + 1

z − 2

)′∣∣∣∣
z=0

=
−3

(z − 2)2

∣∣∣∣
z=0

= −3

4
.

(γʹ) Ο κύκλος C+ περιέχει µόνο το σηµείο 2: Από τον ολοκληρωτικό τύπο του Cauchy έχου-

µε

I =
1

2πi

˛
C+

(z + 1) /z2

z − 2
dz =

z + 1

z2

∣∣∣∣
z=2

=
3

4
.

(δʹ) Ο κύκλος C+ περιέχει τα σηµεία 0 και 2: ΄Εστω C+
1 και C+

2 δύο κύκλοι που δεν τέµνο-

νται και ϐρίσκονται εσωτερικά του κύκλου C+, έτσι ώστε ο C+
1 περιέχει στο εσωτερικό

του µόνο το σηµείο 0 και ο C+
2 περιέχει στο εσωτερικό του µόνο το σηµείο 2. Από το

γενικευµένο ϑεώρηµα του Cauchy έχουµε

I =
1

2πi

˛
C+

z + 1

z2(z − 2)
dz =

1

2πi

˛
C+

1

z + 1

z2(z − 2)
dz +

1

2πi

˛
C+

2

z + 1

z2(z − 2)
dz

= −3

4
+

3

4
= 0 . (περιπτώσεις (ϐ΄) και (γ΄))

2η Σειρά Ασκήσεων στις Μιγαδικές Συναρτήσεις

1. (αʹ) ΄Εστω η συνάρτηση f είναι αναλυτική στον κλειστό δίσκο D(0, R) = {z ∈ C : |z| ≤ R}

και έστω M > 0. Αν |f(z)| > M για κάθε |z| = R και |f(0)| < M , να αποδειχθεί ότι η

f έχει τουλάχιστον µία ϱίζα στον ανοικτό δίσκο D(0, R) = {z ∈ C : |z| < R}.

(ϐʹ) Χρησιµοποιώντας το (α΄) να αποδειχθεί το ϑεµελιώδες ϑεώρηµα της άλγεβρας : κάθε πο-

λυώνυµο

p(z) = anz
n + an−1z

n−1 + · · ·+ a1z + a0 , a0, a1, . . . , an−1, an ∈ C , an 6= 0

έχει n ϱίζες στο C.

Υπόδειξη. Αρκεί να αποδειχθεί ότι το p έχει τουλάχιστον µία ϱίζα στοC. Είναι lim|z|→∞ |p(z)| =

∞.

Λύση.
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(αʹ) Αν υποθέτουµε ότι η f δεν µηδενίζεται στον ανοικτό δίσκο D(0, R), από την αρχή ελα-

χίστου καταλήγουµε σε άτοπο (η f δεν είναι σταθερή). Εποµένως η f έχει τουλάχιστον

µία ϱίζα στον ανοικτό δίσκο D(0, R).

(ϐʹ) ΄ΕστωM > |a0|. Επειδή lim|z|→∞ |p(z)| =∞, υπάρχει κύκλοςC(0, R) = {z ∈ C : |z| = R}

τέτοιος ώστε |p(z)| > M για κάθε z ∈ C(0, R), δηλαδή για κάθε |z| = R. Επειδή

|p(0)| = |a0| < M , από το (α΄) το πολυώνυµο p έχει τουλάχιστον µία ϱίζα στον ανοικτό

δίσκο D(0, R) = {z ∈ C : |z| < R}.

2. ΄Εστω η συνάρτηση

f(z) =
z2 + 2z + 2 + 2i

(z + 1)(z2 + 2i)
.

Να ϐρεθεί το ανάπτυγµα κατά Laurent της f µε κέντρο το z0 = 0 σ᾿ ένα δακτύλιο που περιέχει

το 3/2. Ποιός είναι ο µεγαλύτερος τέτοιος δακτύλιος στον οποίο το ανάπτυγµα Laurent της f

ισχύει;

Λύση. Τα −1,
√

2e3iπ/4 και
√

2e7iπ/4 είναι τα µεµονωµένα ανώµαλα σηµεία της f . Είναι

f(z) =
1

z + 1
+

2

z2 + 2i
.

Ως γνωστόν, 1/(1 − w) =
∑∞

n=0w
n και 1/(1 + w) =

∑∞
n=0(−1)nwn, |w| < 1 (γεωµετρική

σειρά).

Αν ∆ =
{
z ∈ C : |z| >

√
2
}
, το 3/2 ∈ ∆ και το ανάπτυγµα Laurent της f στο δακτύλιο ∆

είναι

f(z) =
1

z + 1
+

2

z2 + 2i

=
1

z

1

1 + 1/z
+

1

z2
2

1 + 2i/z2

=
1

z

∞∑
n=0

(−1)n
(

1

z

)n
+

2

z2

∞∑
n=0

(−1)n
(

2i

z2

)n
=

∞∑
n=0

(−1)n
1

zn+1
+

∞∑
n=0

(−1)n
2(2i)n

z2n+2
.
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3. Υποθέτουµε ότι γ είναι απλή, κλειστή, τµηµατικά λεία καµπύλη µε ϑετική ϕορά διαγραφής

και ότι το z0 = 0 ϐρίσκεται στο εσωτερικό της γ. Αν n ∈ Z, χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα

Laurent να αποδειχθεί ότι

1

2πi

˛
γ
w−n sin(1/w) dw =


(−1)k
(2k+1)! αν n = −2k, k = 0, 1, 2, . . . ,

0 διαφορετικά .

Λύση. Επειδή για κάθε z ∈ C

sin z =

∞∑
k=0

(−1)k
z2k+1

(2k + 1)!
,

είναι

w sin(1/w) =

∞∑
k=0

(−1)k
w−2k

(2k + 1)!
, 0 < |w| <∞ .

Εποµένως αν 0 < |w| <∞, τότε

w sin(1/w) =
∞∑

n=−∞
anw

n ,

όπου

an =


(−1)k
(2k+1)! αν n = −2k, k = 0, 1, 2, . . . ,

0 διαφορετικά .

΄Οµως, από το ϑεώρηµα Laurent οι συντελεστές an δίνονται από τον τύπο

an =
1

2πi

˛
C+(0, r)

w sin(1/w)

wn+1
dw =

1

2πi

˛
C+(0, r)

w−n sin(1/w) dw .

όπου C+(0, r) είναι κύκλος µε κέντρο 0 και ακτίνα r > 0. ΄Αρα, από το γενικευµένο ϑεώρηµα

Cauchy
1

2πi

˛
γ
w−n sin(1/w) dw =

˛
C+(0, r)

w−n sin(1/w) dw = an .

4. (αʹ) Να αποδειχθεί ότι

Res
(
e1/ze2z, 0

)
=

∞∑
n=0

2n

n!(n+ 1)!
.
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(ϐʹ) Υποθέτουµε ότι η ακέραια συνάρτηση f δεν έχει ϱίζες στον πραγµατικό άξονα. Αν n ∈ Z,

να αποδειχθεί ότι

Res (πf(z) cotπz, n) = f(n) .

Λύση.

(αʹ) Το 0 είναι µεµονωµένο ανώµαλο σηµείο της f(z) = e1/ze2z. Επειδή

ew =
∞∑
n=0

wn

n!
, για κάθε w ∈ C,

το ανάπτυγµα Laurent της f(z) = e1/ze2z µε κέντρο z0 = 0 στο διάτρητο δίσκο: 0 <

|z| <∞ είναι

e1/ze2z =

(
1 +

1

z
+

1

2!z2
+

1

3!z3
+

1

4!z4
+ · · ·

)
×
(

1 + 2z +
1

2!
(2z)2 +

1

3!
(2z)3 +

1

4!
(2z)4 + · · ·

)
= · · ·+

(
1 +

1

2!
2 +

1

3!

22

2!
+

1

4!

23

3!
+ · · ·

)
1

z
+ · · · .

Εποµένως,

Res
(
e1/ze2z, 0

)
= a−1 = 1 +

1

2!
2 +

1

3!

22

2!
+

1

4!

23

3!
+ · · · =

∞∑
n=0

2n

n!(n+ 1)!
.

(ϐʹ) Επειδή η συνάρτηση f δεν έχει ϱίζες στον πραγµατικό άξονα, τα zn = n, n ∈ Z, είναι

απλοί πόλοι της g(z) = πf(z) cotπz. Εποµένως,

Res (πf(z) cotπz, n) = lim
z→n

πf(z) cosπz

(sinπz)′
= lim

z→n
f(z) = f(n) . (η f είναι συνεχής)

5. Χρησιµοποιώντας µιγαδική ολοκλήρωση να υπολογιστεί το ολοκλήρωµαˆ 2π

0

cos 3θ

5− 4 cos θ
dθ = <

(ˆ 2π

0

e3iθ

5− 4 cos θ
dθ

)
.

Λύση. Η εξίσωση του µοναδιαίου κύκλου είναι z = eiθ, 0 ≤ θ ≤ 2π. Επειδή dz = ieiθdθ =

izdθ και cos θ = 1
2

(
z + z−1

)
, έχουµε

ˆ 2π

0

e3iθ

5− 4 cos θ
dθ =

‰
|z|=1

z3

iz [5− 2 (z + z−1)]
dz

= i

‰
|z|=1

z3

2z2 − 5z + 2
dz = i

‰
|z|=1

z3

(2z − 1) (z − 2)
dz .
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Τα σηµεία 1/2 και 2 είναι απλοί πόλοι της f(z) = z3

(2z−1)(z−2) . Επειδή µόνο το σηµείο 1/2

ϐρίσκεται στο εσωτερικό του µοναδιαίου κύκλου |z| = 1, από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών

υπολοίπων είναι
ˆ 2π

0

cos 3θ

5− 4 cos θ
dθ = <

[
2πi · iRes

(
z3

2z2 − 5z + 2
,

1

2

)]
= −2π<

[
z3

(2z2 − 5z + 2)′

∣∣∣∣
z=1/2

]

= −2π<

[
z3

4z − 5

∣∣∣∣
z=1/2

]
= −2π<

[
− 1

24

]
=

π

12
.

6. ΄Εστω γR, µε εξίσωση z (θ) = Reiθ, 0 ≤ θ ≤ π/2, το τόξο του κύκλου στο 1ο τεταρτηµόριο µε

κέντρο 0 και ακτίνα R > 0. Να αποδειχθεί ότι

lim
R→∞

ˆ
γR

z

1 + z4
dz = 0

και στη συνέχεια να υπολογιστεί το γενικευµένο ολοκλήρωµα
ˆ ∞
0

x

1 + x4
dx .

Λύση. Για κάθε z ∈ γ∗R είναι∣∣∣∣ z

1 + z4

∣∣∣∣ =
R

|1 + z4|
≤ R

|z|4 − 1
=

R

R4 − 1
.

Το µήκος του τόξου γ∗R είναι Rπ/2 και εποµένως∣∣∣∣ˆ
γR

z

1 + z4
dz

∣∣∣∣ ≤ R2π

2 (R4 − 1)
−−−−→
R→∞

0 .

΄Αρα,

lim
R→∞

ˆ
γR

z

1 + z4
dz = 0 .

Τα zk = e(2k+1)πi/4, k = 0, 1, 2, 3 είναι απλοί πόλοι της συνάρτησης f(z) = z
1+z4

. Μόνο

το z0 = eiπ/4 ϐρίσκεται στο 1ο τεταρτηµόριο. Ολοκληρώνουµε τη συνάρτηση f πάνω στην

τµηµατικά λεία καµπύλη που αποτελείται από το ευθύγραµµο τµήµα [0, R], το τόξο γR µε

εξίσωση z(θ) = Reiθ, 0 ≤ θ ≤ π/2 και το ευθύγραµµο τµήµα [Ri, 0]. Παίρνουµε το R αρκετά

µεγάλο έτσι ώστε ο απλός πόλος z0 = eiπ/4 της f να ϐρίσκεται εσωτερικά του τόξου γR. Είναι

Res
(
f, eiπ/4

)
=

eiπ/4

4e3iπ/4
=

1

4
e−iπ/2 = − i

4
.



1.7. ΑΚΑ∆ΗΜΑΪΚΟ ΕΤΟΣ 2008–9 145

Από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων έχουµε
ˆ R

0

x

1 + x4
dx+

ˆ
γR

z

1 + z4
dz −

ˆ R

0

iy

1 + y4
i dy = 2πiRes

(
f, eiπ/4

)
=
π

2

και ισοδύναµα

2

ˆ R

0

x

1 + x4
dx+

ˆ
γR

z

1 + z4
dz =

π

2
.

Εποµένως, ˆ ∞
0

x

1 + x4
dx = lim

R→∞

ˆ R

0

x

1 + x4
dx =

π

4
.

7. ΄Εστω f : G → C αναλυτική και 1 − 1 συνάρτηση στο τόπο G ⊆ C και έστω D(z0, R) =

{z ∈ C : |z − z0| ≤ R} ⊂ G. ΄Εστωw ∈ f (D(z0, R)), όπουD(z0, R) = {z ∈ C : |z − z0| < R}.

Να αποδειχθεί ότι η αντίστροφη συνάρτηση f−1 δίνεται από τον τύπο

f−1(w) =
1

2πi

˛
C+(z0, R)

ζf ′(ζ)

f(ζ)− w
dζ ,

όπου C+ (z0, R) κύκλος µε κέντρο z0 ακτίνα R και ϑετική ϕορά διαγραφής.

Σηµείωση. Αν η αναλυτική συνάρτηση f είναι 1 − 1 στον τόπο G, τότε f ′(z) 6= 0 για κάθε

z ∈ G.

Λύση. Το ζ = f−1(w) είναι το µοναδικό ανώµαλο σηµείο της συνάρτησης

g(ζ) =
ζf ′(ζ)

f(ζ)− w
.

Αν f−1(w) = 0, το 0 είναι επουσιώδες ανώµαλο σηµείο της g και εποµένως

1

2πi

˛
C+(z0, R)

ζf ′(ζ)

f(ζ)− w
dζ = 0 = f−1(w) .
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΄Εστω f−1(w) 6= 0. Επειδή f ′(ζ) 6= 0 για κάθε ζ ∈ G, το ζ = f−1(w) είναι απλός πόλος της g.

Από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων έχουµε

1

2πi

˛
C+(z0, R)

ζf ′(ζ)

f(ζ)− w
dζ = Res

(
ζf ′(ζ)

f(ζ)− w
, ζ = f−1(w)

)
= lim

ζ→f−1(w)

ζf ′(ζ)
d
dζ (f(ζ)− w)

= lim
ζ→f−1(w)

ζf ′(ζ)

f ′(ζ)

= lim
ζ→f−1(w)

ζ = f−1(w) .
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1.8 Ακαδηµαϊκό έτος 2007–8

ΣΧΟΛΗ ΗΜΜΥ

1η Σειρά Ασκήσεων στις Μιγαδικές Συναρτήσεις

1. ΄Εστω p (z) = anz
n +an−1z

n−1 + · · ·+a1z+a0, a0, a1, . . . , an−1, an ∈ C, an 6= 0, πολυώνυµο

ϐαθµού n. Να αποδειχθεί ότι

1

2
|an| |z|n ≤ |p (z)| ≤ 3

2
|an| |z|n , για κάθε |z| ≥ R := max

{
1,

2

|an|

n−1∑
k=0

|ak|

}
.

Λύση. Παραπέµπουµε στο [9].

2. ΄Εστω οι παραγωγίσιµες συναρτήσεις ϕ1, ϕ2 : R → R, µε ϕ1(0) = 1 και ϕ2(0) = 0. Αν η

συνάρτηση

f(z) = f (x+ iy) := ex (ϕ1(y) + iϕ2(y))

είναι αναλυτική στο C, να αποδειχθεί ότι ϕ1(y) = cos y και ϕ2(y) = sin y. ∆ηλαδή f(z) = ez.

Λύση. Είναι f(z) = u(x, y) + iv(x, y) µε u(x, y) = exϕ1(y) και v(x, y) = exϕ2(y). Επειδή η

f αναλυτική στο C, ϑα πρέπει να ικανοποιούνται οι εξισώσεις Cauchy–Riemann. ∆ηλαδή,
ux = vy

uy = −vx

⇔

exϕ1(y) = exϕ′2(y)

exϕ′1(y) = −exϕ2(y)

⇔

ϕ1(y) = ϕ′2(y)

ϕ′1(y) = −ϕ2(y)


και ισοδύναµα 

ϕ′′1(y) + ϕ1(y) = 0

ϕ2(y) = −ϕ′1(y)

 .

΄Εχουµε τη διαφορική εξίσωση

ϕ′′1(y) + ϕ1(y) = 0 , µε ϕ1(0) = 1 και ϕ′1(0) = −ϕ2(0) = 0 .

Η λύση της διαφορικής εξίσωσης είναι ϕ1(y) = cos y. Εποµένως, ϕ2(y) = −ϕ′1(y) = sin y.

΄Αρα,

f(z) = ex (cos y + i sin y) = ez .
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3. Να ϐρεθούν οι τιµές των a, b ∈ R για τις οποίες η συνάρτηση

f(z) = − sinx sinh y + a sinx cosh y + i (cosx sinh y + b cosx cosh y)

είναι αναλυτική στο C. Στη συνέχεια να εκφράσετε την f σαν συνάρτηση του z = x + iy και

να υπολογιστεί η f ′(z).

Λύση. Είναι f(z) = u(x, y)+iv(x, y), µε u(x, y) = − sinx sinh y+a sinx cosh y και v(x, y) =

cosx sinh y + b cosx cosh y. Οι συναρτήσεις u, v έχουν συνεχείς µερικές παραγώγους στο R2.

Για να είναι η f αναλυτική στο C, ϑα πρέπει να ικανοποιούνται οι εξισώσεις Cauchy–Riemann.

∆ηλαδή,
ux = vy

uy = −vx

⇔

− cosx sinh y + a cosx cosh y = cosx cosh y + b cosx sinh y

− sinx cosh y + a sinx sinh y = sinx sinh y + b sinx cosh y


και ισοδύναµα 

(a− 1) cosx cosh y = (b+ 1) cosx sinh y

(a− 1) sinx sinh y = (b+ 1) sinx cosh y

 ,

για κάθε (x, y) ∈ R2. Για x = y = 0 συνεπάγεται ότι a = 1, ενώ για x = π/2 και y = 0 έπεται

ότι b = −1. Επειδή η v είναι συζυγής αρµονική της u, ως γνωστόν

f(z) = u(z, 0) + iv(z, 0) = sin z + i(− cos z) = −i (cos z + i sin z) = −ieiz .

΄Αρα,

f ′(z) = eiz .

4. ΄Εστω η συνάρτηση

u (x, y) =


<
(
i+z
i−z

)
αν z 6= i,

0 αν z = i ,

όπου z = x+ iy ∈ C. Να αποδειχθεί ότι η u είναι αρµονική στο µοναδιαίο δίσκο, ισούται µε

το 0 στο µοναδιαίο κύκλο και είναι συνεχής στον κλειστό µοναδιαίο δίσκο εκτός από το σηµείο

z = i.
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Λύση. Επειδή η συνάρτηση f (z) := i+z
i−z είναι αναλυτική στο µοναδιαίο δίσκο D (0, 1) =

{z ∈ C : |z| < 1}, η u είναι αρµονική στο D (0, 1). Είναι

i+ z

i− z
=

x+ i (y + 1)

−x+ i (1− y)
=

[x+ i (y + 1)] [−x− i (1− y)]

x2 + (y − 1)2
=

1− x2 − y2 − 2ix

x2 + (y − 1)2
,

οπότε

u (x, y) =


1−x2−y2
x2+(y−1)2 αν (x, y) 6= (0, 1),

0 αν (x, y) = (0, 1) .

Παρατηρούµε ότι αν x2 + y2 = 1, τότε u (x, y) = 0, δηλαδή η u ισούται µε το 0 στο µοναδιαίο

κύκλο. Επίσης, η u είναι συνεχής στον κλειστό µοναδιαίο δίσκο D (0, 1) = {z ∈ C : |z| ≤ 1}

εκτός από το σηµείο z = i, δηλαδή το σηµείο (0, 1) του µοναδιαίου κύκλου. Πράγµατι,

u (0, y) =
1− y2

(y − 1)2
=

1 + y

1− y
−−−−→
y→1−

∞ .

5. Αν η συνάρτηση h : (0,∞) → R είναι δύο ϕορές συνεχώς παραγωγίσιµη, να ϐρεθούν όλες οι

αρµονικές συναρτήσεις της µορφής

u (x, y) := h (|z|) = h
(√

x2 + y2
)
, z = x+ iy ∈ C \ {0} .

Λύση. Αν t =
√
x2 + y2, είναι

ux =
x

t
h′(t) , uxx =

x2

t2
h′′(t) +

y2

t3
h′(t) και uy =

y

t
h′(t) , uyy =

y2

t2
h′′(t) +

x2

t3
h′(t) .

Επειδή η συνάρτηση u είναι αρµονική στο R2 \ {(0, 0)},

uxx + uyy =
x2 + y2

t2
h′′(t) +

x2 + y2

t3
h′(t) = 0⇔ th′′(t) + h′(t) = 0 , για κάθε t > 0 .

Η λύση της διαφορικής εξίσωσης είναι h(t) = c1 ln t+ c2, t > 0, µε c1, c2 ∈ R. ΄Αρα,

u(x, y) = c1 ln
√
x2 + y2 + c2 , c1, c2 ∈ R .

6. Να ϐρεθεί η ακέραια συνάρτηση f = u+ iv, µε f(0) = −i, τέτοια ώστε

u(x, y) = y3 − 3x2y + y2 − x2 .
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Να εκφράσετε την f σαν συνάρτηση του z = x+ iy.

Λύση. Εύκολα διαπιστώνεται ότι uxx+uyy = 0, δηλαδή η u είναι αρµονική στοC. Ως γνωστόν,

στον απλά συνεκτικό τόπο C υπάρχει συζυγής αρµονική v της u. ∆ηλαδή η f = u + iv είναι

ακέραια συνάρτηση. Από την εξίσωση Cauchy–Riemann ux = vy έχουµε

vy = −6xy − 2x .

Εποµένως,

v(x, y) = −3xy2 − 2xy + c(x) .

Από τη δεύτερη εξίσωση Cauchy–Riemann uy = −vx προκύπτει ότι

3y2 − 3x2 + 2y = 3y2 + 2y − c′(x)⇔ c′(x) = 3x2 ⇔ c(x) = x3 + c .

∆ηλαδή v(x, y) = −3xy2 − 2xy + x3 + c και η ακέραια συνάρτηση

f(z) = u(z, 0) + iv(z, 0) = −z2 + i(z3 + c) ,

c ∈ R. ΄Οµως f(0) = −i, οπότε c = −1. ΄Αρα,

f(z) = iz3 − z2 − i .

7. Να ϐρεθεί η εικόνα, µέσω της f(z) = sin z, του χωρίου

R =
{
z = x+ iy : −π

2
≤ x ≤ π

2
, 0 ≤ y ≤ 1

}
.

Λύση. Είναι

w = sin z = sin(x+ iy) = u(x, y) + iv(x, y) ,

όπου u(x, y) = sinx cosh y και v(x, y) = cosx sinh y. ΄Εστω το ευθύγραµµο τµήµα ec:

y = 1, −π/2 ≤ x ≤ π/2. Τότε, u = sinx cosh 1 και v = cosx sinh 1, δηλαδή u2/ cosh2 1 +

v2/ sinh2 1 = 1, όπου − cosh 1 ≤ u ≤ cosh 1 και 0 ≤ v ≤ sinh 1. Εποµένως, το ευθύγραµµο

τµήµα ec απεικονίζεται στο τµήµα της έλλειψης: u2

cosh2 1
+ v2

sinh2 1
= 1 που ϐρίσκεται στο άνω

ηµιεπίπεδο.
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Τα σηµεία a (−π/2, 0) και b (π/2, 0) απεικονίζονται στα σηµεία A(−1, 0) και B(1, 0) αντίστοι-

χα. Τα A,B είναι οι εστίες της έλλειψης: u2

cosh2 1
+ v2

sinh2 1
= 1. Τα ευθύγραµµα τµήµατα ea και

bc απεικονίζονται στα ευθύγραµµα τµήµατα EA και BC αντίστοιχα. Τέλος, το ευθύγραµµο

τµήµα ab απεικονίζεται στο ευθύγραµµο τµήµα AB. ΄Αρα, το ορθογώνιο R απεικονίζεται στο

χωρίο R′ του σχήµατος.

8. Να λυθεί η εξίσωση

sin z = 3 , z ∈ C .

Λύση. Είναι

sin z = 3⇔ eiz − e−iz

2i
= 3⇔ eiz − e−iz − 6i = 0⇔ (eiz)2 − 6ieiz − 1 = 0 .

Λύνοντας την εξίσωση (eiz)2 − 6ieiz − 1 = 0, έχουµε

eiz = 3i±
√

8i = (3± 2
√

2)i = |3± 2
√

2|eπi/2 .

Εποµένως,

iz = ln |3± 2
√

2|+ i
π

2
+ 2kπi⇔ z = −i ln |3± 2

√
2|+ π

2
+ 2kπ , k ∈ Z .
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2η Σειρά Ασκήσεων στις Μιγαδικές Συναρτήσεις

1. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα ˛
C+(0, r)

<z dz ,

όπου C+ (0, r) είναι ο κύκλος µε κέντρο 0, ακτίνα r > 0 και ϑετική ϕορά διαγραφής.

Λύση. Είναι <z = (z + z̄) /2 και z (θ) = reiθ, 0 ≤ θ ≤ 2π, η εξίσωση του κύκλου |z| = r.

Εποµένως,
˛
C+(0, r)

<z dz =

ˆ 2π

0

1

2

(
reiθ + re−iθ

)
ireiθ dθ

= i
r2

2

ˆ 2π

0

(
e2iθ + 1

)
dθ

= i
r2

2

ˆ 2π

0
(cos 2θ + i sin 2θ + 1) dθ

= i
r2

2

(
sin 2θ

2
− icos 2θ

2
+ θ

)∣∣∣∣θ=2π

θ=0

= i
r2

2
2π = iπr2 .

2. (αʹ) Να αποδειχθεί ότι ∣∣∣∣∣
˛
|z|=1

e1/z dz

∣∣∣∣∣ ≤ 2πe .

(ϐʹ) ΄Εστω γR, µε εξίσωση γR (θ) = Reiθ, 0 ≤ θ ≤ π, το ηµικύκλιο του άνω ηµιεπιπέδου µε

κέντρο 0 και ακτίνα R > 0. ∆είξτε ότι

lim
R→∞

ˆ
γR

1

z3 + 1
dz = 0 .

Λύση.

(αʹ) Η εξίσωση του µοναδιαίου κύκλου είναι z (θ) = eiθ, 0 ≤ θ ≤ 2π και εποµένως∣∣∣e1/z∣∣∣ =
∣∣∣ee−iθ ∣∣∣ =

∣∣∣ecos θ−i sin θ∣∣∣ = ecos θ ≤ e , για κάθε |z| = 1 .

Εποµένως,∣∣∣∣∣
˛
|z|=1

e1/z dz

∣∣∣∣∣ ≤ e
ˆ
|z|=1

|dz| = e× (µήκος του κύκλου |z| = 1) = 2πe .
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(ϐʹ) Για κάθε z ∈ γ∗R είναι ∣∣∣∣ 1

z3 + 1

∣∣∣∣ =
1

|z3 + 1|
≤ 1

|z|3 − 1
=

1

R3 − 1
.

Το µήκος του ηµικύκλιου γ∗R είναι Rπ και εποµένως∣∣∣∣ˆ
γR

1

z3 + 1
dz

∣∣∣∣ ≤ Rπ

R3 − 1
−−−−→
R→∞

0 .

΄Αρα,

lim
R→∞

ˆ
γR

1

z3 + 1
dz = 0 .

3. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα ˆ
c

z

z2 + 12
dz ,

όπου c η πολυγωνική γραµµή: [−i, 1] ∪ [1, 2i].

Λύση.

1ος τρόπος. Ως γνωστόν η συνάρτηση w = Log z µε

Log z = ln |z|+ iArg z , −π < Arg z < π ,

είναι αναλυτική στον απλά συνεκτικό τόπο C \ (−∞, 0]. Επειδή το z2 + 12 /∈ (−∞, 0],

για κάθε z πάνω και στο εσωτερικό του τριγώνου T µε κορυφές τα σηµεία −i, 1 και 2i, η

συνάρτηση g(z) := 1
2 Log(z2 + 12) είναι αναλυτικη πάνω και στο εσωτερικό του τριγώνου T
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µε g′(z) = z
z2+12

. Εποµένως, από το ϑεµελιώδες ϑεώρηµα ολοκλήρωσης

ˆ
c

z

z2 + 12
dz =

1

2
Log((2i)2 + 12)− 1

2
Log((−i)2 + 12)

=
1

2
Log 8− 1

2
Log 11

=
1

2
ln 8− 1

2
ln 11 =

1

2
ln

(
8

11

)
.

2ος τρόπος. Σ᾿ ένα απλά συνεκτικό τόπο που περιέχει το τρίγωνο T , το ολοκλήρωµα της

αναλυτικής συνάρτησης f(z) = z
z2+12

είναι ανεξάρτητο του δρόµου ολοκλήρωσης. Μπορούµε

λοιπόν να ολοκληρώσουµε πάνω στο ευθύγραµµο τµήµα [−i, 2i] µε εξίσωση z(t) = −i+ 3it,

t ∈ [0, 1]. Εποµένως,

ˆ
c

z

z2 + 12
dz =

ˆ
[−i, 2i]

z

z2 + 12
dz

=

ˆ 1

0

−i+ 3it

(−i+ 3it)2 + 12
3i dt

=

ˆ 1

0

9t− 3

9t2 − 6t− 11
dt

=
1

2
ln |9t2 − 6t− 11|

∣∣t=1

t=0

=
1

2
ln 8− 1

2
ln 11 =

1

2
ln

(
8

11

)
.

4. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

‰
|z|=1

eaz

z
dz , a > 0

και στη συνέχεια να αποδειχθεί ότι

ˆ π

0
ea cos θ cos(a sin θ) dθ = π .

Λύση. Επειδή η f(z) = eaz, a > 0, είναι ακέραια συνάρτηση, από τον ολοκληρωτικό τύπο

Cauchy ‰
|z|=1

eaz

z
dz =

‰
|z|=1

eaz

z − 0
dz = 2πi eaz|z=0 = 2πi .
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Η εξίσωση του κύκλου |z| = 1 είναι z(θ) = eiθ, −π ≤ θ ≤ π και εποµένως

2πi =

˛
C+(0, 1)

eaz

z
dz =

ˆ π

−π

eae
iθ

eiθ
ieiθ dθ

= i

ˆ π

−π
ea cos θ+ia sin θ dθ

= i

ˆ π

−π
ea cos θ [cos(a sin θ) + i sin(a sin θ)] dθ

= −
ˆ π

−π
ea cos θ sin(a sin θ) dθ + i

ˆ π

−π
ea cos θ cos(a sin θ) dθ .

΄Αρα, ˆ π

−π
ea cos θ cos(a sin θ) dθ = 2π ⇔

ˆ π

0
ea cos θ cos(a sin θ) dθ = π .

5. ΄Εστω γ απλή, κλειστή και τµηµατικά λεία καµπύλη στο C µε ϑετική ϕορά διαγραφής. Υποθέ-

τουµε ότι η συνάρτηση f είναι αναλυτική πάνω και στο εσωτερικό της γ και ότι τα z1, z2, . . . , zn

είναι σηµεία στο εσωτερικό της γ διάφορα µεταξύ τους. Αν

Q(z) = (z − z1)(z − z2) · · · (z − zn) ,

δείξτε ότι το

P (z) :=
1

2πi

‰
γ

f(w)

Q(w)

Q(w)−Q(z)

w − z
dw

είναι το µοναδικό πολυώνυµο ϐαθµού n − 1 που έχει τις ίδιες τιµές µε την f στα σηµεία

z1, z2, . . . , zn, δηλαδή P (zk) = f(zk), k = 1, 2, . . . , n.

Λύση. Επειδή Q(zk) = 0, k = 1, 2, . . . , n, από τον ολοκληρωτικό τύπο Cauchy έχουµε

P (zk) =
1

2πi

‰
γ

f(w)

w − zk
dw = f(zk) , k = 1, 2, . . . , n .

Θα αποδείξουµε στη συνέχεια ότι το P είναι ένα πολυώνυµο ϐαθµού n− 1. Επειδή το Q(w)−

Q(z) είναι πολυώνυµο ϐαθµού n ως προς z, υπάρχουν ak(w) τέτοια ώστε

Q(w)−Q(z) = (w − z)
n−1∑
k=0

ak(w)zk .

΄Αρα,

P (z) =

n−1∑
k=0

(
1

2πi

‰
γ

f(w)

Q(w)
ak(w)

)
zk .



156 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

6. ΄Εστω το πολυώνυµο p(z) =
∑n

k=0 akz
k, ak ∈ C, an 6= 0, ϐαθµού τουλάχιστον 2, δηλαδή

n ≥ 2. Αν οι ϱίζες του πολυωνύµου περιέχονται στο εσωτερικό της απλής, κλειστής και

τµηµατικά λείας καµπύλης γ, δείξτε ότι
˛
γ

1

p(z)
dz = 0 .

Υπόδειξη. Ως γνωστόν(παραπέµπουµε στο [9]) υπάρχει R ≥ 1 τέτοιο ώστε

|p(z)| ≥ 1

2
|an||z|n , για κάθε |z| ≥ R .

Λύση. Παίρνουµε το R αρκετά µεγάλο έτσι ώστε η κλειστή καµπύλη γ να περιέχεται στον

κύκλο |z| = R και να είναι

|p(z)| ≥ 1

2
|an||z|n , για κάθε |z| ≥ R .

Ισοδύναµα,
1

|p(z)|
≤ 2

|an||z|n
, για κάθε |z| ≥ R .

Από το γενικευµένο ϑεώρηµα του Cauchy έχουµε
˛
γ

1

p(z)
dz =

˛
|z|=R

1

p(z)
dz .

Εποµένως ∣∣∣∣˛
γ

1

p(z)
dz

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
˛
|z|=R

1

p(z)
dz

∣∣∣∣∣
≤
˛
|z|=R

1

|p(z)|
|dz|

≤
˛
|z|=R

2

|an||z|n
|dz|

=
2

|an|Rn

˛
|z|=R

|dz|

=
2

|an|Rn
2πR =

4π

|an|Rn−1
−−−−→
R→∞

0 .

΄Αρα, ˛
γ

1

p(z)
dz = 0 .
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7. Υποθέτουµε ότι η ακέραια συνάρτηση f : C → C είναι τέτοια ώστε |f(z)| ≤ Aeax για κάθε

z = x+ iy ∈ C, όπου a,A > 0. ∆είξτε ότι

f(z) = ceaz , για κάποια σταθερά c ∈ C .

Ισχύει το ίδιο αποτέλεσµα αν |f(z)| ≤ Aea|z|, για κάθε z ∈ C;

Λύση. Η συνάρτηση g(z) = f(z)/eaz είναι ακέραια και τέτοια ώστε

|g(z)| = |f(z)|
|eaz|

=
|f(z)|
|eax+iay|

=
|f(z)|
eax

≤ A , για κάθε z = x+ iy ∈ C .

Από το ϑεώρηµα Liouville η g ϑα είναι σταθερή, έστω g(z) = c. Εποµένως f(z) = ceaz για

κάποια σταθερά c ∈ C.

Αν είναι |f(z)| ≤ Aea|z|, για κάθε z ∈ C, τότε δεν συνεπάγεται ότι f(z) = ceaz για κάποια

σταθερά c ∈ C. Πράγµατι, η f(z) = A sin az, a,A > 0, είναι µια ακέραια συνάρτηση η οποία

δεν είναι της µορφής f(z) = ceaz, για κάποια σταθερά c ∈ C. ΄Οµως είναι

|f(z)| = A

∣∣∣∣eiaz − e−iaz2i

∣∣∣∣ ≤ A

2

(
e|iaz| + e|−iaz|

)
= Aea|z| .

8. Να εξεταστεί αν ισχύουν τα παρακάτω:

(αʹ) Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στον απλά συνεκτικό τόπο D, τότε υπάρχει συνάρτηση

F παραγωγίσιµη στο D µε F ′(z) = f(z), για κάθε z ∈ D.

(ϐʹ) Υπάρχει αναλυτική συνάρτηση f στον ανοικτό δίσκο D(0, 2) = {z ∈ C : |z| < 2}, τέτοια

ώστε

|f(x+ iy)|2 = 4− x2 − y2 , για κάθε z = x+ iy ∈ D(0, 2) .

Λύση.

(αʹ) Ισχύει στην περίπτωση που η f είναι αναλυτική συνάρτηση στον απλά συνεκτικό τόπο

D. Αν όµως η f είναι συνεχής, χωρίς να είναι παραγωγίσιµη, τότε δεν ισχύει. Μια τέτοια

συνάρτηση είναι η f(z) = z̄ η οποία είναι συνεχής στον απλά συνεκτικό τόπο C και

πουθενά παραγωγίσιµη. Αν υπήρχε συνάρτηση F παραγωγίσιµη στο C µε F ′(z) = z̄,

τότε ως γνωστόν και η w = F ′(z), δηλαδή η w = z̄ ϑα ήταν παραγωγίσιµη στο C, άτοπο.
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(ϐʹ) Αν υπήρχε τέτοια αναλυτική συνάρτηση f , τότε |f(0)|2 = 4⇔ |f(0)| = 2, ενώ στο σύνορο

του κλειστού και ϕραγµένου δίσκου D(0, r) = {z ∈ C : |z| ≤ r}, 0 < r < 2, δηλαδή για

|z| = r ϑα είναι |f(z)|2 = 4 − r2 < 4 ⇔ |f(z)| < 2. Από την αρχή µεγίστου αυτό είναι

άτοπο. ΄Αρα, δεν υπάρχει τέτοια αναλυτική συνάρτηση f στον ανοικτό δίσκο D(0, 2).

9. Σ᾿ ένα κλειστό και ϕραγµένο διάστηµα του R κάθε πραγµατική συνεχής συνάρτηση προ-

σεγγίζεται οµοιόµορφα από πολυώνυµα. Αυτό είναι το κλασικό προσεγγιστικό ϑεώρηµα του

Weierstrass.

∆ηλαδή αν a < b ∈ R και η συνάρτηση f : [a, b] → R είναι συνεχής, για κάθε ε > 0 υπάρχει

πολυώνυµο

p(x) =
n∑
k=0

akx
k (n ∈ N , ak ∈ R)

τέτοιο ώστε

|f(x)− p(x)| < ε , για κάθεx ∈ [a, b] .

Το ανάλογο του ϑεωρήµατος του Weierstrass δεν ισχύει στη µιγαδική περίπτωση. Πράγµατι,

έστω η συνεχής συνάρτηση f(z) = 1
z ορισµένη στο µοναδιαίο κύκλο C(0, 1) = {z ∈ C : |z| =

1} που είναι ένα συµπαγές(κλειστό και ϕραγµένο) υποσύνολο του C. Αν για ε = 1 υποθέσουµε

ότι υπάρχει πολυώνυµο

p(z) =
n∑
k=0

akz
k (n ∈ N , ak ∈ C)

τέτοιο ώστε ∣∣∣∣1z − p(z)
∣∣∣∣ < 1 , για κάθε |z| = 1 ,

δείξτε ότι αυτό οδηγεί σε άτοπο.

Λύση. ΄Εχουµε υποθέσει ότι∣∣∣∣1z − p(z)
∣∣∣∣ < 1⇔ |1− zp(z)| < 1 , για κάθε |z| = 1 .

΄Εστω q(z) := zp(z). Το q είναι ένα πολυώνυµο και εποµένως είναι αναλυτική µη σταθερή

συνάρτηση στο C, τέτοια ώστε

|1− q(z)| < 1 , για κάθε |z| = 1 .
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Τότε από την αρχή µεγίστου ϑα πρέπει να είναι

|1− q(z)| < 1 , για κάθε |z| ≤ 1 .

΄Οµως από την παραπάνω ανισότητα για z = 0 έχουµε

1 = |1− q(0)| < 1 ,

που είναι άτοπο.
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1.9 Ακαδηµαϊκό έτος 2006–07

ΣΧΟΛΗ ΗΜΜΥ

1η Σειρά Ασκήσεων στις Μιγαδικές Συναρτήσεις

1. Υποθέτουµε ότι οι ϱίζες z1, z2, . . . , zn του πολυωνύµου

p(z) = a(z − z1)(z − z2) · · · (z − zn) ,

a ∈ C, ϐρίσκονται στο άνω ηµιεπίπεδο =z > 0.

(αʹ) Να αποδειχθεί ότι για κάθε x ∈ R

=p
′(x)

p(x)
=

=z1
|x− z1|2

+
=z2

|x− z2|2
+ · · ·+ =zn

|x− zn|2
> 0 .

(ϐʹ) Να υπολογιστεί το γενικευµένο ολοκλήρωµαˆ ∞
−∞
=p
′(x)

p(x)
dx .

Λύση.

(αʹ) Επειδή

p′(z)

p(z)
=

1

z − z1
+

1

z − z2
+ · · ·+ 1

z − zn
=

z − z1
|z − z1|2

+
z − z2
|z − z2|2

+ · · ·+ z − zn
|z − zn|2

,

για κάθε x ∈ R είναι

=p
′(x)

p(x)
= = x− z1
|x− z1|2

+ = x− z2
|x− z2|2

+ · · ·+ = x− zn
|x− zn|2

=
=z1

|x− z1|2
+

=z2
|x− z2|2

+ · · ·+ =zn
|x− zn|2

> 0 .

(ϐʹ) Αν zk = xk + iyk, k = 1, 2, . . . , n, είναι yk > 0 καιˆ ∞
−∞

=zk
|x− zk|2

dx =

ˆ ∞
−∞

yk
(x− xk)2 + y2k

dx

= lim
R→+∞
r→−∞

ˆ R

r

yk
(x− xk)2 + y2k

dx

= lim
R→+∞
r→−∞

arctan

(
x− xk
yk

)∣∣∣∣x=R
x=r

= lim
R→+∞

arctan

(
R− xk
yk

)
− lim
r→−∞

arctan

(
r − xk
yk

)
=
π

2
−
(
−π

2

)
= π .
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Εποµένως,
ˆ ∞
−∞
=p
′(x)

p(x)
dx =

ˆ ∞
−∞

=z1
|x− z1|2

dx+

ˆ ∞
−∞

=z2
|x− z2|2

dx+ · · ·+
ˆ ∞
−∞

=zn
|x− zn|2

dx

= πn .

2. ΄Εστω η συνάρτηση f : C→ C µε

f(z) =


e−1/z

4
αν z 6= 0,

0 αν z = 0 .

∆είξτε ότι ικανοποιούνται οι εξισώσεις Cauchy–Riemann στο σηµείο (0, 0) ενώ δεν υπάρχει η

παράγωγος f ′(0).

Λύση. Είναι

lim
x→0+

f(x, 0)− f(0, 0)

x− 0
= lim

x→0+

e−1/x
4

x

= lim
t→∞

t1/4

et
(αντικατάσταση t = x−4)

=
1

4
lim
t→∞

t−3/4

et
(L’Hôpital)

= 0

και παρόµοια

lim
x→0−

f(x, 0)− f(0, 0)

x− 0
= lim

x→0−

e−1/x
4

x
= 0 .

Εποµένως fx(0, 0) = 0. Κατά τον ίδιο τρόπο αποδεικνύεται ότι

fy(0, 0) = lim
y→0

f(0, y)− f(0, 0)

y − 0
= 0 .

΄Αρα fx(0, 0) = −ify(0, 0) = 0, δηλαδή ικανοποιούνται οι εξισώσεις Cauchy–Riemann στο

σηµείο (0, 0).

Θα αποδείξουµε τώρα ότι η f δεν είναι παραγωγίσιµη στο 0. Παρατηρούµε ότι

f(0 + h)− f(0)

h
=
f(h)

h
=


e−1/h

4
/h αν h ∈ R,

e1/4x
4
/(1 + i)x αν h = x+ ix, x ∈ R .
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Εποµένως,

lim
h→0
h∈R

f(0 + h)− f(0)

h
= lim

h→0

e−1/h
4

h
= 0 και lim

h→0
h=x+ix

f(0 + h)− f(0)

h
=

1

1 + i
lim
x→0

e1/4x
4

x
=∞ .

΄Αρα, η παράγωγος f ′(0) δεν υπάρχει.

Σηµείωση. Το ότι η f δεν είναι παραγωγίσιµη στο 0 προκύπτει και από το γεγονός ότι η f δεν

είναι καν συνεχής στο 0. Πράγµατι, είναι

lim
r→0+

f
(
reiπ/4

)
= lim

r→0+
e1/r

4
=∞

3. ΄Εστω η συνάρτηση f : A ⊆ C → R, όπου A είναι ανοικτό σύνολο. ∆ηλαδή η f παίρνει

πραγµατικές τιµές. Αν η f είναι παραγωγίσιµη στο z0 ∈ A, να αποδειχθεί ότι f ′(z0) = 0.

Απόδειξη. Είναι

lim
h→0

f(z0 + h)− f(z0)

h
= f ′(z0) .

Εποµένως,

lim
h→0
h∈R

f(z0 + h)− f(z0)

h
= f ′(z0)

και επειδή το αριστερό µέλος παίρνει πραγµατικές τιµές ϑα πρέπει και η παράγωγος f ′(z0)

να είναι πραγµατικός αριθµός. Αν h = ik, k ∈ R, τότε και πάλι

lim
k→0

f(z0 + ik)− f(z0)

ik
= f ′(z0) .

΄Οµως το αριστερό µέλος είναι ϕανταστικός αριθµός οπότε if ′(z0) ∈ R. ΄Εχουµε λοιπόν

αποδείξει ότι f ′(z0) ∈ R και if ′(z0) ∈ R και αυτό συνεπάγεται ότι f ′(z0) = 0.

4. ΄Εστω η συνάρτηση f : G ⊆ C → C είναι αναλυτική στον τόπο G. Υποθέτουµε ότι υπάρχει

ευθεία γραµµή L στο C τέτοια ώστε f(z) ∈ L, για κάθε z ∈ G. Να αποδειχθεί ότι η f είναι

σταθερή στον τόπο G.

Υπόδειξη. Κάθε ευθεία γραµµή L στο C είναι της µορφής

L = {z ∈ C : z = z0 + tw, t ∈ R}

για κατάλληλο z0 ∈ C και w ∈ C, w 6= 0.
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Απόδειξη. Αν f(z) ∈ L, τότε

f(z)− z0
w

∈ R , για κάθε z ∈ G .

΄Οµως η συνάρτηση (f(z)− z0) /w είναι αναλυτική στον τόπο G και παίρνει πραγµατικές

τιµές. Από γνωστή πρόταση(από την προηγούµενη άσκηση συνεπάγεται ότι f ′(z) = 0, για

κάθε z ∈ G), η f είναι σταθερή στον τόπο G.

5. Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση

f(z) = f(x+ iy) = e2xy
[
cos
(
y2 − x2

)
+ i sin

(
y2 − x2

)]
είναι αναλυτική στο C και να υπολογιστεί η παράγωγος f ′(z).

Λύση. Είναι f = u+ iv µε u(x, y) = e2xy cos(y2−x2) και v(x, y) = e2xy sin(y2−x2). Οι u, v

έχουν συνεχείς µερικές παραγώγους στο R2 και ικανοποιούν τις εξισώσεις Cauchy–Riemann.

Πράγµατι, 
ux = vy = 2e2xy

[
y cos(y2 − x2) + x sin(y2 − x2)

]
uy = −vx = 2e2xy

[
x cos(y2 − x2)− y sin(y2 − x2)

]
 .

Εποµένως η f είναι αναλυτική στο C. Υπολογισµός της παραγώγου f ′(z):

1ος τρόπος. Ως γνωστόν

f ′ (z) = fx (x, y) = ux (x, y) + ivx (x, y)

= 2e2xy
[(
y cos

(
y2 − x2

)
+ x sin

(
y2 − x2

))
+i
(
y sin

(
y2 − x2

)
− x cos

(
y2 − x2

))]
.

2ος τρόπος. Επειδή οι u, v είναι συζυγείς αρµονικές, ως γνωστόν

f(z) = u(z, 0) + iv(z, 0) = cos z2 − i sin z2 = e−iz
2
.

΄Αρα,

f ′(z) = −2izeiz
2
.
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6. Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση u(x, y) = x3 + 6x2y − 3xy2 − 2y3 είναι αρµονική στο R2. Να

ϐρεθεί η συζυγής αρµονική v της u και στη συνέχεια η ακέραια συνάρτηση f(z) = u(x, y) +

iv(x, y).

Λύση. Εύκολα διαπιστώνεται ότι uxx + uyy = 0, δηλαδή η u είναι αρµονική στο R2. Από την

εξίσωση Cauchy–Riemann vy = ux έχουµε

vy = 3x2 + 12xy − 3y2 , οπότε v(x, y) = 3x2y + 6xy2 − y3 + c(x) .

Από τη δεύτερη εξίσωση Cauchy–Riemann uy = −vx προκύπτει ότι

6x2 − 6xy − 6y2 = −6xy − 6y2 − c′(x)⇔ c′(x) = −6x2 .Εποµένως c(x) = −2x3 + c .

∆ηλαδή v(x, y) = 3x2y + 6xy2 − y3 − 2x3 + c και η ακέραια συνάρτηση

f(z) = u(z, 0) + iv(z, 0) = z3 + i(−2z3 + c) = (1− 2i)z3 + ic ,

c ∈ R.

7. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση ϕ : R → R είναι δύο ϕορές συνεχώς παραγωγίσιµη. Αν η

συνάρτηση u (x, y) = ϕ (xy) είναι αρµονική στο R2, να ϐρεθεί η u. Στη συνέχεια να ϐρεθεί η

συζυγής αρµονική v της u καθώς επίσης και η ακέραια συνάρτηση f (z) = u (x, y) + iv (x, y).

Λύση. Αν t = xy, είναι ux = yϕ′ (t), uxx = y2ϕ′′ (t) και παρόµοια uyy = x2ϕ′′ (t). Επειδή η

συνάρτηση u είναι αρµονική στο R2,

uxx + uyy =
(
x2 + y2

)
ϕ′′ (t) = 0⇔ ϕ′′ (t) = 0 , για κάθε t ∈ R .

Εποµένως ϕ (t) = at+b, οπότε u (x, y) = axy+b, a, b ∈ R. Από την εξίσωση Cauchy–Riemann

vy = ux έχουµε

vy = ay , οπότε v (x, y) =
a

2
y2 + c (x) .

Από τη δεύτερη εξίσωση Cauchy–Riemann uy = −vx προκύπτει ότι

ax = −c′ (x)⇔ c′ (x) = −ax .Εποµένως , c (x) = −a
2
x2 + c .

∆ηλαδή, v (x, y) = a
(
y2 − x2

)
/2 + c, c ∈ R και η ακέραια συνάρτηση

f (z) = u (z, 0) + iv (z, 0) = b+ i
(
−a

2
z2 + c

)
= −ai

2
z2 + b+ ic ,

c ∈ R.
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8. Να ϐρεθεί η εικόνα, µέσω της f (z) = ez, του χωρίου

D = {z = x+ iy : 1 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ π} .

Λύση. Το ευθύγραµµο τµήµα x = 1, 0 ≤ y ≤ π, απεικονίζεται στο ηµικύκλιο w = eeiy,

0 ≤ y ≤ π, του άνω ηµιεπιπέδου µε ακτίνα e. Παρόµοια, το ευθύγραµµο τµήµα x = 2,

0 ≤ y ≤ π, απεικονίζεται στο ηµικύκλιο w = e2eiy, 0 ≤ y ≤ π, του άνω ηµιεπιπέδου µε ακτίνα

e2. Η εικόνα του ευθύγραµµου τµήµατος [1, 2] είναι w = exei0 = ex, 1 ≤ x ≤ 2, δηλαδή

το ευθύγραµµο τµήµα
[
e, e2

]
, ενώ το ευθύγραµµο τµήµα [1 + iπ, 2 + iπ] απεικονίζεται στο

w = exeiπ = −ex, 1 ≤ x ≤ 2, που είναι το ευθύγραµµο τµήµα
[
−e2,−e

]
. ΄Αρα, το ορθογώνιο

D απεικονίζεται στο χωρίο D′ του σχήµατος.

9. Να αποδειχθεί ότι

| sin z| ≤ coshR και | cos z| ≤ coshR ,

για κάθε z ∈ D(0, R) = {z ∈ C : |z| ≤ R}.

Λύση. Αν |z| = |x+ iy| ≤ R, τότε |y| ≤ R και εποµένως

| sin z| =
∣∣∣∣eiz − e−iz2i

∣∣∣∣ ≤ 1

2

(
|eiz|+ |e−iz|

)
=

1

2

(
|eix−y|+ |e−ix+y|

)
=
ey + e−y

2
= cosh y ≤ coshR .
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Παρόµοια,

| cos z| =
∣∣∣∣eiz + e−iz

2

∣∣∣∣ ≤ 1

2

(
|eiz|+ |e−iz|

)
=

1

2

(
|eix−y|+ |e−ix+y|

)
=
ey + e−y

2
= cosh y ≤ coshR .

10. Να ϐρεθεί ο κλάδος λογαρίθµου w = log z στον τόπο D = C \ {iy : y ≤ 0}, τέτοιος ώστε

log i = 5πi/2. Αν hλ (z) = zλ = eλ log z, λ ∈ C, να υπολογιστεί η παράγωγος h′3/2 (−1).

Λύση. Είναι log z = ln |z|+ iθ(z) + 2kπi, k ∈ Z, όπου θ(z) ∈ (−π/2, 3π/2).

Επειδή

log i = ln |i|+ iθ(i) + 2kπi = ln 1 + i
π

2
+ 2kπi =

πi

2
+ 2kπi

και log i = 5πi/2, συνεπάγεται ότι k = 1. ΄Αρα,

log z = ln |z|+ i [θ(z) + 2π] .
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Είναι log(−1) = 3πi και

h′λ(z) = eλ log z · λ
z

= eλ log z · λ

elog z
= λe(λ−1) log z = λzλ−1 = λhλ−1(z) .

Εποµένως,

h′3/2(−1) =
3

2
h1/2(−1) =

3

2
elog(−1)/2 =

3

2
e3πi/2 = −3i

2
.

2η Σειρά Ασκήσεων στις Μιγαδικές Συναρτήσεις

1. (αʹ) Να αποδειχθεί ότι ∣∣∣∣˛
γ
ez=z dz

∣∣∣∣ ≤ (2 +
√

2)e .

όπου γ το τρίγωνο µε κορυφές τα σηµεία 0, 1 και 1 + i.

(ϐʹ) ΄Εστω C, µε εξίσωση z(θ) = Reiθ, 0 ≤ θ ≤ π/4, το τόξο του κύκλου µε κέντρο 0 και

ακτίνα R > 0. Να αποδειχθεί ότι∣∣∣∣ˆ
C
eiz

2
dz

∣∣∣∣ ≤ π

4R

(
1− e−R2

)
.

Υπόδειξη. Είναι sin θ ≥ 2θ/π, για κάθε θ ∈ [0, π/2].

Λύση.

(αʹ) Αν z = x+ iy είναι σηµείο του τριγώνου γ, τότε 0 ≤ x, y ≤ 1 και εποµένως∣∣∣ez=z∣∣∣ =
∣∣∣e(x−iy)y∣∣∣ = exy ≤ e , για κάθε z ∈ γ .

Επειδή το µήκος του τριγώνου γ είναι ίσο µε 2 +
√

2, τελικά έχουµε∣∣∣∣˛
γ
ez=z dz

∣∣∣∣ ≤ e ˆ
γ
|dz| = e× (µήκος του τριγώνου γ) = (2 +

√
2)e .

(ϐʹ) Αν z(θ) = Reiθ, 0 ≤ θ ≤ π/4, τότε∣∣∣eiz(θ)2∣∣∣ =
∣∣∣eiR2(cos 2θ+i sin 2θ)

∣∣∣
= e−R

2 sin 2θ ≤ e−R24θ/π . (επειδή sin 2θ ≥ 4θ/π)
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Εποµένως,

∣∣∣∣ˆ
C
eiz

2
dz

∣∣∣∣ ≤ ˆ
C

∣∣∣eiz2∣∣∣ |dz|
=

ˆ π/4

0

∣∣∣eiz(θ)2∣∣∣ ∣∣z′ (θ)∣∣ dθ
≤
ˆ π/4

0
e−R

24θ/πRdθ

= − π

4R
e−R

24θ/π
∣∣∣θ=π/4
θ=0

=
π

4R

(
1− e−R2

)
.

2. ∆είξτε ότι ˆ
γ

1

z
dz =

1

2
ln 5 + i arctan

(
1

2

)
,

όπου γ : [0, 1]→ C είναι η καµπύλη του επιπέδου µε εξίσωση γ(t) = 1 + t+ i sin
(
5
2πt
)
.

Λύση. 1ος τρόπος. Η καµπύλη γ ϐρίσκεται στον απλά συνεκτικό τόπο C \ (−∞, 0] όπου ο

κύριος(πρωτεύον) κλάδος του λογαρίθµου

Log z = ln |z|+ iArg z , µε − π < Arg z < π ,

είναι η παράγουσα του 1/z, δηλαδή (Log z)′ = 1/z. Από το ϑεµελιώδες ϑεώρηµα ολοκλήρω-
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σης

ˆ
γ

1

z
dz = Log γ(1)− Log γ(0)

= Log(2 + i)− Log(1)

= Log(2 + i) =
1

2
ln 5 + i arctan

(
1

2

)
.

2ος τρόπος. Στον απλά συνεκτικό τόποC\(−∞, 0] το ολοκλήρωµα της αναλυτικής συνάρτησης

f(z) = 1/z είναι ανεξάρτητο του δρόµου ολοκλήρωσης. Μπορούµε λοιπόν να ολοκληρώσουµε

πρώτα πάνω στο ευθύγραµµο τµήµα [1, 2] και στη συνέχεια πάνω στο ευθύγραµµο τµήµα

[2, 2 + i], µε εξίσωση z(y) = 2 + iy, 0 ≤ y ≤ 1. Εποµένως,

ˆ
γ

1

z
dz =

ˆ
[1,2]

1

z
dz +

ˆ
[2,2+i]

1

z
dz

=

ˆ 2

1

1

x
dx+ i

ˆ 1

0

1

2 + iy
dy

= ln 2 + i

ˆ 1

0

2− iy
22 + y2

dy

= ln 2 + i

ˆ 1

0

2

4 + y2
dy +

ˆ 1

0

y

4 + y2
dy

= ln 2 + i arctan
(y

2

)∣∣∣y=1

y=0
+

1

2
ln
(
4 + y2

)∣∣y=1

y=0

= ln 2 + i arctan

(
1

2

)
+

1

2
ln 5− 1

2
ln 4 =

1

2
ln 5 + i arctan

(
1

2

)
.

3. Χρησιµοποιώντας το γενικευµένο ϑεώρηµα Cauchy, σε συνδυασµό µε τους ολοκληρωτικούς

τύπους Cauchy, να αποδειχθεί ότι

1

2πi

‰
|z|=2

cos z

z(z − 1)2
dz = 1− sin 1− cos 1 .

Λύση. ΄Εστω C1 και C2 δύο κύκλοι που δεν τέµνονται και ϐρίσκονται εσωτερικά του κύκλου

|z| = 2, έτσι ώστε ο C1 περιέχει στο εσωτερικό του µόνο το σηµείο 0 και ο C2 περιέχει στο

εσωτερικό του µόνο το σηµείο 1.
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Από το γενικευµένο ϑεώρηµα του Cauchy έχουµε

1

2πi

‰
|z|=2

cos z

z(z − 1)2
dz =

1

2πi

˛
C+

1

cos z

z(z − 1)2
dz +

1

2πi

˛
C+

2

cos z

z(z − 1)2
dz .

΄Οµως από τον ολοκληρωτικό τύπο του Cauchy είναι

1

2πi

˛
C+

1

cos z

z(z − 1)2
dz =

1

2πi

˛
C+

1

cos z/(z − 1)2

z
dz =

cos z

(z − 1)2

∣∣∣∣
z=0

= 1

και από τον ολοκληρωτικό τύπο του Cauchy για παραγώγους έχουµε

1

2πi

˛
C+

2

cos z

z(z − 1)2
dz =

1

2πi

˛
C+

2

cos z/z

(z − 1)2
dz

=
(cos z

z

)′∣∣∣∣
z=1

=
−z sin z − cos z

z2

∣∣∣∣
z=1

= − sin 1− cos 1 .

΄Αρα,
1

2πi

‰
|z|=2

cos z

z(z − 1)2
dz = 1− sin 1− cos 1 .

4. ΄Εστω D ένα κλειστό και ϕραγµένο συνεκτικό σύνολο του επιπέδου, που το σύνορό του ∂D

αποτελείται από ένα πεπερασµένο αριθµό από απλές κλειστές και τµηµατικά λείες καµπύ-

λες που δεν τέµνει η µία την άλλη και είναι ϑετικά προσανατολισµένες. Αν η συνάρτηση

f : D → C, f(z) = u(x, y) + iv(x, y), έχει συνεχείς µερικές παραγώγους (ϑεωρούµε την

f σαν συνάρτηση δύο πραγµατικών µεταβλητών), χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα του Green
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στο επίπεδο- κλασικό ϑεώρηµα της διανυσµατικής ανάλυσης - να αποδειχθούν οι παρακάτω

῾῾µιγαδικές µορφές ᾿᾿ του ϑεωρήµατος του Green

¨

D

∂f

∂z
dxdy = − 1

2i

˛
∂D

f dz , (1.8)

¨

D

∂f

∂z
dxdy =

1

2i

˛
∂D

f dz . (1.9)

Υπενθυµίζεται ότι

∂f

∂z
=

1

2

(
∂f

∂x
− i∂f

∂y

)
=

1

2

[
∂u

∂x
+
∂v

∂y
+ i

(
∂v

∂x
− ∂u

∂y

)]
και

∂f

∂z
=

1

2

(
∂f

∂x
+ i

∂f

∂y

)
=

1

2

[
∂u

∂x
− ∂v

∂y
+ i

(
∂v

∂x
+
∂u

∂y

)]
.

Λύση. Είναι

− 1

2i

˛
∂D

f dz = − 1

2i

˛
∂D

(u+ iv) (dx− idy)

=
1

2

˛
∂D

(−vdx+ udy) +
i

2

˛
∂D

udx+ vdy

=
1

2

¨

D

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)
dxdy +

i

2

¨

D

(
∂v

∂x
− ∂u

∂y

)
dxdy

(από το ϑεώρηµα Green)

=

¨

D

1

2

[
∂u

∂x
+
∂v

∂y
+ i

(
∂v

∂x
− ∂u

∂y

)]
dxdy

=

¨

D

∂f

∂z
dxdy .

Η απόδειξη της (1.9) είναι παρόµοια.

5. Χρησιµοποιώντας τις µιγαδικές µορφές (1.8) και (1.9) του ϑεωρήµατος Green, δηλαδή µε δύο

διαφορετικούς τρόπους, να αποδειχθεί ότι

¨

|z|≤1

cos z dxdy = π .
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Λύση. Χρησιµοποιώντας τον τύπο (1.8) έχουµε
¨

|z|≤1

cos z dxdy =

¨

|z|≤1

∂

∂z
(sin z) dxdy

= − 1

2i

‰
|z|=1

sin z dz (τύπος (1.8))

= − 1

2i

‰
|z|=1

sin z d

(
1

z

)
(επειδή |z| = 1⇔ zz = 1⇔ z = 1

z )

=
1

2i

‰
|z|=1

sin z

z2
dz

= π

(
1

2πi

‰
|z|=1

sin z

z2
dz

)
= π (sin z)′

∣∣
z=0

(ολοκληρωτικός τύπος του Cauchy για παραγώγους)

= π cos 0 = π .

Αν χρησιµοποιήσουµε τον τύπο (1.9), τότε
¨

|z|≤1

cos z dxdy =

¨

|z|≤1

∂

∂z
(z cos z) dxdy

=
1

2i

‰
|z|=1

z cos z dz

=
1

2i

‰
|z|=1

cos z

z
dz (επειδή |z| = 1⇔ zz = 1⇔ z = 1

z )

= π

(
1

2πi

‰
|z|=1

cos z

z
dz

)
= π cos 0 = π . (ολοκληρωτικός τύπος Cauchy)

6. Υποθέτουµε ότι η ακέραια συνάρτηση f : C→ C ικανοποιεί την ανισότητα
ˆ 2π

0

∣∣∣f (reiθ)∣∣∣ dθ ≤ r5/2 , για κάθε r > 0 .

Να αποδειχθεί ότι f (n)(0) = 0, n = 0, 1, 2, . . . . Τι συµπεραίνετε για τη συνάρτηση f ;

Λύση. Είναι z(θ) = reiθ, 0 ≤ θ ≤ 2π, η εξίσωση του κύκλου |z| = r µε κέντρο 0 ακτίνα r και

ϑετική ϕορά διαγραφής. Από τον ολοκληρωτικό τύπο του Cauchy για παραγώγους είναι

f (n)(0) =
n!

2πi

‰
|z|=r

f(z)

zn+1
dz =

n!

2πi

ˆ 2π

0

f
(
reiθ

)
rn+1ei(n+1)θ

ireiθ dθ =
n!

2πrn

ˆ 2π

0

f
(
reiθ

)
einθ

dθ
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Εποµένως, για κάθε r > 0 από την υπόθεση έχουµε∣∣f (n) (0)
∣∣

n!
=

1

2πrn

∣∣∣∣∣
ˆ 2π

0

f
(
reiθ

)
einθ

dθ

∣∣∣∣∣ ≤ 1

2πrn

ˆ 2π

0

∣∣∣f (reiθ)∣∣∣ dθ ≤ 1

2π
r5/2−n . (1.10)

Αν n ≥ 3, τότε n− 5/2 ≥ 3− 5/2 = 1/2 > 0 και από την (1.10) έχουµε∣∣f (n) (0)
∣∣

n!
≤ 1

2π
r5/2−n =

1

2π
· 1

rn−5/2
−−−→
r→∞

0 , δηλαδή f (n) (0) = 0 .

Αν n ≤ 2, τότε 5/2− n ≥ 5/2− 2 = 1/2 > 0 και από την (1.10) έχουµε∣∣f (n) (0)
∣∣

n!
≤ 1

2π
r5/2−n −−−−→

r→0+
0 , δηλαδή f (n) (0) = 0 .

΄Αρα, f (n) (0) = 0, n = 0, 1, 2, . . . . Επειδή

f (z) =
∞∑
n=0

f (n) (0)

n
zn = 0 , για κάθε z ∈ C ,

συµπεραίνουµε ότι f ≡ 0.

7. ΄Εστω a ∈ R (µπορούµε να υποθέσουµε ότι a > 0). Ολοκληρώνοντας την w = e−z
2

στο

ορθογώνιο παραλληλόγραµµο γ µε κορυφές−R, R, R+ia και−R+ia, R > 0, να αποδειχθεί

ότι

lim
R→∞

ˆ R

−R
e−(x+ia)

2
dx =

ˆ ∞
−∞

e−x
2
dx =

√
π .

Λύση. Επειδή ∣∣∣e−(x+ia)2∣∣∣ = ea
2 · e−x2

και ως γνωστόν το

lim
R→∞

ˆ R

−R
e−x

2
dx =

√
π ,

έπεται ότι και το

lim
R→∞

ˆ R

−R
e−(x+ia)

2
dx υπάρχει .

Η συνάρτηση w = e−z
2

είναι αναλυτική στο C. Επειδή το ορθογώνιο παραλληλόγραµµο

γ = γ1 ∪ γ2 ∪ γ3 ∪ γ4, από το ϑεώρηµα του Cauchy είναι

ˆ
γ1

e−z
2
dz +

ˆ
γ2

e−z
2
dz +

ˆ
γ3

e−z
2
dz +

ˆ
γ4

e−z
2
dz = 0 .
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Οι εξισώσεις των γ1, γ2, −γ3 και −γ4 είναι αντίστοιχα z (x) = x, −1 ≤ x ≤ 1, z (y) = R+ iy,

0 ≤ y ≤ a, z (x) = x+ ia, −R ≤ x ≤ R και z (y) = −R+ iy, 0 ≤ y ≤ a. Εποµένως,ˆ R

−R
e−x

2
dx+

ˆ a

0
e−(R+iy)2 idy −

ˆ R

−R
e−(x+ia)

2
dx−

ˆ a

0
e−(−R+iy)2 idy = 0

και µετά από πράξειςˆ R

−R
e−x

2
dx+ ie−R

2

ˆ a

0
ey

2−2Ryi dy −
ˆ R

−R
e−(x+ia)

2
dx− ie−R2

ˆ a

0
ey

2+2Ryi dy = 0 . (1.11)

Επειδή ∣∣∣∣ie−R2

ˆ a

0
ey

2±2Ryi dy

∣∣∣∣ ≤ e−R2

ˆ a

0

∣∣∣ey2±2Ryi∣∣∣ dy = e−R
2

ˆ a

0
ey

2
dy −−−−→

R→∞
0 ,

είναι

lim
R→∞

ie−R
2

ˆ a

0
ey

2±2Ryi dy = 0 .

΄Αρα, από την (1.11), παίρνοντας το R→∞, προκύπτει ότι

lim
R→∞

ˆ R

−R
e−(x+ia)

2
dx =

ˆ ∞
−∞

e−x
2
dx =

√
π .

8. Υποθέτουµε ότι η ακέραια συνάρτηση f : C→ C είναι τέτοια ώστε |f ′(z)| ≤ |z|, για κάθε z ∈

C. Από τη γενίκευση του ϑεωρήµατος Liouville(παραπέµπουµε στο [9]) η f ′ είναι πολυώνυµο

ϐαθµού το πολύ 1 και εποµένως η f είναι πολυώνυµο ϐαθµού το πολύ 2. Να αποδειχθεί ότι

f(z) = a+ bz2 , a, b ∈ C µε |b| ≤ 1

2
.
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Λύση. Η υπόθεση |f ′(z)| ≤ |z|, για κάθε z ∈ C, συνεπάγεται ότι f ′(0) = 0. Εποµένως,

f(z) = f(0) + f ′(0)z +
f ′′(0)

2!
z2 = a+ bz2 , a, b ∈ C .

΄Οµως από τον ολοκληρωτικό τύπο του Cauchy είναι

|f ′′(0)| =

∣∣∣∣∣ 1

2πi

‰
|z|=1

f ′(z)

z2
dz

∣∣∣∣∣ ≤ 1

2π

‰
|z|=1

|f ′(z)|
|z|2

|dz|

≤ 1

2π

‰
|z|=1

|z|
|z|2
|dz| (επειδή |f ′(z)| ≤ |z|, για κάθε z ∈ C)

=
1

2π

‰
|z|=1

|dz| = 1

2π
2π = 1 .

΄Αρα,

|b| = |f
′′(0)|
2

≤ 1

2
.

3η Σειρά Ασκήσεων στις Μιγαδικές Συναρτήσεις

1. Να ϐρεθεί η µέγιστη τιµή της

| sin z| = |sin(x+ iy)| =
(
sin2 x+ sinh2 y

)1/2
στο τετράγωνο S = [0, 2π]× [0, 2π].

Λύση. Η f(z) = sin z είναι ακέραια, δηλαδή αναλυτική στο C. Από την αρχή µε-

γίστου η |f(z)| = | sin z| παίρνει τη µέγιστη τιµή της στο σύνορο του τετραγώνου S.

΄Εχουµε τις εξής περιπτώσεις :
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(i) 0 ≤ x ≤ 2π, y = 0. Τότε | sin z| = | sinx| και η µέγιστη τιµή είναι | sin(π/2)| =

| sin(3π/2)| = 1.

(ii) 0 ≤ y ≤ 2π, x = 2π. Τότε | sin z| = sinh y και ως γνωστόν η συνάρτηση u = sinh y

είναι γνήσια αύξουσα. Εποµένως, η µέγιστη τιµή είναι sinh 2π.

(iii) 0 ≤ x ≤ 2π, y = 2π. Τότε | sin z| =
(
sin2 x+ sinh2 2π

)1/2 και η µέγιστη τιµή είναι

∣∣∣sin(π
2

+ 2πi
)∣∣∣ =

∣∣∣∣sin(3π

2
+ 2πi

)∣∣∣∣ =
(
1 + sinh2 2π

)1/2
= cosh 2π .

(iv) 0 ≤ y ≤ 2π, x = 0. Τότε | sin z| = sinh y. Εποµένως, όπως και στη δεύτερη περίπτω-

ση, η µέγιστη τιµή είναι sinh 2π.

΄Αρα, η µέγιστη τιµή της | sin z| είναι

∣∣∣sin(π
2

+ 2πi
)∣∣∣ =

∣∣∣∣sin(3π

2
+ 2πi

)∣∣∣∣ = cosh 2π .

2. ΄Εστω η συνάρτηση

f(z) =
z2 − 3z

(z − 1)2(z + 1)
=

1

z + 1
− 1

(z − 1)2
.

Να ϐρεθούν τα αναπτύγµατα κατά Laurent της f µε κέντρο το z0 = −1 σε όλους τους

δυνατούς δακτυλίους.

Λύση. Ως γνωστόν, παραγωγίζοντας τη γεωµετρική σειρά 1
1−w =

∑∞
n=0w

n, |w| < 1,

έχουµε
1

(1− w)2
=
∞∑
n=1

nwn−1 =
∞∑
n=0

(n+ 1)wn , |w| < 1 .

(i) 0 < |z + 1| < 2: Είναι

f(z) =
1

z + 1
− 1

[(z + 1)− 2]2

=
1

z + 1
− 1

4
[
1− z+1

2

]2
=

1

z + 1
− 1

4

∞∑
n=0

(n+ 1)

(
z + 1

2

)n
=

1

z + 1
−
∞∑
n=0

n+ 1

2n+2
(z + 1)n .
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(ii) |z + 1| > 2: Είναι

f(z) =
1

z + 1
− 1

[(z + 1)− 2]2

=
1

z + 1
− 1

(z + 1)2
[
1− 2

z+1

]2
=

1

z + 1
− 1

(z + 1)2

∞∑
n=0

(n+ 1)

(
2

z + 1

)n
=

1

z + 1
−
∞∑
n=0

2n(n+ 1)
1

(z + 1)n+2
.

3. ΄Εστω 1
sin z =

∑∞
n=−∞ anz

n το ανάπτυγµα κατά Laurent της συνάρτησης f(z) = 1
sin z στο

δακτύλιο ∆ = {z ∈ C : π < |z| < 2π} µε κέντρο το z0 = 0. Να υπολογιστούν οι συντελεστές

an, n < 0.

Λύση. Από το ϑεώρηµα του Laurent οι συντελεστές an δίνονται από τον τύπο

an =
1

2πi

˛
C+(0, r)

1

zn+1 sin z
dz ,

όπου ο κύκλος C+ (0, r) µε κέντρο 0, ακτίνα r, π < r < 2π και ϑετική ϕορά διαγραφής

ανήκει στο δακτύλιο ∆.

(i) n = −1: Σ᾿ αυτή την περίπτωση τα ανώµαλα σηµεία −π, 0 και π της f(z) = 1
sin z

ϐρίσκοντα στο εσωτερικό του κύκλουC+ (0, r) και είναι απλοί πόλοι. Από το ϑεώρηµα
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ολοκληρωτικών υπολοίπων έχουµε

a−1 =
1

2πi

˛
C+(0, r)

1

sin z
dz = Res

(
1

sin z
, −π

)
+ Res

(
1

sin z
, 0

)
+ Res

(
1

sin z
, π

)
=

1

(sin z)′

∣∣∣∣
z=−π

+
1

(sin z)′

∣∣∣∣
z=0

+
1

(sin z)′

∣∣∣∣
z=π

=
1

cos (−π)
+

1

cos 0
+

1

cosπ
= −1 .

(ii) n ≤ −2: Σ᾿ αυτή την περίπτωση είναι

g(z) =
1

zn+1 sin z
=
z−(n+1)

sin z
, µε − (n+ 1) ≥ 1

και εποµένως τα ανώµαλα σηµεία−π και π της g ϐρίσκοντα στο εσωτερικό του κύκλου

C+ (0, r) και είναι απλοί πόλοι. Επειδή το 0 είναι ϱίζα τόσο του αριθµητή όσο και του

παρανοµαστή της g(z) = z−(n+1)

sin z , το 0 είναι επουσιώδες ανώµαλο σηµείο της g. ΄Αρα,

από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων έχουµε

an =
1

2πi

˛
C+(0, r)

1

zn+1 sin z
dz = Res

(
z−(n+1)

sin z
, −π

)
+ Res

(
z−(n+1)

sin z
, π

)

=
z−(n+1)

(sin z)′

∣∣∣∣∣
z=−π

+
z−(n+1)

(sin z)′

∣∣∣∣∣
z=π

=
(−π)−(n+1)

cos(−π)
+
π−(n+1)

cosπ

= π−(n+1)
[
(−1)−n − 1

]
=


0 αν −n είναι άρτιος ,

−2π−(n+1) αν −n είναι περιττός .

4. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

I =
1

2πi

‰
|z|=2

[
z3 cos

(
z−1
)

+
sinπz

(z − 1)2

]
dz .

Λύση. Το 0 είναι ουσιώδες ανώµαλο σηµείο της συνάρτησης f(z) = z3 cos(z−1) και

ϐρίσκεται στο εσωτερικό του κύκλου |z| = 2. Επειδή

z3 cos(z−1) = z3
(

1− z−2

2!
+
z−4

4!
− z−6

6!
+ · · ·

)
= z3 − z

2!
+
z−1

4!
− z−3

6!
+ · · · ,
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είναι Res
(
z3 cos

(
z−1
)
, 0
)

= 1/4!. Το 1 είναι ανώµαλο σηµείο της συνάρτησης g(z) =

sinπz/(z − 1)2 και ϐρίσκεται στο εσωτερικό του κύκλου |z| = 2. Επειδή το 1 είναι απλή

ϱίζα του αριθµητή και διπλή ϱίζα του παρανοµαστή, το 1 είναι απλός πόλος της συνάρτησης

g. Εποµένως, από γνωστό τύπο έχουµε

Res

(
sinπz

(z − 1)2
, 1

)
= 2

(sinπz)′

((z − 1)2)′′

∣∣∣∣
z=1

= 2
π cosπz

2

∣∣∣
z=1

= −π .

΄Αρα, από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων έχουµε

I = Res
(
z3 cos(z−1), 0

)
+ Res

(
sinπz

(z − 1)2
, 1

)
=

1

4!
− π =

1

24
− π .

Σηµείωση. Ως γνωστόν, αν το z0 είναι απλός πόλος µιας συνάρτησης g, το ολοκληρωτικό

υπόλοιπο της g στο z0 δίνεται από τον τύπο

Res (g, z0) = lim
z→z0

(z − z0) g (z) .

Εποµένως,

Res

(
sinπz

(z − 1)2
, 1

)
= lim

z→1
(z − 1)

sinπz

(z − 1)2
= lim

z→1

sinπz

z − 1

(L’Hôpital)
= lim

z→1
π cosπz = −π .

5. Αν a > 0, δείξτε ότι
ˆ π/2

0

a

a2 + sin2 θ
dθ =

1

2

ˆ 2π

0

a

2a2 + 1− cos θ
dθ =

π

2
√

1 + a2
.

Λύση. Είναι
ˆ π/2

0

a

a2 + sin2 θ
dθ =

ˆ π/2

0

2a

2a2 + 1− cos 2θ
dθ

= a

ˆ π

0

1

2a2 + 1− cosφ
dφ (αντικατάσταση φ = 2θ)

=
1

2

ˆ 2π

0

a

2a2 + 1− cosφ
dφ .

(η συνάρτηση f (φ) = a/
(
2a2 + 1− cosφ

)
είναι περιοδική µε περίοδο 2π)

Αν z = eiθ, τότε

cos θ =
eiθ + e−iθ

2
=

1

2

(
z +

1

z

)
και dz = ieiθdθ = izdθ ⇔ dθ =

dz

iz
.
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Εποµένως,

ˆ π/2

0

a

a2 + sin2 θ
dθ =

1

2

ˆ 2π

0

a

2a2 + 1− cos θ
dθ

=
1

2

‰
|z|=1

a

2a2 + 1− 1
2

(
z + 1

z

) · dz
iz

= −a
i

‰
|z|=1

1

z2 − 2(1 + 2a2)z + 1
dz .

Επειδή z1,2 = 1+2a2±2a
√

1 + a2 είναι απλές ϱίζες της εξίσωσης z2−2(1+2a2)z+1 = 0,

τα σηµεία 1+2a2±2a
√

1 + a2 είναι απλοί πόλοι της συνάρτησης g(z) = 1
z2−2(1+2a2)z+1

. Το

1+2a2−2a
√

1 + a2 ϐρίσκεται στο εσωτερικό του κύκλου |z| = 1, ενώ το 1+2a2+2a
√

1 + a2

ϐρίσκεται εξωτερικά του κύκλου |z| = 1. ΄Αρα, από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων

έχουµε

ˆ π/2

0

a

a2 + sin2 θ
dθ = −a

i

‰
|z|=1

1

z2 − 2(1 + 2a2) + 1
dz

= −a
i
2πiRes

(
1

z2 − 2(1 + 2a2)z + 1
, 1 + 2a2 − 2a

√
1 + a2

)
= −2aπ

1

(z2 − 2(1 + 2a2)z + 1)′

∣∣∣∣
z=1+2a2−2a

√
1+a2

= −2aπ
1

2(1 + 2a2 − 2a
√

1 + a2)− 2(1 + 2a2)
=

π

2
√

1 + a2
.

6. Χρησιµοποιώντας µιγαδική ολοκλήρωση να υπολογιστεί το γενικευµένο ολοκλήρωµα

I =

ˆ ∞
−∞

cosx

(x2 + 1)2
dx .

Λύση. Αν

J =

ˆ ∞
−∞

sinx

(x2 + 1)2
dx , τότε I + iJ =

ˆ ∞
−∞

eix

(x2 + 1)2
dx .

Ας σηµειωθεί ότι τα γενικευµένα ολοκληρώµατα I και J συγκλίνουν. Τα σηµεία ±i είναι
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πόλοι τάξης 2 της f(z) = eiz

(z2+1)2
. Το i ϐρίσκεται στο άνω ηµιεπίπεδο και είναι

Res

(
eiz

(z2 + 1)2
, i

)
= lim

z→i

(
(z − i)2 eiz

(z2 + 1)2

)′
= lim

z→i

(
eiz

(z + i)2

)′
= lim

z→i

(
ieiz

(z + i)2
− 2eiz

(z + i)3

)
=
ie−1

(2i)2
− 2e−1

(2i)3
= − i

2e
.

Ολοκληρώνουµε τη συνάρτηση f πάνω στην τµηµατικά λεία καµπύλη που αποτελείται

από το ηµικύκλιο του άνω ηµιεπιπέδου γR, µε εξίσωση z(θ) = Reiθ, 0 ≤ θ ≤ π και το

ευθύγραµµο τµήµα [−R,R]. Παίρνουµε το R αρκετά µεγάλο έτσι ώστε το ανώµαλο σηµείο

z = i της f να ϐρίσκεται στο εσωτερικό του ηµικύκλιου γR.

Από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων έχουµεˆ R

−R

eix

(x2 + 1)2
dx+

ˆ
γR

eiz

(z2 + 1)2
dz = 2πiRes

(
eiz

(z2 + 1)2
, i

)
=
π

e
. (1.12)

΄Οµως, από το λήµµα του Jordan είναι

lim
R→∞

ˆ
γR

eiz

(z2 + 1)2
dz = 0 .

Εποµένως, από την (1.12) προκύπτει ότιˆ ∞
−∞

eix

(x2 + 1)2
dx = lim

R→∞

ˆ R

−R

eix

(x2 + 1)2
dx =

π

e
.

΄Αρα,

I =

ˆ ∞
−∞

cosx

(x2 + 1)2
dx =

π

e
και J =

ˆ ∞
−∞

sinx

(x2 + 1)2
dx = 0 .
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7. ΄Εστω a ∈ C, |a| 6= 1. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

‰
|z|=1

z6

az7 − 1
dz .

Λύση. (i) Αν |a| < 1, η f(z) = z6

az7−1 είναι αναλυτική πάνω και στο εσωτερικό του κύκλου

|z| = 1. Εποµένως, από το ϑεώρηµα του Cauchy είναι

‰
|z|=1

z6

az7 − 1
dz = 0 .

(ii) Αν |a| > 1, τότε

‰
|z|=1

z6

az7 − 1
dz

=
2πi

7a

{
1

2πi

‰
|z|=1

(az7 − 1)′

az7 − 1
dz

}
=

2πi

7a
×
{
αριθµός των ϱιζών της f(z) = az7 − 1 στο εσωτερικό του κύκλου |z| = 1

}
(αρχή ορίσµατος)

=
2πi

7a
× 7 =

2πi

a
.

΄Αρα,
‰
|z|=1

z6

az7 − 1
dz =


0 αν |a| < 1 ,

2πi
a αν |a| > 1 .

8. Να ϐρεθεί ο αριθµός των ϱιζών του πολυωνύµου

P (z) = 3z9 + 8z6 + z5 + 2z3 + 1

στο δακτύλιο ∆ = {z ∈ C : 1 < |z| < 2}.

Λύση. Για |z| = 2 έχουµε

|P (z)− 3z9| = |8z6 + z5 + 2z3 + 1|

≤ 8|z|6 + |z|5 + 2|z|3 + 1

= 561 < 1536 = |3z9| .
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Επειδή το πολυώνυµο Q1(z) = 3z9 έχει 9 ϱίζες στο δίσκο |z| < 2, από το ϑεώρηµα Rouché

και το πολυώνυµο P ϑα έχει 9 ϱίζες στο δίσκο |z| < 2.

Για |z| = 1 έχουµε

|P (z)− 8z6| = |3z9 + z5 + 2z3 + 1|

≤ 3|z|9 + |z|5 + 2|z|3 + 1

= 7 < 8 = |8z6| .

Επειδή το πολυώνυµο Q2(z) = 8z6 έχει 6 ϱίζες στο δίσκο |z| < 1, από το ϑεώρηµα Rouché

και το πολυώνυµο P ϑα έχει 6 ϱίζες στο δίσκο |z| < 1. ΄Αρα, το πολυώνυµο P ϑα έχει

9− 6 = 3 ϱίζες στο δακτύλιο ∆ = {z ∈ C : 1 < |z| < 2}.

9. ΄Εστω λ > 1. Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση

zeλ−z = 1

έχει ακριβώς µία ϱίζα ξ στο µοναδιαίο δίσκο D(0, 1) = {z ∈ C : |z| < 1} και ότι ξ ∈ R.

Λύση. ΄Εστω f(z) = zeλ−z − 1. Αν |z| = 1, τότε |<z| ≤ 1 και εποµένως∣∣∣zeλ−z∣∣∣ =
∣∣∣eλ−z∣∣∣ = e(λ−<z) ≥ e(λ−1) > e0 = 1 =

∣∣∣f(z)− zeλ−z
∣∣∣ .

Επειδή η g(z) = zeλ−z έχει µία ϱίζα, το 0, από το ϑεώρηµα Rouché και η f ϑα έχει ακριβώς

µία ϱίζα στο δίσκο |z| < 1. Ισοδύναµα, η εξίσωση zeλ−z = 1 έχει ακριβώς µία ϱίζα στο

δίσκο |z| < 1. ΄Εστω ξeλ−ξ = 1, ξ ∈ C µε |ξ| < 1.

Παρατηρούµε ότι για x ∈ R η συνεχής πραγµατική συνάρτηση g(x) = xeλ−x είναι αύξουσα

για x ≤ 1. Πράγµατι, είναι g′(x) = eλ−x(1 − x). Επειδή g(0) = 0 και g(1) = eλ−1 >

e0 = 1, από το ϑεώρηµα Bolzano ή ενδιάµεσης τιµής υπάρχει ξ ∈ (0, 1) τέτοιο ώστε

g(ξ) = 1⇔ eλ−ξ = 1.

10. ΄Εστω η συνάρτηση f είναι αναλυτική στον κλειστό µοναδιαίο δίσκο D(0, 1) = {z ∈ C :

|z| ≤ 1}. Υποθέτουµε ότι |f(z)| = 1, αν |z| = 1 και ότι η f δεν είναι σταθερή.

(i) Να αποδειχθεί ότι η f έχει ϱίζα στο µοναδιαίο δίσκο D(0, 1) = {z ∈ C : |z| < 1}.

(ii) Να αποδειχθεί ότι η εικόνα της f περιέχει το µοναδιαίο δίσκο D(0, 1). ∆ηλαδή ότι για

κάθε w0 ∈ C, |w0| < 1, υπάρχει z0 ∈ C, |z0| < 1, τέτοιο ώστε f(z0) = w0.
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Υπόδειξη. Χρησιµοποιείστε την αρχή µεγίστου και το ϑεώρηµα Rouché.

Απόδειξη. (i) Επειδή η αναλυτική συνάρτηση f δεν είναι σταθερή και |f(z)| = 1, αν

|z| = 1, από την αρχή µεγίστου για κάθε ξ ∈ D(0, 1) το f(ξ) ∈ D(0, 1). Για ένα

τέτοιο ξ έστω g(z) := f(z)− f(ξ). Τότε

|g(z)− f(z)| = |f(ξ)| < 1 = |f(z)| , για κάθε |z| = 1 .

Επειδή η g έχει τουλάχιστον µία ϱίζα στο D(0, 1), από το ϑεώρηµα Rouché και η f

ϑα έχει ϱίζα στο µοναδιαίο δίσκο D(0, 1).

(ii) ΄Εστω |w0| < 1. Αν h(z) = f(z)− w0, τότε

|h(z)− f(z)| = |w0| < 1 = |f(z)| , για κάθε |z| = 1 .

Επειδή από την (α΄) η f έχει ϱίζα στο µοναδιαίο δίσκοD(0, 1), από το ϑεώρηµα Rouché

και η h ϑα έχει ϱίζα στο µοναδιαίο δίσκο D(0, 1). ∆ηλαδή υπάρχει z0 ∈ C, |z0| < 1,

τέτοιο ώστε f(z0) = w0.

Σηµείωση. Από την υπόθεση, τη (ϐ΄) και την αρχή µεγίστου προκύπτει ότι η εικόνα

της f είναι ο κλειστός µοναδιαίος δίσκος D(0, 1). ∆ηλαδή, η f απεικονίζει το D(0, 1)

στον εαυτό του.



Κεφάλαιο 2

Θέµατα Εξετάσεων

2.1 Ακαδηµαϊκό έτος 2016–17

ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

Εξετάσεις στη Μιγαδική Ανάλυση

29 Ιουνίου, 2017

Θ1. (αʹ) Αν το G είναι ένας τόπος, δηλαδή ένα ανοικτό και συνεκτικό σύνολο στο C, να ϐρεθούν

όλες οι αναλυτικές συναρτήσεις f(z) = f(x + iy) = u(x, y) + iv(x, y) στο G τέτοιες

ώστε u(x, y) = v2(x, y), για κάθε z = x+ iy ∈ G. (1 µον.)

(ϐʹ) Αν η συνάρτηση g : (0,∞) → R είναι δυο ϕορές συνεχώς παραγωγίσιµη, να ϐρεθούν

όλες οι αρµονικές συναρτήσεις της µορφής

ϕ(x, y) := g(
√
x2 + y2) , (x, y) ∈ R2 \ {(0, 0)} .

(1 µον.)

Λύση.

(αʹ) Επειδή η συνάρτηση f είναι αναλυτική στο G, ικανοποιούνται οι εξισώσεις Cauchy–

Riemann:
vy = ux

vx = −uy

⇔

vy = 2vvx

vx = −2vvy

⇔

vy = 2vvx

vx = −4v2vx

⇔


vy = 2vvx(
1 + 4v2

)
vx = 0

 .

185
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Εποµένως, vx = vy = ux = uy = 0 και κατά συνέπεια f ′(z) = ux(x, y) + ivx(x, y) = 0

στο τόπο G. Τότε από γνωστή πρόταση η f καθώς επίσης και οι u, v είναι σταθερές στο

G. ΄Αρα,

f(z) = λ2 + iλ , λ ∈ R .

(ϐʹ) Αν t =
√
x2 + y2, είναι

ϕx =
x

t
g′(t) , ϕxx =

x2

t2
g′′(t) +

y2

t3
g′(t) και ϕy =

y

t
g′(t) , ϕyy =

y2

t2
g′′(t) +

x2

t3
g′(t) .

Εποµένως

ϕxx + ϕyy =
x2 + y2

t2
g′′(t) +

x2 + y2

t3
g′(t) = g′′(t) +

1

t
g′(t) =

1

t
(tg′′(t) + g′(t)) .

Επειδή η συνάρτηση ϕ είναι αρµονική στο R2 \{(0, 0)}, δηλαδή ϕxx+ϕyy = 0, έχουµε

0 = tg′′(t) + g′(t)⇔ [tg′(t)]′ = 0 , για κάθε t > 0 .

Η λύση της διαφορικής εξίσωσης είναι g(t) = c1 ln t+ c2, t > 0, µε c1, c2 ∈ R. ΄Αρα,

ϕ(x, y) = c1 ln
√
x2 + y2 + c2 , c1, c2 ∈ R .

Θ2. (αʹ) ΄Εστω f : C→ C ακέραια συνάρτηση, δηλαδή αναλυτική στο C. Αν

f(z) =
∞∑
n=0

cnz
n =

∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
zn , z ∈ C ,

είναι το ανάπτυγµα Taylor της f , από το ϑεώρηµα Cauchy-Taylor για κάθε R > 0 οι

συντελεστές της δυναµοσειράς δίνονται από τον τύπο

cn =
f (n)(0)

n!
=

1

2πi

‰
|z|=R

f(z)

zn+1
dz .

∆είξτε ότι αν η f είναι ϕραγµένη στο C, δηλαδή αν υπάρχειM > 0 τέτοιο ώστε |f(z)| ≤

M για κάθε z ∈ C, τότε η συνάρτηση f είναι σταθερή στο C. (1 µον.)

(ϐʹ) ∆είξτε ότι δεν υπάρχει ακέραια συνάρτηση g : C→ C τέτοια ώστε

|g(z)| > |z| , για κάθε z ∈ C . (∗)

(1 µον.)

Λύση.
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(αʹ) Για κάθε n ∈ N∗ είναι

|cn| =

∣∣∣∣∣f (n)(0)

n!

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1

2πi

‰
|z|=R

f(z)

zn+1
dz

∣∣∣∣∣
≤ 1

2π

‰
|z|=R

|f(z)|
|z|n+1

|dz|

≤ M

2π

‰
|z|=R

1

Rn+1
|dz| (|f(z)| ≤M )

=
M

2πRn+1

‰
|z|=R

|dz| = M

2πRn+1
2πR = M · 1

Rn
−−−−→
R→∞

0 .

Εποµένως cn = 0, για κάθε n ≥ 1. ΄Αρα f(z) = c0, δηλαδή η f είναι σταθερή στο C.

(ϐʹ) Υποθέτουµε ότι υπάρχει ακέραια συνάρτηση g : C → C τέτοια ώστε η (∗) ισχύει. Τότε

η συνάρτηση g δεν µηδενίζεται, δηλαδή δεν έχει ϱίζες στο C. Πράγµατι, αν g(z0) = 0

για κάποιο z0 ∈ C, τότε

|g(z0)| = 0 ≤ |z0| . (άτοπο λόγω της (∗))

Εποµένως η συνάρτηση h(z) := z
g(z) είναι ακέραια και από την (∗) έχουµε

|h(z)| = |z|
|g(z)|

< 1 , για κάθε z ∈ C .

∆ηλαδή η ακέραια συνάρτηση h είναι ϕραγµένη στο C και από το (α΄), δηλαδή από το

ϑεώρηµα Liouville, η h είναι σταθερή στο C. ΄Εστω h(z) = z
g(z) = c, για κάθε z ∈ C.

΄Οµως h(0) = 0 και αυτό συνεπάγεται ότι c = 0. Εποµένως

z

g(z)
= 0 , για κάθε z ∈ C . (άτοπο)

΄Αρα, δεν υπάρχει ακέραια συνάρτηση g : C→ C που να ικανοποιεί την (∗).

Θ3. (αʹ) ΄Εστω

f(z) =
i

z(z + i)(z2 + 1)
.

Να ϐρεθούν όλοι οι δυνατοί δακτύλιοι µε κέντρο το z0 = −i στους οποίους η f ανα-

πτύσσεται σε σειρά Laurent και να ϐρεθεί το ανάπτυγµα Laurent της f στο µεγαλύτερο

δυνατό δακτύλιο που περιέχει το σηµείο 1− 2i. (1,5 µον.)
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(ϐʹ) ΄Εστω
z

sin(πz)
=

∞∑
n=−∞

anz
n το ανάπτυγµα Laurent της συνάρτησης g(z) = z

sin(πz) στο

δακτύλιο

∆ = {z ∈ C : 1 < |z| < 2} µε κέντρο το z0 = 0 .

Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα Laurent καθώς επίσης και το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών

υπολοίπων να υπολογιστούν ο συντελεστής an, για κάθε n ≤ 0. (1,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) Είναι

f(z) =
i

z(z + i)(z2 + 1)
= − (z − i)− z

z(z − i)(z + i)2
= − 1

z(z + i)2
+

1

(z − i)(z + i)2
.

Τα µεµονωµένα ανώµαλα σηµεία της f είναι : 0 και ±i. Εποµένως, το ανάπτυγµα

Laurent της f µε κέντρο το −i µπορεί να γίνει στους δακτυλίους

∆1 = {z ∈ C : 0 < |z + i| < 1} , ∆2 = {z ∈ C : 1 < |z + i| < 2}

και ∆3 = {z ∈ C : |z + i| > 2}. Επειδή |(1−2i)+ i| = |1− i| και 1 < |1− i| =
√

2 < 2,

το 1 − 2i ∈ ∆2. Θα αναπτύξουµε την f στο δακτύλιο ∆2 που είναι ο µεγαλύτερος

δακτύλιος που περιέχει το σηµείο 1− 2i. Επειδή ως γνωστόν

1

1− w
=
∞∑
n=0

wn , |w| < 1 , (γεωµετρική σειρά)

έχουµε

f(z) = − 1

z(z + i)2
+

1

(z − i)(z + i)2

= − 1

(z + i)2[(z + i)− i]
+

1

(z + i)2[(z + i)− 2i]

= − 1

(z + i)3
· 1(

1− i
z+i

) − 1

2i(z + i)2
· 1(

1− z+i
2i

)
= − 1

(z + i)3

∞∑
n=0

(
i

z + i

)n
− 1

2i(z + i)2

∞∑
n=0

(
z + i

2i

)n
(
∣∣∣ i
z+i

∣∣∣ < 1⇔ |z + i| > 1 και
∣∣ z+i

2i

∣∣ < 1⇔ |z + i| < 2)

= −
∞∑
n=0

in
1

(z + i)n+3
−
∞∑
n=0

1

(2i)n+1
(z + i)n−2 .
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Το παραπάνω ανάπτυγµα ισχύει στο δακτύλιο ∆2 = {z ∈ C : 1 < |z + i| < 2} που είναι

ο µεγαλύτερος δυνατός δακτύλιος που περιέχει το σηµείο 1− 2i.

(ϐʹ) Είναι sin(πz) = 0 ⇔ πz = kπ ⇔ z = k, k ∈ Z. Τα zk = k, k ∈ Z, είναι µεµονωµένα

ανώµαλα σηµεία της g. Από το ϑεώρηµα Laurent οι συντελεστές an δίνονται από τον

τύπο

an =
1

2πi

‰
|z|=r

z/ sin(πz)

zn+1
dz =

1

2πi

‰
|z|=r

z−n

sin(πz)
dz ,

όπου ο κύκλος |z| = r µε κέντρο 0, ακτίνα r, 1 < r < 2 και ϑετική ϕορά διαγραφής

ανήκει στο δακτύλιο ∆. Τα σηµεία 0 και ±1 ϐρίσκονται στο εσωτερικό του κύκλου

|z| = r.

(i) n = 0: Σ᾿ αυτή την περίπτωση έχουµε

a0 =
1

2πi

‰
|z|=r

1

sin(πz)
dz .

Τα σηµεία 0 και ±1 είναι απλοί πόλοι της h(z) = 1
sin(πz) . Από το ϑεώρηµα ολοκληρω-

τικών υπολοίπων έχουµε

a0 =
1

2πi

‰
|z|=r

1

sin(πz)
dz = Res

(
1

sin(πz)
, −1

)
+ Res

(
1

sin(πz)
, 0

)
+ Res

(
1

sin(πz)
, 1

)
=

1

(sin(πz))′

∣∣∣∣
z=−1

+
1

(sin(πz))′

∣∣∣∣
z=0

+
1

(sin(πz))′

∣∣∣∣
z=1

=
1

π cos(−π)
+

1

π cos 0
+

1

π cosπ

= − 1

π
+

1

π
− 1

π
= − 1

π
.

(ii) n ≤ −1: Σ᾿ αυτή την περίπτωση είναι

h(z) =
z−n

sin(πz)
, µε −n ≥ 1 .

Τα σηµεία ±1 είναι απλοί πόλοι της h ενώ το 0 είναι επουσιώδες ανώµαλο σηµείο της
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h. Από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων έχουµε

an =
1

2πi

‰
|z|=r

z−n

sin(πz)
dz = Res

(
z−n

sin(πz)
, −1

)
+ Res

(
z−n

sin(πz)
, 1

)
=

z−n

(sin(πz))′

∣∣∣∣
z=−1

+
z−n

(sin(πz))′

∣∣∣∣
z=1

=
(−1)−n

π cos(−π)
+

1

π cosπ

= (−1)−n+1 1

π
− 1

π

=


− 2
π αν −n άρτιος

0 αν −n περιττός .

Θ4. Αν n ∈ N∗, να λυθεί η εξίσωση 3zn + i = 0 και στη συνέχεια να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

I =
1

2πi

‰
|z|=1

zn−1

3zn + i
dz .

(1,5 µον.)

Λύση. Επειδή

3zn + i = 0⇔ 3zn = −i = e−iπ/2 ⇔ zn =
1

3
e−iπ/2 ,

οι ϱίζες της εξίσωσης 3zn + i = 0 δίνονται από τον τύπο

zk =
1
n
√

3
ei

2kπ−π/2
n , k = 0, 1, . . . , n− 1 .

Επειδή οι zk, k = 0, 1, . . . , n − 1, είναι απλές ϱίζες της εξίσωσης 3zn + i = 0 µε |zk| =

1/ n
√

3 < 1, τα zk είναι απλοί πόλοι της συνάρτησης f(z) = zn−1/(3zn + i) στο εσωτερικό

του µοναδιαίου κύκλου |z| = 1. Εποµένως από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων

I = Res

(
zn−1

3zn + i
, z0

)
+ Res

(
zn−1

3zn + i
, z1

)
+ · · ·+ Res

(
zn−1

3zn + i
, zn−1

)
=

zn−1

(3zn + i)′

∣∣∣∣
z=z0

+
zn−1

(3zn + i)′

∣∣∣∣
z=z1

+ · · ·+ zn−1

(3zn + i)′

∣∣∣∣
z=zn−1

=
zn−10

3nzn−10

+
zn−11

3nzn−11

+ · · ·+
zn−1n−1

3nzn−1n−1
= n

1

3n
=

1

3
.
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Θ5. ΄Εστω P,Q δύο πολυώνυµα. Αν γR είναι το ηµικύκλιο του άνω ηµιεπιπέδου µε παραµετρική

εξίσωση z(θ) = Reiθ, 0 ≤ θ ≤ π, διατυπώστε το λήµµα Jordan για το ολοκλήρωµα
ˆ
γ
R

P (z)

Q(z)
eiλz dz , λ > 0 .

Ποια συνθήκη πρέπει να ικανοποιούν τα πολυώνυµα ;

Χρησιµοποιώντας µιγαδική ολοκλήρωση και το λήµµα Jordan, δείξτε ότι
ˆ +∞

−∞

cos(πx)

x2 − 2x+ 2
dx = <

(ˆ +∞

−∞

eiπx

x2 − 2x+ 2
dx

)
= −πe−π .

(1,5 µον.)

Λύση. Λήµµµα Jordan: Αν ϐαθµόςQ(z) ≥ ϐαθµόςP (z) + 1 και λ > 0, τότε

lim
R→+∞

ˆ
γ
R

P (z)

Q(z)
eiλz dz = 0 .

Θεωρούµε τώρα τη συνάρτηση

f(z) =
P (z)

Q(z)
=

1

z2 − 2z + 2
.

Τα 1 ± i είναι µεµονωµένα ανώµαλα σηµεία της f και το 1 + i ϐρίσκεται στο άνω ηµιεπί-

πεδο. Ολοκληρώνουµε τη συνάρτηση f πάνω στην κλειστή και τµηµατικά λεία καµπύλη

γ = [−R,R] ∪ γR, µε ϑετική ϕορά, όπου γR είναι το ηµικύκλιο στο άνω ηµιεπίπεδο µε

παραµετρική εξίσωση z(θ) = Reiθ, 0 ≤ θ ≤ π και R > |1 + i| =
√

2. Η συνάρτηση f είναι

αναλυτική πάνω και στο εσωτερικό της γ εκτός από το σηµείο z = 1 + i που είναι απλός

πόλος της f . Επειδή

Res
(
f(z)eiπz, 1 + i

)
= lim

z→1+i
(z − (1 + i))

1

(z − (1 + i))(z − (1− i))
eiπz

=
eiπ(1+i)

2i
= eiπ

e−π

2i
= −e

−π

2i
,

από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων
ˆ R

−R
f(x)eiπx dx+

ˆ
γ
R

f(z)eiπz dz = 2πiRes
(
f(z)eiπz, 1 + i

)
= −πe−π . (∗∗)

Επειδή ϐαθµός (z2 − 2z + 2) = 2 > 1 = ϐαθµός (1) + 1 και π > 0, από το λήµµα Jordan

lim
R→∞

ˆ
γ
R

f(z)eiπz dz = lim
R→∞

ˆ
γ
R

1

z2 − 2z + 2
eiπz dz = 0 .
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Παίρνοντας στη (∗∗) το R→∞, έχουµε
ˆ +∞

−∞

cos(πx)

x2 − 2x+ 2
dx = <

(ˆ +∞

−∞

eiπx

x2 − 2x+ 2
dx

)
= −πe−π .
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2.2 Ακαδηµαϊκό έτος 2015–16

ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

Εξετάσεις στη Μιγαδική Ανάλυση

24 Ιουνίου, 2016

Θ1. Να ϐρεθούν όλα τα σηµεία του C στα οποία η f(z) = cos z είναι παραγωγίσιµη και να

υπολογιστεί η παράγωγος. Σε ποια σηµεία του C είναι η f αναλυτική ; (1 µον.)

Λύση. Είναι f(z) = f(x+iy) = cos(x−iy). Επειδή fx = − sin(x−iy) και fy = i sin(x−iy),

οι µερικές παράγωγοι fx, fy είναι συνεχείς στο R2. Για να είναι η f παραγωγίσιµη στο C,

ϑα πρέπει να ικανοποιούνται οι εξισώσεις Cauchy–Riemann. ΄Εχουµε

fx = −ify ⇔ − sin(x− iy) = sin(x− iy)⇔ sin(x− iy) = 0⇔ x− iy = kπ , k ∈ Z .

Εποµένως, η f(z) = cos z είναι παραγωγίσιµη στα σηµεία zk = kπ, k ∈ Z, του πραγµατικού

άξονα µε παράγωγο

f ′(zk) = fx|zk=kπ = − sin(kπ) = 0 .

Επειδή η f δεν είναι παραγωγίσιµη σε καµία περιοχή των σηµείων zk = kπ, η f δεν είναι

αναλυτική σε κανένα σηµείο του C.

Θ2. (αʹ) ∆ιατυπώστε την αρχή ελαχίστου για ένα ϕραγµένο τόπο G ⊂ C. Υποθέτουµε ότι η

συνάρτηση f είναι αναλυτική στο µοναδιαίο δίσκο D(0, 1) = {z ∈ C : |z| < 1} και

συνεχής στον κύκλο |z| = 1 που είναι το σύνορο τουD(0, 1). Αν f(0) = i και |f(z)| > 1,

για κάθε |z| = 1, δείξτε ότι η f έχει τουλάχιστον µία ϱίζα στο D(0, 1). (1,3 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω α ∈ D(0, 1). Είναι γνωστό ότι η συνάρτηση ϕα : D(0, 1)→ D(0, 1) µε

ϕα(z) :=
z − α
1− αz

είναι αναλυτική, 1 − 1 και απεικονίζει το µοναδιαίο δίσκο D(0, 1) στον εαυτό του.

∆ηλαδή η συνάρτηση ϕα είναι 1− 1 και επί. Η

ϕ−α(z) =
z + α

1 + αz
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είναι η αντίστροφη συνάρτηση της ϕα.

Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f είναι αναλυτική στο µοναδιαίο δίσκο D(0, 1) µε f(α) =

0 και |f(z)| ≤ 1, για κάθε |z| < 1. Χρησιµοποιώντας το λήµµα του Schwarz για τη

συνάρτηση g(z) := f(ϕ−α(z)) στην ειδική περίπτωση του µοναδιαίου δίσκου D(0, 1),

δείξτε ότι

|f ′(α)| ≤ 1

1− |α|2
.

(1,2 µον.)

Λύση.

(αʹ) Αρχή ελαχίστου: Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f δε µηδενίζεται στο G. Αν η f είναι

συνεχής στο G, αναλυτική στο G και µη σταθερή, τότε η |f | παίρνει την ελάχιστη τιµή

της στο σύνορο ∂G του G και µόνο εκεί.

Υποθέτουµε ότι η f δεν έχει καµία ϱίζα στο D(0, 1), δηλαδή δε µηδενίζεται στο µονα-

διαίο δίσκο. Τότε, από την αρχή ελαχίστου η |f | ϑα παίρνει την ελάχιστη τιµή της στο

σύνορο του D(0, 1) που είναι ο µοναδιαίος κύκλος |z| = 1. ΄Οµως από την υπόθεση

είναι |f(z)| > 1, για κάθε |z| = 1, ενώ |f(0)| = |i| = 1. ΄Ατοπο. Καταλήξαµε σε άτοπο

επειδή υποθέσαµε ότι η συνάρτηση f δε µηδενίζεται στο µοναδιαίο δίσκο. Αρα, η f

έχει τουλάχιστον µία ϱίζα στο D(0, 1).

(ϐʹ) Η συνάρτηση g είναι αναλυτική στο µοναδιαίο δίσκο D(0, 1). Επειδή |f(z)| ≤ 1 για

κάθε |z| < 1, είναι |g(z)| ≤ 1 για κάθε |z| < 1 µε g(0) = f(ϕ−α(0)) = f(α) = 0, από

το λήµµα του Schwarz έπεται ότι |g(z)| ≤ |z|, για κάθε |z| < 1 και |g′(0)| ≤ 1. ΄Οµως

g′(z) = f ′(ϕ−α(z))(ϕ−α)′(z) = f ′(ϕ−α(z))
1− |α|2

(1 + αz)2

και εποµένως

|g′(0)| = |f ′(α)|(1− |α|2) ≤ 1⇔ |f ′(α)| ≤ 1

1− |α|2
.

Θ3. ΄Εστω f αναλυτική στον τόπο G ⊆ C. Αν η f έχει ϱίζα στο G που δεν είναι µεµονωµένο

σηµείο του Zf (Zf είναι το σύνολο των ϱιζών της f στο G), από το ϑεώρηµα ταυτοτισµού είναι

γνωστό ότι η f είναι ταυτοτικά µηδέν στο G.
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Υποθέτουµε ότι ο τόπος G περιέχει τον κλειστό µοναδιαίο δίσκοD(0, 1) = {z ∈ C : |z| ≤ 1}.

(αʹ) Αν f(1/(n+ 1)) = 0, για κάθε n ∈ N, δείξτε ότι f ≡ 0 στο G. (1 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω g αναλυτική συνάρτηση στον τόπο G και έστω k ∈ N. Αν
˛
|z|=1

g(z)

((n+ 1)z − 1)k+2
dz = 0 , για κάθε n ∈ N∗ ,

δείξτε ότι η g είναι πολυώνυµο ϐαθµού το πολύ k στο G. (1 µον.)

Λύση.

(αʹ) Επειδή 1/(n + 1) ∈ G, για κάθε n ∈ N και f(1/(n + 1)) = 0, η (1/(n+ 1)) είναι

ακολουθία ϱιζών της f στο G. Επειδή limn→∞ 1/(n+1) = 0 ∈ G και η f είναι συνεχής

στο G, από το ϑεώρηµα µεταφοράς έχουµε 0 = limn→∞ f (1/(n+ 1)) = f(0), δηλαδή

το 0 είναι ϱίζα της f στο G. Επειδή limn→∞ 1/(n+1) = 0 ∈ G, το 0 είναι ϱίζα της f στο

G που δεν είναι µεµονωµένο σηµείο του Zf . Εποµένως, από το ϑεώρηµα ταυτοτισµού

έπεται ότι f ≡ 0 στο G.

(ϐʹ) Από τον ολοκληρωτικό τύπο Cauchy για παραγώγους έχουµε

g(k+1)

(
1

n+ 1

)
=

(k + 1)!

2πi

‰
|z|=1

g(z)

(z − 1/(n+ 1))k+2
dz

= (n+ 1)k+2 (k + 1)!

2πi

‰
|z|=1

g(z)

((n+ 1)z − 1)k+2
dz = 0 ,

για κάθε n ∈ N∗. Επειδή g(k+1)(1/(n + 1)) = 0, για κάθε n ∈ N∗, από το (α΄) έπεται

ότι g(k+1) ≡ 0 στο G. Εποµένως, η g είναι πολυώνυµο ϐαθµού το πολύ k στο G.

Θ4. (αʹ) Να ϐρεθεί η σειρά(ανάπτυγµα) Laurent της

f(z) =
1

(z + i)(z2 + 1)

µε κέντρο το z0 = −i στο µεγαλύτερο δυνατό δακτύλιο που περιέχει το σηµείο 1 + i.(1

µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω
z(z2 − 1)

sin2(πz)
=

∞∑
n=−∞

anz
n το ανάπτυγµα Laurent της συνάρτησης g(z) = z(z2−1)

sin2(πz)

στο δακτύλιο

∆ = {z ∈ C : 1 < |z| < 2} µε κέντρο το z0 = 0 .
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Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα Laurent καθώς επίσης και το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών

υπολοίπων να υπολογιστούν οι συντελεστές an, για κάθε n ≤ −1. (1,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) είναι

f(z) =
1

(z + i)(z2 + 1)
=

1

(z + i)2(z − i)
.

Τα µεµονωµένα ανώµαλα σηµεία της f είναι : −i και i. Εποµένως, το ανάπτυγµα Lau-

rent της f µε κέντρο το−i µπορεί να γίνει στους δακτυλίους ∆1 = {z ∈ C : 0 < |z + i| < 2}

και ∆2 = {z ∈ C : |z + i| > 2}. Επειδή |(1+ i)+ i| = |1+2i| =
√

5 > 2, το 1+ i ∈ ∆2.

Θα αναπτύξουµε την f στο δακτύλιο ∆2 που είναι ο µεγαλύτερος δακτύλιος που πε-

ϱιέχει το σηµείο 1 + i. Επειδή ως γνωστόν

1

1− w
=
∞∑
n=0

wn , |w| < 1 , (γεωµετρική σειρά)

έχουµε

f(z) =
1

(z + i)2(z − i)

=
1

(z + i)2[(z + i)− 2i]

=
1

(z + i)3
· 1(

1− 2i
z+i

)
=

1

(z + i)3

∞∑
n=0

(
2i

z + i

)n
(
∣∣∣ 2i
z+i

∣∣∣ < 1⇔ |z + i| > 2)

=
∞∑
n=0

(2i)n
1

(z + i)n+3
.

Το παραπάνω ανάπτυγµα ισχύει στο δακτύλιο ∆2 = {z ∈ C : |z + i| > 2} που είναι ο

µεγαλύτερος δυνατός δακτύλιος που περιέχει το σηµείο 1 + i.

(ϐʹ) Είναι sin(πz) = 0 ⇔ πz = kπ ⇔ z = k, k ∈ Z. Τα zk = k, k ∈ Z, είναι µεµονωµένα

ανώµαλα σηµεία της g. Από το ϑεώρηµα Laurent οι συντελεστές an δίνονται από τον

τύπο

an =
1

2πi

‰
|z|=r

z(z2 − 1)/ sin2(πz)

zn+1
dz =

1

2πi

‰
|z|=r

z−n(z2 − 1)

sin2(πz)
dz ,
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όπου ο κύκλος |z| = r µε κέντρο 0, ακτίνα r, 1 < r < 2 και ϑετική ϕορά διαγραφής

ανήκει στο δακτύλιο ∆. Τα σηµεία 0 και ±1 ϐρίσκονται στο εσωτερικό του κύκλου

|z| = r.

(i) n = −1: Σ᾿ αυτή την περίπτωση έχουµε

a−1 =
1

2πi

‰
|z|=r

z(z2 − 1)

sin2(πz)
dz .

Τα σηµεία 0 και ±1 είναι απλοί πόλοι της h(z) = z(z2−1)
sin2(πz)

. Από το ϑεώρηµα ολοκληρω-

τικών υπολοίπων έχουµε

a−1 =
1

2πi

‰
|z|=r

z(z2 − 1)

sin2(πz)
dz

= Res

(
z(z2 − 1)

sin2(πz)
, −1

)
+ Res

(
z(z2 − 1)

sin2(πz)
, 0

)
+ Res

(
z(z2 − 1)

sin2(πz)
, 1

)
= lim

z→−1
z(z − 1)

(
z + 1

sin(πz)

)2

+ lim
z→0

(z2 − 1)

(
z

sin(πz)

)2

+ lim
z→1

z(z + 1)

(
z − 1

sin(πz)

)2

= 2 lim
z→−1

(
1

π cos(πz)

)2

− lim
z→0

(
1

π cos(πz)

)2

+ 2 lim
z→1

(
1

π cos(πz)

)2

(κανόνας L’Hôpital)

= 2
1

π2
− 1

π2
+ 2

1

π2
=

3

π2
.

(ii) n ≤ −2: Σ᾿ αυτή την περίπτωση είναι

h(z) =
z−n(z2 − 1)

sin2(πz)
, µε −n ≥ 2 .

Τα σηµεία ±1 είναι απλοί πόλοι της g ενώ το 0 είναι επουσιώδες ανώµαλο σηµείο της
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g. Από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων έχουµε

an =
1

2πi

‰
|z|=r

z−n(z2 − 1)

sin2(πz)
dz

= Res

(
z−n(z2 − 1)

sin2(πz)
, −1

)
+ Res

(
z−n(z2 − 1)

sin2(πz)
, 1

)
= lim

z→−1
z−n(z − 1)

(
z + 1

sin(πz)

)2

+ lim
z→1

z−n(z + 1)

(
z − 1

sin(πz)

)2

= −2(−1)−n lim
z→−1

(
1

π cos(πz)

)2

+ 2 lim
z→1

(
1

π cos(πz)

)2

(κανόνας L’Hôpital)

= 2(−1)−n+1 1

π2
+ 2

1

π2

=


4
π2 αν −n περιττός

0 αν −n άρτιος .

Θ5. ΄Εστω τα πολυώνυµα P (z) = 1 και Q(z) = z4 + 4.

(αʹ) (i) ∆είξτε ότι για R0 αρκετά µεγάλο, R0 >
√

2, υπάρχει σταθερά M > 0 τέτοια ώστε∣∣∣∣P (z)

Q(z)

∣∣∣∣ ≤ M

|z|4
, για κάθε |z| ≥ R0 .

(ii) Αν γR είναι το ηµικύκλιο του άνω ηµιεπιπέδου µε εξίσωση γ(t) = Reiθ, 0 ≤ θ ≤ π,

δείξτε ότι

lim
R→∞

ˆ
γ
R

P (z)

Q(z)
dz = 0 . (2.1)

(1 µον.)

(ϐʹ) Χρησιµοποιώντας µιγαδική ολοκλήρωση, δείξτε ότι το γενικευµένο ολοκλήρωµα
ˆ +∞

0

1

x4 + 4
dx =

π

8
.

(1 µον.)

Λύση.

(αʹ) (i) Από γνωστή πολυωνυµική ανισότητα υπάρχει R0 ≥ 1 τέτοια ώστε

1

2
|z|4 ≤ |Q(z)| ≤ 3

2
|z|4 , για κάθε |z| ≥ R0
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Επειδή Q(z) = 0⇔ z4 = −4 = 4eπi, οι ϱίζες του πολυωνύµου Q είναι

zk =
4
√

4e(2kπ+π)i/4 =
√

2e(2kπ+π)i/4 , k = 0, 1, 2, 3 .

∆ηλαδή zk = ±1± i. Παίρνουµε το R0 >
√

2 έτσι ώστε ο κύκλος |z| = R0 να περιέχει

τις ϱίζες ±1± i του πολυωνύµου Q. Τότε, για κάθε |z| ≥ R0 είναι∣∣∣∣P (z)

Q(z)

∣∣∣∣ ≤ 1
1
2 |z|4

=
2

|z|4
.

(ii) Είναι ∣∣∣∣∣
ˆ
γ
R

P (z)

Q(z)
dz

∣∣∣∣∣ ≤
ˆ
γ
R

∣∣∣∣P (z)

Q(z)

∣∣∣∣ |dz|
≤
ˆ
γ
R

2

R4
|dz| (από το (i) για |z| = R ≥ R0)

=
2

R4
πR =

2π

R3
−−−−→
R→∞

0

και άρα

lim
R→∞

ˆ
γ
R

P (z)

Q(z)
dz = 0 .

(ϐʹ) Η συνάρτηση

f(z) =
1

z4 + 4

έχει µεµονωµένα ανώµαλα σηµεία τα±1±i και τα±1+i ϐρίσκονται στο άνω ηµιεπίπε-

δο. Ολοκληρώνουµε τη συνάρτηση f πάνω στην κλειστή και τµηµατικά λεία καµπύλη

γ = [−R,R]∪ γR, µε ϑετική ϕορά, όπου γR είναι το ηµικύκλιο στο άνω ηµιεπίπεδο µε

εξίσωση z(θ) = Reiθ, 0 ≤ θ ≤ π και R >
√

2. Η συνάρτηση f είναι αναλυτική πάνω

και στο εσωτερικό της γ εκτός από το ±1 + i που είναι απλοί πόλοι της f . Επειδή

Res (f,±1 + i) =
1

(z4 + 4)′

∣∣∣∣
z=±1+i

=
1

4(±1 + i)3
=

1

8(∓1 + i)
,

από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων

ˆ R

−R
f(x) dx+

ˆ
γ
R

f(z) dz = 2πi [Res (f, 1 + i) + Res (f,−1 + i)]

= 2πi

[
1

8(−1 + i)
+

1

8(1 + i)

]
=
π

4
. (∗)
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Επειδή από την (2.1)

lim
R→∞

ˆ
γ
R

f(z) dz = lim
R→∞

ˆ
γ
R

P (z)

Q(z)
dz = 0 ,

παίρνοντας στην (∗) το R→∞ έχουµε
ˆ +∞

−∞

1

x4 + 4
dx =

π

4

και άρα ˆ +∞

0

1

x4 + 4
dx =

1

2

ˆ +∞

−∞

1

x4 + 4
dx =

π

8
.
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Επαναληπτική Εξέταση στη Μιγαδική Ανάλυση

30 Σεπτεµβρίου, 2016

Θ1. Να ϐρεθεί η τιµή του a ∈ R για την οποία η συνάρτηση u(x, y) = 3x2y + ay3 + 2x είναι

αρµονική στο R2. Στη συνέχεια να ϐρεθεί η συζυγής αρµονική v της u καθώς επίσης και

η ακέραια συνάρτηση f = u + iv, µε f(0) = i. Να εκφράσετε την f σαν συνάρτηση του

z = x+ iy. (1,5 µον.)

Λύση. Είναι uxx + uyy = 6y + 6ay = 6(a + 1)y. Επειδή η u έχει συνεχείς µερικές

παραγώγους δεύτερης τάξης, για να είναι η u αρµονική ϑα πρέπει να ισχύει η εξίσωση

Laplace uxx+uyy = 0 και ισοδύναµα 6(a+1)y = 0 για κάθε (x, y) ∈ R2. Εποµένως a = −1

και κατά συνέπεια

u(x, y) = 3x2y − y3 + 2x .

Ως γνωστόν, στον απλά συνεκτικό τόπο C υπάρχει συζυγής αρµονική v της u. ∆ηλαδή η

f = u + iv είναι ακέραια συνάρτηση. Από την εξίσωση Cauchy–Riemann ux = vy έχουµε

vy = 6xy + 2 και εποµένως v(x, y) = 3xy2 + 2y + c(x). Από τη δεύτερη εξίσωση Cauchy–

Riemann vx = −uy προκύπτει ότι

3y2 + c′(x) = −3x2 + 3y2 ⇔ c′(x) = −3x2 και άρα c(x) = −x3 + c .

∆ηλαδή

v(x, y) = 3xy2 + 2y − x3 + c

και κατά συνέπεια

f(z) = u(z, 0) + iv(z, 0) = 2z − iz3 + ic ,

c ∈ R. ΄Οµως f(0) = i, οπότε c = 1. ΄Αρα,

f(z) = −iz3 + 2z + i .

Θ2. ΄Εστω f : D → C αναλυτική συνάρτηση στον απλά συνεκτικό τόπο D ⊆ C µε f(z) 6= 0 για

κάθε z ∈ D και έστω z0 ∈ D.
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(αʹ) Παίρνουµε µια τιµή του log f(z0) και ορίζουµε τη συνάρτηση F : D → C µε

F (z) :=

ˆ z

z0

f ′(ζ)

f(ζ)
dζ + log f(z0) .

∆είξτε ότι η F είναι αναλυτική στο D µε eF (z) = f(z) για κάθε z ∈ D και

F ′(z) =
f ′(z)

f(z)
, για κάθε z ∈ D . (2.2)

(1 µον.)

(ϐʹ) Αν [z0, z1] είναι ένα ευθύγραµµο τµήµα στο D και w = exp z είναι η εκθετική συνάρ-

τηση, δείξτε ότι

exp

(ˆ
[z0,z1]

f ′(ζ)

f(ζ)
dζ

)
=
f(z1)

f(z0)
.

(0,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) Παραπέµπουµε στις σηµειώσεις του µαθήµατος.

(ϐʹ) Επειδή από την (2.2) είναι F ′(z) = f ′(z)/f(z), για κάθε z ∈ D, από το ϑεµελιώδες

ϑεώρηµα ολοκλήρωσης έχουµε
ˆ
[z0,z1]

f ′(ζ)

f(ζ)
dζ = F (z1)− F (z0)

΄Οµως από το (α΄) είναι eF (z1) = f(z1) , eF (z0) = f(z0) και εποµένως

exp

(ˆ
[z0,z1]

f ′(ζ)

f(ζ)
dζ

)
= eF (z1)−F (z0) =

eF (z1)

eF (z0)
=
f(z1)

f(z0)
.

Θ3. (αʹ) ∆ιατυπώστε την αρχή µεγίστου και την αρχή ελαχίστου για ένα ανοικτό, συνεκτικό και

ϕραγµένο υποσύνολο του C, δηλαδή για ένα ϕραγµένο τόπο. (0,5 µον.)

(ϐʹ) Υποθέτουµε ότι οι µιγαδικές συναρτήσεις f, g είναι αναλυτικές στον ανοικτό δίσκο

D(0, r) = {z ∈ C : |z| < r}, r > 0, συνεχείς στο κλειστό δίσκο D(0, r) = {z ∈

C : |z| ≤ r} και ότι f(z) 6= 0, g(z) 6= 0 για κάθε z ∈ D(0, r). Αν |f(z)| = |g(z)| για

κάθε |z| = r, δείξτε ότι υπάρχει µια σταθερά c ∈ C τέτοια ώστε |c| = 1 και f(z) = cg(z)

για κάθε z ∈ D(0, r). (1 µον.)

Λύση.
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(αʹ) Παραπέµπουµε στις σηµειώσεις του µαθήµατος.

(ϐʹ) Η συνάρτηση h(z) :=
f(z)

g(z)
είναι αναλυτική και ικανοποιεί τις υποθέσεις της αρχής

µεγίστου και της αρχής ελαχίστου στο ϕραγµένο τόπο D(0, r). Εποµένως υπάρχουν

u, v στο κύκλο C(0, r) = {z : |z| = r}, που είναι το σύνορο του δίσκου D(0, r), τέτοια

ώστε

|h(u)| ≤ |h(z)| ≤ |h(v)| , για κάθε z ∈ D(0, r) .

Επειδή από την υπόθεση είναι |f(z)| = |g(z)| για κάθε z ∈ C(0, r), έπεται ότι |h(z)| = 1

για κάθε z ∈ D(0, r). Τότε όµως από γνωστή πρόταση η h ϑα είναι σταθερή στοD(0, r),

έστω h(z) = c ∈ C µε |c| = 1 για κάθε z ∈ D(0, r). Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι ϑα είναι

f(z) = cg(z), µε |c| = 1, για κάθε z ∈ D(0, r).

Θ4. (αʹ) Να ϐρεθεί η σειρά(ανάπτυγµα) Laurent της

f(z) =
7z − 2

z(z + 1)(z − 2)
=

1

z
− 3

z + 1
+

2

z − 2

µε κέντρο το z0 = −1 στο µεγαλύτερο δυνατό δακτύλιο που περιέχει το σηµείο 2i+ 1.

(1 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω
1

z(ez − e−z)
=

∞∑
n=−∞

anz
n το ανάπτυγµα Laurent της συνάρτησης g(z) = 1

z(ez−e−z)

στο δακτύλιο

∆ = {z ∈ C : π < |z| < 2π} µε κέντρο το z0 = 0 .

Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα Laurent καθώς επίσης και το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών

υπολοίπων να υπολογιστούν οι συντελεστές an, για κάθε n ≤ −1. (2 µον.)

Λύση.

(αʹ) Τα µεµονωµένα ανώµαλα σηµεία της f είναι : −1, 0 και 2. Εποµένως το ανάπτυγµα

Laurent της f µε κέντρο το −1 µπορεί να γίνει στους δακτυλίους ∆1 = {z ∈ C : 0 <

|z + 1| < 1}(διάτρητος δίσκος), ∆2 = {z ∈ C : 1 < |z + 1| < 3} και ∆3 = {z ∈ C :

|z+1| > 3}(εξωτερικός δακτύλιος). Επειδή |(2i+1)+1| =
√

8 < 3, το 2i+1 ∈ ∆2. Θα

αναπτύξουµε την f στο δακτύλιο ∆2 που είναι ο µεγαλύτερος δακτύλιος που περιέχει
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το σηµείο 2i + 1. Χρησιµοποιώντας τη γεωµετρική σειρά 1
1−w =

∑∞
n=0w

n, |w| < 1,

έχουµε

1

z
=

1

(z + 1)− 1
=

1
z+1

1− 1
z+1

=
1

z + 1

∞∑
n=0

1

(z + 1)n
=

∞∑
n=1

1

(z + 1)n

(
∣∣∣ 1
z+1

∣∣∣ < 1⇔ |z + 1| > 1)

και

2

z − 2
=

2

(z + 1)− 3
= −2

3
· 1

1− z+1
3

= −2

3

∞∑
n=0

(
1

3

)n
(z + 1)n .

(
∣∣ z+1

3

∣∣ < 1⇔ |z + 1| < 3)

Εποµένως

f(z) = − 3

z + 1
+
∞∑
n=1

1

(z + 1)n
− 2

∞∑
n=0

1

3n+1
(z + 1)n .

Το παραπάνω ανάπτυγµα ισχύει στο δακτύλιο ∆2 = {z ∈ C : 1 < |z + 1| < 3} που

είναι ο µεγαλύτερος δυνατός δακτύλιος που περιέχει το σηµείο 2i+ 1.

(ϐʹ) Επειδή

ez − e−z = 0⇔ e2z = 1⇔ 2z = 2kπi⇔ z = kπi , k ∈ Z ,

τα zk = kπi, k ∈ Z, είναι µεµονωµένα ανώµαλα σηµεία της συνάρτησης g(z) =

1/z(ez − e−z). Από το ϑεώρηµα Laurent οι συντελεστές an δίνονται από τον τύπο

an =
1

2πi

‰
|z|=r

1/z(ez − e−z)
zn+1

dz =
1

2πi

‰
|z|=r

z−n−2

ez − e−z
dz ,

όπου ο κύκλος |z| = r µε π < r < 2π και ϑετική ϕορά διαγραφής ανήκει στο δακτύλιο

∆.

Αν

g(z) :=
z−n−2

ez − e−z
,

τα ανώµαλα σηµεία −πi, 0 και πi της g ϐρίσκοντα στο εσωτερικό του κύκλου |z| = r.

(i) n = −1: Σ᾿ αυτή την περίπτωση g(z) = 1/z(ez − e−z). Τα ανώµαλα σηµεία ±πi

είναι απλοί πόλοι και το 0 είναι πόλος τάξης 2 της g. Από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών
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υπολοίπων έχουµε

a−1 =
1

2πi

‰
|z|=r

1

z(ez − e−z)
dz

= Res

(
z−1

ez − e−z
, −πi

)
+ Res

(
1

z(ez − e−z)
, 0

)
+ Res

(
z−1

ez − e−z
, πi

)
=

z−1

(ez − e−z)′

∣∣∣∣
z=−πi

+ lim
z→0

(
z2

1

z(ez − e−z)

)′
+

z−1

(ez − e−z)′

∣∣∣∣
z=πi

=
z−1

ez + e−z

∣∣∣∣
z=−πi

+ lim
z→0

ez − e−z − z(ez + e−z)

(ez − e−z)2
+

z−1

ez + e−z

∣∣∣∣
z=πi

=
1

2πi
+ lim
z→0

−z(ez − e−z)
2(ez − e−z)(ez + e−z)

− 1

2πi
(κανόνας L’Hôpital)

= 0 .

(ii) n = −2: Σ᾿ αυτή την περίπτωση g(z) = f(z) = 1/(ez−e−z) και τα ανώµαλα σηµεία

±πi, 0 είναι απλοί πόλοι της g. Από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων έχουµε

a−2 =
1

2πi

‰
|z|=r

1

ez − e−z
dz

= Res

(
1

ez − e−z
, −πi

)
+ Res

(
1

ez − e−z
, 0

)
+ Res

(
1

ez − e−z
, πi

)
=

1

ez + e−z

∣∣∣∣
z=−πi

+
1

ez + e−z

∣∣∣∣
z=0

+
1

ez + e−z

∣∣∣∣
z=πi

= −1

2
+

1

2
− 1

2
= −1

2
.

(ii) n ≤ −3: Σ᾿ αυτή την περίπτωση είναι

g(z) =
z−n−2

ez − e−z
µε −n− 2 ≥ 1

και εποµένως τα ανώµαλα σηµεία ±πi είναι απλοί πόλοι της g. Επειδή το 0 είναι ϱίζα

τάξης ≥ 1 του αριθµητή και απλή ϱίζα του παρανοµαστή της g(z) = z−n−2/(ez − e−z),

το 0 είναι επουσιώδες ανώµαλο σηµείο της g. ΄Αρα, από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών



206 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΘΕΜΑΤΑ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ

υπολοίπων έχουµε

an =
1

2πi

‰
|z|=r

z−n−2

ez − e−z
dz = Res

(
z−n−2

ez − e−z
, −πi

)
+ Res

(
z−n−2

ez − e−z
, π

)
=

z−n−2

(ez − e−z)′

∣∣∣∣
z=−πi

+
z−n−2

(ez − e−z)′

∣∣∣∣
z=πi

=
z−n−2

ez + e−z

∣∣∣∣
z=−πi

+
z−n−2

ez + e−z

∣∣∣∣
z=πi

= −(−πi)−n−2

2
− (πi)−n−2

2

= −(πi)−n−2

2
[(−1)−n−2 + 1]

=


−(πi)−n−2 αν n = −4,−6, . . .

0 αν n = −3,−5, . . . .

Θ5. (αʹ) Να ϐρείτε τις ϱίζες της εξίσωσης : z4 + z2 + 1 = 0. Ποιές ϱίζες ϐρίσκονται στο άνω

ηµιεπίπεδο ;

(0,5 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω τα πολυώνυµα P (z) = z2 και Q(z) = z4 + z2 + 1.

(i) ∆είξτε ότι για R0 αρκετά µεγάλο, R0 > 1, υπάρχει σταθερά M > 0 τέτοια ώστε∣∣∣∣P (z)

Q(z)

∣∣∣∣ ≤ M

|z|2
, για κάθε |z| ≥ R0 .

(ii) Αν γR είναι το ηµικύκλιο του άνω ηµιεπιπέδου µε εξίσωση γ(θ) = Reiθ, 0 ≤ θ ≤ π,

δείξτε ότι

lim
R→∞

ˆ
γ
R

P (z)

Q(z)
dz = 0 . (2.3)

(1 µον.)

(γʹ) Χρησιµοποιώντας µιγαδική ολοκλήρωση, δείξτε ότι το γενικευµένο ολοκλήρωµα
ˆ ∞
0

x2

x4 + x2 + 1
dx =

1

2

ˆ ∞
−∞

x2

x4 + x2 + 1
dx =

π

2
√

3
.

(1 µον.)

Λύση.
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(αʹ) Θέτοντας w = z2, η λύση της εξίσωσης z4 + z2 + 1 = 0 ⇔ w2 + w + 1 = 0 είναι

w1,2 = −1/2± i
√

3/2. Οι λύσεις της εξίσωσης z2 = −1/2 + i
√

3/2 = ei2π/3 είναι

zk = e2(k+1/3)πi/2 , k = 0, 1

και της εξίσωσης z2 = −1/2− i
√

3/2 = ei4π/3 είναι

zk = e2(k+2/3)πi/2 , k = 0, 1 .

Εποµένως οι λύσεις της εξίσωσης z4 + z2 + 1 = 0 είναι οι

eiπ/3 , ei4π/3 = e−i2π/3 , ei2π/3 , και ei5π/3 = e−iπ/3 .

Από τις τέσσερις ϱίζες µόνο οι eiπ/3 = (1 + i
√

3)/2, ei2π/3 = (−1 + i
√

3)/2 ϐρίσκονται

στο άνω ηµιεπίπεδο.

(ϐʹ) (i) Από γνωστή πολυωνυµική ανισότητα υπάρχει R0 ≥ 1 τέτοια ώστε

1

2
|z|4 ≤ |Q(z)| ≤ 3

2
|z|4 , για κάθε |z| ≥ R0 .

Επειδή οι ϱίζες του πολυωνύµου Q ϐρίσκονται πάνω στο µοναδιαίο κύκλο, παίρνουµε

το R0 > 1 έτσι ώστε ο κύκλος |z| = R0 να περιέχει τις ϱίζες του πολυωνύµου Q. Τότε,

για κάθε |z| ≥ R0 είναι ∣∣∣∣P (z)

Q(z)

∣∣∣∣ ≤ |z|21
2 |z|4

=
2

|z|2
.

(ii) Είναι ∣∣∣∣∣
ˆ
γ
R

P (z)

Q(z)
dz

∣∣∣∣∣ ≤
ˆ
γ
R

∣∣∣∣P (z)

Q(z)

∣∣∣∣ |dz|
≤
ˆ
γ
R

2

R2
|dz| (από το (i) για |z| = R ≥ R0)

=
2

R2
πR =

2π

R
−−−−→
R→∞

0

και άρα

lim
R→∞

ˆ
γ
R

P (z)

Q(z)
dz = 0 .

(γʹ) Τα eiπ/3 = (1 + i
√

3)/2, ei2π/3 = (−1 + i
√

3)/2 είναι τα µοναδικά µεµονωµένα α-

νώµαλα σηµεία της συνάρτησης f(z) = z2

z4+z2+1
που ϐρίσκονται στο άνω ηµιεπίπεδο.
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Ολοκληρώνουµε τη συνάρτηση f πάνω στην κλειστή και τµηµατικά λεία καµπύλη

γ = [−R,R]∪ γR, µε ϑετική ϕορά, όπου γR είναι το ηµικύκλιο στο άνω ηµιεπίπεδο µε

εξίσωση z(θ) = Reiθ, 0 ≤ θ ≤ π και R > 1. Η συνάρτηση f είναι αναλυτική πάνω και

στο εσωτερικό της γ εκτός από τα σηµεία (±1 + i
√

3)/2 που είναι απλοί πόλοι της f .

Επειδή

Res
(
f, (±1 + i

√
3)/2

)
=

z2

(z4 + z2 + 1)′

∣∣∣∣
z=(±1+i

√
3)/2

=
z2

4z3 + 2z

∣∣∣∣
z=(±1+i

√
3)/2

=
z

4z2 + 2

∣∣∣∣
z=(±1+i

√
3)/2

= ±±1 + i
√

3

4
√

3i
,

από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων
ˆ R

−R
f(x) dx+

ˆ
γ
R

f(z) dz = 2πi
[
Res

(
f, (1 + i

√
3)/2

)
+ Res

(
f, (−1 + i

√
3)/2

)]
=

πi

2
√

3i
[(1 + i

√
3)− (−1 + i

√
3)] =

π√
3
. (∗)

Επειδή από τη (2.3)

lim
R→∞

ˆ
γ
R

f(z) dz = lim
R→∞

ˆ
γ
R

P (z)

Q(z)
dz = 0 ,

παίρνοντας στην (∗) το R→∞ έχουµε
ˆ ∞
−∞

x2

x4 + x2 + 1
dx =

π√
3

και άρα ˆ ∞
0

x2

x4 + x2 + 1
dx =

1

2

ˆ ∞
−∞

x2

x4 + x2 + 1
dx =

π

2
√

3
.
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2.3 Ακαδηµαϊκό έτος 2014–15

ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

Εξετάσεις στη Μιγαδική Ανάλυση

9 Ιουλίου, 2015

Θ1. (αʹ) ΄Εστω η συνάρτηση w = sin z, z ∈ C.

(i) ∆είξτε ότι | sin z| ≤ coshR, για κάθε z στον κλειστό δίσκο D(0, R).

(ii) ∆είξτε ότι sin z = sin z, z ∈ C.

(1,3 µον.)

(ϐʹ) Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : U → C, σαν συνάρτηση των x και y, έχει συνεχείς

µερικές παραγώγους στο ανοικτό σύνολο U ⊆ C. Αν h ∈ R και

lim
h→0

f(z + h)− f(z)

h
= lim

h→0

f(z + ih)− f(z)

ih
, για κάθε z ∈ U ,

δείξτε ότι η f είναι αναλυτική στο U . (1 µον.)

Λύση.

(αʹ) (i) Αν z = x + iy ∈ D(0, R), είναι x2 + y2 ≤ R2. Τότε |y| ≤ R ⇔ −R ≤ y ≤ R και

εποµένως cosh y ≤ coshR (η u = cosh y είναι άρτια συνάρτηση, γνήσια ϕθίνουσα στο

διάστηµα (−∞, 0] και γνήσια αύξουσα στο διάστηµα [0,+∞)). Επειδή |eix| = |e−ix| =

1, για κάθε x ∈ R, είναι

| sin z| =
∣∣∣∣eiz − e−iz2i

∣∣∣∣
≤ |e

iz|+ |e−iz|
2

=
|eix|e−y + |e−ix|ey

2

=
ey + e−y

2
= cosh y ≤ coshR .

(ii) Επειδή sin z = sin(x + iy) = sinx cosh y + i cosx sinh y και sin z = sin(x − iy) =

sinx cosh y − i cosx sinh y, είναι

sin z = sin z , για κάθε z ∈ C .
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(ϐʹ) ΄Εστω z = x+ iy ∈ U . Αν z+h ∈ U , τότε το z+h = x+ iy+h = (x+h)+ iy ταυτίζεται

µε το σηµείο (x+ h, y) ∈ U και

lim
h→0

f(z + h)− f(z)

h
= lim

h→0

f(x+ h, y)− f(x, y)

h
= fx(x, y) .

Αν z + ih ∈ U , τότε το z + ih = x + iy + ih = x + i(y + h) ταυτίζεται µε το σηµείο

(x, y + h) ∈ U και

lim
h→0

f(z + ih)− f(z)

ih
= lim

h→0

f(x, y + h)− f(x, y)

ih

= −i lim
h→0

f(x, y + h)− f(x, y)

h
= −ify(x, y) .

Εποµένως, fx(x, y) = −ify(x, y) για κάθε z = x + iy ∈ U , δηλαδή ικανοποιούνται

οι εξισώσεις Cauchy–Riemann στο U . Επειδή από την υπόθεση η συνάρτηση f , σαν

συνάρτηση των x και y, έχει συνεχείς µερικές παραγώγους, από γνωστό ϑεώρηµα η f

είναι αναλυτική στο U .

Θ2. (αʹ) ΄Εστω f : U → C αναλυτική συνάρτηση στο ανοικτό σύνολο U ⊆ C και έστω z0 ∈ U

ϱίζα τάξης n ≥ 1 της f . ∆είξτε ότι υπάρχει αναλυτική συνάρτηση φ σε µια περιοχή

D(z0, δ) ⊂ U του z0, τέτοια ώστε

f(z) = φ(z)n , για κάθε z ∈ D(z0, δ) , (2.4)

µε φ(z) 6= 0 για κάθε z ∈ D′(z0, δ) = D(z0, δ) \ {z0}. (1 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω f : C → C ακέραια συνάρτηση τέτοια ώστε |f(z)| ≤ A + B|z − i|3/2 για κάθε

z ∈ C, όπου A,B > 0. Χρησιµοποιώντας τις ανισότητες Cauchy, δείξτε ότι

f(z) = a0 + a1(z − i) , a0, a1 ∈ C, |a0| ≤ A .

(1,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) Επειδή το z0 είναι ϱίζα τάξης n της f

f(z) = (z − z0)ng(z) ,
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όπου g αναλυτική συνάρτηση στο U µε g(z0) 6= 0. Τότε ως γνωστόν υπάρχει δ > 0 τέτοιο

ώστε g(z) 6= 0 για κάθε z ∈ D(z0, δ) ⊂ U . Επειδή ο ανοικτός δίσκος D(z0, δ) είναι

ένας απλά συνεκτικός τόπος στον οποίο η αναλυτική συνάρτηση g δεν µηδενίζεται, από

γνωστό ϑεώρηµα υπάρχει αναλυτική n-οστή ϱίζα h της g στο D(z0, δ). ∆ηλαδή υπάρχει

αναλυτική συνάρτηση h στο D(z0, δ) µε

g(z) = h(z)n , για κάθε z ∈ D(z0, δ) .

Τότε η συνάρτηση φ(z) := (z − z0)h(z) είναι αναλυτική στον ανοικτό δίσκο D(z0, δ)

και τέτοια ώστε

f(z) = φ(z)n , για κάθε z ∈ D(z0, δ) ,

µε φ(z) 6= 0 για κάθε z ∈ D′(z0, δ) = D(z0, δ) \ {z0}.

(ϐʹ) Επειδή η f : C→ C είναι ακέραια συνάρτηση,

f(z) =

∞∑
n=0

an(z − i)n =

∞∑
n=0

f (n)(i)

n!
(z − i)n , για κάθε z ∈ C .

΄Εστω C(i, R) = {z ∈ C : |z − i| = R} κύκλος µε κέντρο i και ακτίνα R > 0. Από την

υπόθεση έχουµε

max
|z−i|=R

|f(z)| ≤ A+BR3/2

και από τις ανισότητες Cauchy για κάθε n ≥ 2 είναι

|an| =
∣∣f (n)(0)

∣∣
n!

≤
max|z−i|=R |f(z)|

Rn
≤ A+BR3/2

Rn
= A

1

Rn
+B

1

Rn−3/2
−−−−→
R→∞

0 .

Εποµένως an = 0, για κάθε n ≥ 2. ΄Αρα η f είναι πολυώνυµο ϐαθµού το πολύ 1,

δηλαδή f(z) = a0 + a1(z − i), a0, a1 ∈ C. Επειδή f(i) = a0, από την υπόθεση έπεται

ότι |a0| ≤ A.

Θ3. (αʹ) Να ϐρεθεί η σειρά(ανάπτυγµα) Laurent της

f(z) =
1

(z + 1)(z2 − 1)

µε κέντρο το z0 = 1 στο µεγαλύτερο δυνατό δακτύλιο που περιέχει το σηµείο −1 + i.

(1 µον.)
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(ϐʹ) ΄Εστω
z3

sin(πz)
=

∞∑
n=−∞

anz
n το ανάπτυγµα Laurent της συνάρτησης f(z) = z3

sin(πz) στο

δακτύλιο

∆ = {z ∈ C : 1 < |z| < 2} µε κέντρο το z0 = 0 .

Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα Laurent καθώς επίσης και το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών

υπολοίπων να υπολογιστούν οι συντελεστές an, για κάθε n ≤ 2. (1,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) Τα µεµονωµένα ανώµαλα σηµεία της f είναι : −1 και 1. Εποµένως το ανάπτυγµα

Laurent της f µε κέντρο το 1 µπορεί να γίνει στους δακτυλίους

∆1 = {z ∈ C : 0 < |z − 1| < 2} και ∆2 = {z ∈ C : |z − 1| > 2} .

Επειδή το −1 + i ∈ {z ∈ C : |z − 1| > 2}, ϑα αναπτύξουµε την f στο δακτύλιο ∆2 που

είναι ο µεγαλύτερος δακτύλιος που περιέχει το σηµείο −1 + i. Ως γνωστόν

1

1 + w
=
∞∑
n=0

(−1)nwn , |w| < 1 . (γεωµετρική σειρά)

Παραγωγίζοντας τη γεωµετρική σειρά παίρνουµε

− 1

(1 + w)2
=
∞∑
n=1

(−1)nnwn−1 ⇔ 1

(1 + w)2
=
∞∑
n=1

(−1)n−1nwn−1 , |w| < 1 .

Εποµένως

f(z) =
1

(z + 1)2(z − 1)

=
1

((z − 1) + 2)2(z − 1)

=
1

(z − 1)3
· 1(

1 + 2
z−1

)2
=

1

(z − 1)3

∞∑
n=1

(−1)n−1n

(
2

z − 1

)n−1
(
∣∣∣ 2
z−1

∣∣∣ < 1⇔ |z − 1| > 2)

=

∞∑
n=1

(−1)n−12n−1n
1

(z − 1)n+2
.

Το παραπάνω ανάπτυγµα ισχύει στο δακτύλιο ∆2 = {z ∈ C : |z − 1| > 2} που είναι ο

µεγαλύτερος δυνατός δακτύλιος που περιέχει το σηµείο −1 + i.
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(ϐʹ) Είναι sin(πz) = 0 ⇔ πz = kπ ⇔ z = k, k ∈ Z. Τα zk = k, k ∈ Z, είναι µεµονωµένα

ανώµαλα σηµεία της f . Από το ϑεώρηµα Laurent οι συντελεστές an δίνονται από τον

τύπο

an =
1

2πi

‰
|z|=r

z3/ sin(πz)

zn+1
dz =

1

2πi

‰
|z|=r

z−n+2

sin(πz)
dz ,

όπου ο κύκλος |z| = r µε κέντρο 0, ακτίνα r, 1 < r < 2 και ϑετική ϕορά διαγραφής

ανήκει στο δακτύλιο ∆. Τα σηµεία 0 και ±1 ϐρίσκονται στο εσωτερικό του κύκλου

|z| = r.

(i) n = 2: Σ᾿ αυτή την περίπτωση έχουµε

a2 =
1

2πi

‰
|z|=r

1

sinπz
dz .

Τα σηµεία 0 και ±1 είναι απλοί πόλοι της g(z) = 1
sin(πz) . Από το ϑεώρηµα ολοκληρω-

τικών υπολοίπων έχουµε

a2 =
1

2πi

‰
|z|=r

1

sin(πz)
dz = Res

(
1

sin(πz)
, −1

)
+ Res

(
1

sin(πz)
, 0

)
+ Res

(
1

sin(πz)
, 1

)
=

1

(sin(πz))′

∣∣∣∣
z=−1

+
1

(sin(πz))′

∣∣∣∣
z=0

+
1

(sin(πz))′

∣∣∣∣
z=1

= − 1

π
+

1

π
− 1

π
= − 1

π
.

(ii) n ≤ 1: Σ᾿ αυτή την περίπτωση είναι

g(z) =
z−n+2

sin(πz)
, µε −n+ 2 ≥ 1 .

Τα σηµεία ±1 είναι απλοί πόλοι της g ενώ το 0 είναι επουσιώδες ανώµαλο σηµείο της

g. Από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων έχουµε

an =
1

2πi

‰
|z|=r

z−n+2

sin(πz)
dz = Res

(
z−n+2

sin(πz)
, −1

)
+ Res

(
z−n+2

sin(πz)
, 1

)
=

z−n+2

(sin(πz))′

∣∣∣∣
z=−1

+
z−n+2

(sin(πz))′

∣∣∣∣
z=1

= −(−1)−n+2

π
− 1

π

=


− 2
π αν −n άρτιος ή n = 0

0 αν −n περιττός ή n = 1 .
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Θ4. ΄Εστω τα πολυώνυµα P (z) = z και Q(z) = (z2 + 2z + 2)2.

(αʹ) (i) ∆είξτε ότι για R0 αρκετά µεγάλο, R0 >
√

2, υπάρχει σταθερά M > 0 τέτοια ώστε∣∣∣∣P (z)

Q(z)

∣∣∣∣ ≤ M

|z|3
, για κάθε |z| ≥ R0 .

(ii) Αν γR είναι το ηµικύκλιο του άνω ηµιεπιπέδου µε εξίσωση γ(t) = Reit, 0 ≤ t ≤ π,

δείξτε ότι

lim
R→∞

ˆ
γ
R

P (z)

Q(z)
dz = 0 . (2.5)

(1,5 µον.)

(ϐʹ) Χρησιµοποιώντας µιγαδική ολοκλήρωση υπολογίστε το γενικευµένο ολοκλήρωµα
ˆ +∞

−∞

x

(x2 + 2x+ 2)2
dx .

(1,2 µον.)

Λύση.

(αʹ) (i) Από γνωστή πολυωνυµική ανισότητα υπάρχει R0 ≥ 1 τέτοια ώστε

1

2
|z|4 ≤ |Q(z)| ≤ 3

2
|z|4 , για κάθε |z| ≥ R0

Παίρνουµε το R0 >
√

2 έτσι ώστε ο κύκλος |z| = R0 να περιέχει τις ϱίζες −1 ± i του

πολυωνύµου Q. Τότε, για κάθε |z| ≥ R0 είναι∣∣∣∣P (z)

Q(z)

∣∣∣∣ ≤ |z|
1
2 ||z|4

=
2

|z|3
.

(ii) Είναι ∣∣∣∣∣
ˆ
γ
R

P (z)

Q(z)
dz

∣∣∣∣∣ ≤
ˆ
γ
R

∣∣∣∣P (z)

Q(z)

∣∣∣∣ |dz|
≤
ˆ
γ
R

2

R3
|dz| (από το (i) για |z| = R ≥ R0)

=
2

R3
πR =

2π

R2
−−−−→
R→∞

0

και άρα

lim
R→∞

ˆ
γ
R

P (z)

Q(z)
dz = 0 .
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(ϐʹ) Η συνάρτηση

f(z) =
z

(z2 + 2z + 2)2

έχει µεµονωµένα ανώµαλα σηµεία τα−1±i και το−1+i ϐρίσκεται στο άνω ηµιεπίπεδο.

Ολοκληρώνουµε τη συνάρτηση f πάνω στην κλειστή και τµηµατικά λεία καµπύλη

γ = [−R,R]∪ γR, µε ϑετική ϕορά, όπου γR είναι το ηµικύκλιο στο άνω ηµιεπίπεδο µε

εξίσωση z(θ) = Reiθ, 0 ≤ θ ≤ π και R >
√

2. Η συνάρτηση f είναι αναλυτική πάνω

και στο εσωτερικό της γ εκτός από το z = −1+ i που είναι πόλος τάξης 2 της f . Επειδή

Res (f,−1 + i) = lim
z→−1+i

[
(z + 1− i)2 z

(z + 1− i)2(z + 1 + i)2

]′
= lim

z→−1+i

(
z

(z + 1 + i)2

)′
= lim

z→−1+i

−z + 1 + i

(z + 1 + i)3
= − 1

4i
,

από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων
ˆ R

−R
f(x) dx+

ˆ
γ
R

f(z) dz = 2πiRes (f,−1 + i) = 2πi

(
− 1

4i

)
= −π

2
. (∗)

Επειδή από τη (2.5)

lim
R→∞

ˆ
γ
R

f(z) dz = lim
R→∞

ˆ
γ
R

P (z)

Q(z)
dz = 0 ,

παίρνοντας στην (∗) το R→∞ έχουµε
ˆ +∞

−∞

x

(x2 + 2x+ 2)2
dx = −π

2
.

Επαναληπτική Εξέταση στη Μιγαδική Ανάλυση

2 Οκτωβρίου, 2015

Θ1. Υπάρχει ακέραια συνάρτηση στο C µε πραγµατικό µέρος u(x, y) = x3 − 3xy2 − 7y; Αν

ναι, να ϐρεθεί η συζυγής αρµονική v της u καθώς επίσης και η ακέραια συνάρτηση f(z) =

u(x, y) + iv(x, y). Να εκφράσετε την f σαν συνάρτηση του z = x+ iy. (1 µον.)

Λύση. Επειδή η u έχει συνεχείς µερικές παραγώγους δεύτερης τάξης µε uxx + uyy =

6x − 6x = 0, για κάθε (x, y) ∈ R2, η u είναι αρµονική στο R2. Ως γνωστόν, στον απλά
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συνεκτικό τόπο C υπάρχει συζυγής αρµονική v της u. ∆ηλαδή η f = u + iv είναι ακέραια

συνάρτηση. Από την εξίσωση Cauchy–Riemann ux = vy έχουµε vy = 3x2−3y2 και εποµένως

v(x, y) = 3x2y− y3 + c(x). Από τη δεύτερη εξίσωση Cauchy–Riemann vx = −uy προκύπτει

ότι

6xy + c′(x) = −(−6xy − 7)⇔ c′(x) = 7 και άρα c(x) = 7x+ c .

∆ηλαδή

v(x, y) = 3x2y − y3 + 7x+ c

και κατά συνέπεια

f(z) = u(z, 0) + iv(z, 0) = z3 + i(7z + c) = z3 + 7iz + ic ,

Θ2. (αʹ) ∆ιατυπώστε την 1η και τη 2η µορφή της αρχής µεγίστου και της αρχής ελαχίστου σ΄

ένα τόπο G του C. (0,8 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω η συνάρτηση f(z) = ez
3
και έστω D(0, 1) = {z ∈ C : |z| ≤ 1} ο κλειστός µονα-

διαίος δίσκος. Να ϐρεθούν τα σηµεία του D(0, 1) στα οποία η |f | παίρνει τη µέγιστη

και την ελάχιστη τιµή της καθώς επίσης και το maxz∈D(0,1) |f(z)|, minz∈D(0,1) |f(z)|.

(1,2 µον.)

Λύση.

(αʹ) Παραπέµπουµε στο [9].

(ϐʹ) Επειδη η f είναι ακέραια συνάρτηση και δεν µηδενίζεται στο C, από την αρχή µε-

γίστου/ελαχίστου η |f | παίρνει τη µέγιστη και την ελάχιστη τιµή της στο σύνορο του

D(0, 1) που είναι ο µοναδιαίος κύκλος |z| = 1⇔ x2 + y2 = 1. Αν z = x+ iy, τότε

|f(z)| = |ez3 | =
∣∣∣ex3+3ix2y−3xy2−iy3

∣∣∣ = ex
3−3xy2 = e4x

3−3x . (y2 = 1− x2)

∆ηλαδή |f(z)| = e4x
3−3x, −1 ≤ x ≤ 1. Η µέγιστη τιµή της |f(z)| είναι e για x = −1/2

και x = 1 και η ελάχιστη τιµή της είναι e−1 για x = 1/2 και x = −1. Εποµένως

max
z∈D(0,1)

|f(z)| = |f
(
−1/2± i

√
3/2
)
| = |f(1)| = e
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και

min
z∈D(0,1)

|f(z)| = |f
(

1/2± i
√

3/2
)
| = |f(−1)| = 1/e .

Θ3. ΄Εστω f αναλυτική συνάρτηση στον κλειστό µοναδιαίο δίσκο D(0, 1) = {ζ ∈ C : |ζ| ≤ 1}.

Αν 0 < |z| < 1, δείξτε ότι

2πif(z) =

‰
|ζ|=1

f(ζ)

ζ − z
dζ −

‰
|ζ|=1

f(ζ)

ζ − 1/z
dζ . (∗)

Χρησιµοποιώντας την παραπάνω σχέση, να δείξετε τον ολοκληρωτικό τύπο Poisson:

f(z) =
1

2π

ˆ 2π

0

1− |z|2

|eit − z|2
f(eit) dt

και ισοδύναµα

f(reiθ) =
1

2π

ˆ 2π

0

1− r2

1− 2r cos(θ − t) + r2
f(eit) dt , 0 < r < 1 .

(2 µον.)

Λύση. Επειδή το 1/z ϐρίσκεται εκτός του µοναδιαίου κύκλου |ζ| = 1, από το ϑεώρηµα

Cauchy το ολοκλήρωµα ‰
|ζ|=1

f(ζ)

ζ − 1/z
dζ = 0 .

Εποµένως, από τον ολοκληρωτικό τύπο Cauchy

f(z) =
1

2πi

‰
|ζ|=1

f(ζ)

ζ − z
dζ ⇔ 2πif(z) =

‰
|ζ|=1

f(ζ)

ζ − z
dζ −

‰
|ζ|=1

f(ζ)

ζ − 1/z
dζ .

Επειδή |ζ| = 1⇔ ζζ = 1, είναι

1

ζ − z
− 1

ζ − 1/z
=

1

ζ − z
− z

ζz − 1
=

1

ζ − z
+

z

1− ζz
=

1

ζ − z
+

z

ζζ − ζz
=

1− |z|2

ζ|ζ − z|2
.

Η παραµετρική εξίσωση του µοναδιαίου κύκλου είναι ζ(t) = eit, 0 ≤ t ≤ 2π, και εποµένως

από την (∗) έχουµε

f(z) =
1

2πi

‰
|ζ|=1

1− |z|2

ζ|ζ − z|2
f(ζ) dζ

=
1

2πi

ˆ 2π

0

1− |z|2

eit|eit − z|2
f(eit)ieit dt =

1

2π

ˆ 2π

0

1− |z|2

|eit − z|2
f(eit) dt .
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Αν z = reiθ, 0 < r < 1, ισοδύναµα έχουµε

f(reiθ) =
1

2π

ˆ 2π

0

1− r2

|eit − reiθ|2
f(eit) dt

=
1

2π

ˆ 2π

0

1− r2

1− r
(
ei(θ−t) + e−i(θ−t)

)
+ r2

f(eit) dt

=
1

2π

ˆ 2π

0

1− r2

1− 2r cos(θ − t) + r2
f(eit) dt .

Θ4. (αʹ) Να ϐρεθεί η σειρά(ανάπτυγµα) Laurent της

f(z) =
1

z2(z + 1)

µε κέντρο το z0 = −1 στο µεγαλύτερο δυνατό δακτύλιο που περιέχει το σηµείο i.

(1,2 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω
z3 cos z

e2iz − 1
=

∞∑
n=−∞

anz
n το ανάπτυγµα Laurent της συνάρτησης f(z) = z3 cos z

e2iz−1 στο

δακτύλιο

∆ = {z ∈ C : π < |z| < 2π} µε κέντρο το z0 = 0 .

Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα Laurent καθώς επίσης και το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών

υπολοίπων να υπολογιστούν οι συντελεστές an, για κάθε n ≤ 2. (1,8 µον.)

Λύση.

(αʹ) Τα µεµονωµένα ανώµαλα σηµεία της f είναι : −1 και 0. Εποµένως το ανάπτυγµα

Laurent της f µε κέντρο το −1 µπορεί να γίνει στους δακτυλίους

∆1 = {z ∈ C : 0 < |z + 1| < 1} και ∆2 = {z ∈ C : |z + 1| > 1} .

Επειδή το i ∈ {z ∈ C : |z + 1| > 1} ϑα αναπτύξουµε την f στο δακτύλιο ∆2 που είναι

ο µεγαλύτερος δακτύλιος που περιέχει το σηµείο i. Ως γνωστόν

1

1− w
=

∞∑
n=0

wn , |w| < 1 . (γεωµετρική σειρά)

Παραγωγίζοντας τη γεωµετρική σειρά παίρνουµε

1

(1− w)2
=

∞∑
n=1

nwn−1 , |w| < 1 .
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Εποµένως

f(z) =
1

z2(z + 1)

=
1

((z + 1)− 1)2(z + 1)

=
1

(z + 1)3
· 1(

1− 1
z+1

)2
=

1

(z + 1)3

∞∑
n=1

n

(
1

z + 1

)n−1
=

∞∑
n=1

n
1

(z + 1)n+2
. (

∣∣∣ 1
z+1

∣∣∣ < 1⇔ |z + 1| > 1)

Το παραπάνω ανάπτυγµα ισχύει στο δακτύλιο ∆2 = {z ∈ C : |z + 1| > 1} που είναι ο

µεγαλύτερος δυνατός δακτύλιος που περιέχει το σηµείο i.

(ϐʹ) Είναι e2iz − 1 = 0 ⇔ e2iz = 1 ⇔ 2iz = 2kπi ⇔ z = kπ, k ∈ Z. Τα zk = kπ, k ∈ Z,

είναι µεµονωµένα ανώµαλα σηµεία της f . Από το ϑεώρηµα Laurent οι συντελεστές an

δίνονται από τον τύπο

an =
1

2πi

‰
|z|=r

z3 cos z/(e2iz − 1)

zn+1
dz =

1

2πi

‰
|z|=r

z−n+2 cos z

e2iz − 1
dz ,

όπου ο κύκλος |z| = r µε κέντρο 0, ακτίνα r, π < r < 2π και ϑετική ϕορά διαγραφής

ανήκει στο δακτύλιο ∆. Τα σηµεία 0 και ±π ϐρίσκονται στο εσωτερικό του κύκλου

|z| = r.

(i) n = 2: Σ᾿ αυτή την περίπτωση έχουµε

a2 =
1

2πi

‰
|z|=r

cos z

e2iz − 1
dz .

Τα σηµεία 0 και ±π είναι απλοί πόλοι της g(z) = cos z
e2iz−1 . Από το ϑεώρηµα ολοκληρω-

τικών υπολοίπων έχουµε

a2 =
1

2πi

‰
|z|=r

cos z

e2iz − 1
dz = Res

(
cos z

e2iz − 1
, −π

)
+ Res

(
cos z

e2iz − 1
, 0

)
+ Res

(
cos z

e2iz − 1
, π

)
=

cos z

(e2iz − 1)′

∣∣∣∣
z=−π

+
cos z

(e2iz − 1)′

∣∣∣∣
z=0

+
cos z

(e2iz − 1)′

∣∣∣∣
z=π

= − 1

2i
+

1

2i
− 1

2i
= − 1

2i
.
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(ii) n ≤ 1: Σ᾿ αυτή την περίπτωση είναι

g(z) =
z−n+2 cos z

e2iz − 1
, µε −n+ 2 ≥ 1 .

Τα σηµεία ±π είναι απλοί πόλοι της g ενώ το 0 είναι επουσιώδες ανώµαλο σηµείο της

g. Από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων έχουµε

an =
1

2πi

‰
|z|=r

z−n+2 cos z

e2iz − 1
dz = Res

(
z−n+2 cos z

e2iz − 1
, −π

)
+ Res

(
z−n+2 cos z

e2iz − 1
, π

)
+
z−n+2 cos z

(e2iz − 1)′

∣∣∣∣
z=−π

+
z−n+2 cos z

(e2iz − 1)′

∣∣∣∣
z=π

= −(−π)−n+2

2i
− π−n+2

2i

=


−π−n+2

i αν −n άρτιος ή n = 0

0 αν −n περιττός ή n = 1 .

Θ5. ΄Εστω P,Q δύο πολυώνυµα. Αν γR είναι το ηµικύκλιο του άνω ηµιεπιπέδου µε παραµετρική

εξίσωση γ(t) = Reit, 0 ≤ t ≤ π, διατυπώστε το λήµµα Jordan για το ολοκλήρωµα

ˆ
γ
R

P (z)

Q(z)
eiλz dz , λ > 0 .

Ποια συνθήκη πρέπει να ικανοποιούν τα πολυώνυµα ;

Χρησιµοποιώντας µιγαδική ολοκλήρωση και το λήµµα Jordan, δείξτε ότι

ˆ +∞

−∞

x

x2 + a2
eiλx dx = πie−λa , a, λ > 0 ,

και στη συνέχεια υπολογίστε το γενικευµένο ολοκλήρωµα
´ +∞
−∞

x sinx
x2+a2

dx. (2 µον.)

Λύση. Λήµµµα Jordan: Αν ϐαθµόςQ(z) ≥ ϐαθµόςP (z) + 1 και λ > 0, τότε

lim
R→+∞

ˆ
γ
R

P (z)

Q(z)
eiλz dz = 0 .

Θεωρούµε τώρα τη συνάρτηση

f(z) =
P (z)

Q(z)
=

z

z2 + a2
, a > 0 .
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Τα ±ai είναι µεµονωµένα ανώµαλα σηµεία της f και το ai ϐρίσκεται στο άνω ηµιεπίπε-

δο. Ολοκληρώνουµε τη συνάρτηση f πάνω στην κλειστή και τµηµατικά λεία καµπύλη

γ = [−R,R] ∪ γR, µε ϑετική ϕορά, όπου γR είναι το ηµικύκλιο στο άνω ηµιεπίπεδο µε

παραµετρική εξίσωση γ(t) = Reit, 0 ≤ t ≤ π, και R > a. Η συνάρτηση f είναι αναλυτική

πάνω και στο εσωτερικό της γ εκτός από το σηµείο z = ai που είναι απλός πόλος της f .

Επειδή

Res
(
f(z)eiλz, ai

)
= lim

z→ai
(z − ai) z

(z − ai)(z + ai)
eiλz =

e−λa

2
,

από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων
ˆ R

−R
f(x)eiλx dx+

ˆ
γ
R

f(z)eiλz dz = 2πiRes
(
f(z)eiλz, ai

)
= 2πi

(
e−λa

2

)
= πie−λa . (∗∗)

Επειδή ϐαθµός (z2 + a2) = ϐαθµός (z) + 1 και λ > 0, από το λήµµα Jordan

lim
R→∞

ˆ
γ
R

f(z)eiλz dz = lim
R→∞

ˆ
γ
R

z

z2 + a2
eiλz dz = 0 .

Παίρνοντας στην (∗∗) το R→∞, έχουµε
ˆ +∞

−∞

x

x2 + a2
eiλx dx = πie−λa .

Επειδή eiλx = cosλx+ i sinλx, για λ = 1 έπεται ότι
ˆ +∞

−∞

x sinx

x2 + a2
dx = πe−a .
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2.4 Ακαδηµαϊκό έτος 2013–14

ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

Εξετάσεις στη Μιγαδική Ανάλυση

8 Σεπτεµβρίου, 2014

Θ1. ΄Εστω f : G ⊆ C→ C, f = u+ iv, αναλυτική συνάρτηση στον τόπο G.

(i) Αν z = x + iy ∈ G, δείξτε ότι η µερική παράγωγος fy(x, y) υπάρχει (ϑεωρούµε την f

σαν συνάρτηση των x και y) και είναι

f ′(z) = −ify(x, y) = vy(x, y)− iuy(x, y) .

(0,6 µον.)

(ii) Αν το <f = u είναι σταθερό στο G, δείξτε ότι η f είναι σταθερή στο G. (0,6 µον.)

(iii) ΄Εστω F1, F2, αναλυτικές συναρτήσεις στο G µε

eF1(z) = eF2(z) , για κάθε z ∈ G .

∆είξτε ότι F2 = F1 + c, για κάποιο c ∈ C. (0,8 µον.)

Λύση.

(i) Αν h = ik, k ∈ R, k 6= 0 µε z + h ∈ G, τότε το z + h = x + iy + ik = x + i(y + k)

ταυτίζεται µε το σηµείο (x, y + k) ∈ U και εποµένως

f ′(z) = lim
h→0

h=ik,k∈R

f(z + h)− f(z)

h

= lim
k→0
k∈R

f(x, y + k)− f(x, y)

ik

= −i lim
k→0
k∈R

f(x, y + k)− f(x, y)

k
= −ify(x, y) .

΄Αρα, η µερική παράγωγος fy(x, y) υπάρχει και η παράγωγος f ′(z) = −ify(x, y) =

−i(uy(x, y) + ivy(x, y)) = vy(x, y)− iuy(x, y).
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(ii) Επειδή η u είναι σταθερή στοG, είναι ux = uy = 0 στοG και από τις εξισώσεις Cauchy–

Riemann {ux = vy, uy = −vx} έπεται ότι ux = uy = vx = vy = 0 στο G. Τότε από το

(i) έχουµε ότι f ′(z) = 0, για κάθε z στον τόπο G και εποµένως από γνωστή πρόταση η

f είναι σταθερή στο G.

(iii) Από την υπόθεση έχουµε ότι

eF2(z)−F1(z) = 1 , για κάθε z ∈ G

και εποµένως F2(z) − F1(z) = 2kπi, k ∈ Z. Επειδή η συνάρτηση F2 − F1 είναι

αναλυτική στο G µε <(F2 − F1) = 0, από τη (ii) έπεται ότι η F2 − F1 είναι σταθερή στο

G, έστω F2 − F1 = c. ΄Αρα, F2 = F1 + c, για κάποιο c ∈ C.

2ος τρόπος: Επειδή eF1(z) = eF2(z) για κάθε z ∈ G, παραγωγίζοντας έχουµε

F ′1(z)e
F1(z) = F ′2(z)e

F2(z) ⇔ F ′1(z) = F ′2(z)⇔ (F2 − F1)
′(z) = 0 , για κάθε z ∈ G .

Εποµένως από γνωστή πρόταση η F2−F1 είναι σταθερή στον τόπο G, έστω F2−F1 = c.

΄Αρα, F2 = F1 + c, για κάποιο c ∈ C.

Θ2. ΄Εστω γR το ηµικύκλιο του άνω ηµιεπιπέδου µε κέντρο 0 ακτίνα R > 0, R 6= 1 και ϑετική

ϕορά. Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα Cauchy και τον ολοκληρωτικό τύπο Cauchy, δείξτε ότι

ˆ
γR

1

1 + z2
dz =


−2 arctanR αν 0 < R < 1

π − 2 arctanR αν R > 1 .

(1,3 µον.)

Λύση. Τα ±i είναι µεµονωµένα ανώµαλα σηµεία της f(z) = 1
1+z2

. Η παραµετρική εξίσωση

του ηµικύκλιου γR είναι z(θ) = Reiθ, 0 ≤ θ ≤ π. Θεωρούµε την απλή κλειστή και τµηµατικά

λεία καµπύλη γ := [−R,R] + γR η οποία έχει ϑετική ϕορά.

(i) 0 < R < 1: Επειδή σ᾿ αυτή την περίπτωση η f είναι αναλυτική πάνω και στο εσωτερικό

της καµπύλης γ, από το ϑεώρηµα Cauchy
‰
γ

1

1 + z2
dz =

ˆ R

−R

1

1 + x2
dx+

ˆ
γR

1

1 + z2
dz = 0 .
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Εποµένως,

ˆ
γR

1

1 + z2
dz = −

ˆ R

−R

1

1 + x2
dx

= − arctanx|x=Rx=−R = −(arctanR− arctan(−R)) = −2 arctanR .

(ii) R > 1: Σ᾿ αυτή την περίπτωση το i ϐρίσκεται στο εσωτερικό της καµπύλης γ. Από τον

ολοκληρωτικό τύπο Cauchy έχουµε

‰
γ

1

1 + z2
dz =

‰
γ

1/(z + i)

z − i
dz = 2πi

1

z + i

∣∣∣∣
z=i

= π .

Εποµένως,

ˆ
γR

1

1 + z2
dz =

‰
γ

1

1 + z2
dz −

ˆ R

−R

1

1 + x2
dx = π − 2 arctanR .

Θ3. ΄Εστω f : U → C αναλυτική συνάρτηση στο ανοικτό σύνολο U ⊆ C και έστω z0 ∈ U ϱίζα

τάξης n ≥ 1 της f . Τότε υπάρχει αναλυτική συνάρτηση g : U → C τέτοια ώστε

f(z) = (z − z0)ng(z) µε g(z0) 6= 0 . (2.6)

(i) ∆είξτε ότι υπάρχει περιοχή D(z0, δ) ⊂ U του z0, ώστε g(z) 6= 0 για κάθε z ∈ D(z0, δ).

(0,5 µον.)

(ii) ∆είξτε ότι υπάρχει αναλυτική συνάρτηση h στην περιοχή D(z0, δ) του z0 ώστε

f(z) = (z − z0)neh(z) , για κάθε z ∈ D(z0, δ) .

(0,5 µον.)

(iii) Αν k ∈ N και 0 < r < δ, υπολογίστε το ολοκλήρωµα

1

2πi

‰
|z−z0|=r

zk
f ′(z)

f(z)
dz .

(1 µον.)

Λύση.
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(i) Επειδή η συνάρτηση g είναι συνεχής στο z0 µε g(z0) 6= 0, για ε = |g(z0)|/2 υπάρχει

δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε z ∈ U µε z ∈ D(z0, δ), δηλαδή |z − z0| < δ, να ισχύει

|g(z) − g(z0)| < |g(z0)|/2. Επειδή το U είναι ανοικτό σύνολο, παίρνουµε το δ > 0

αρκετά µικρό ώστε D(z0, δ) ⊂ U . Τότε για κάθε z ∈ D(z0, δ) έχουµε

||g(z)| − |g(z0)|| ≤ |g(z)− g(z0)| < |g(z0)|/2

και κατά συνέπεια

|g(z0)| − |g(z0)|/2 < |g(z)| < |g(z0)|+ |g(z0)|/2⇔ |g(z0)|/2 < |g(z)| < 3|g(z0)|/2 .

Εποµένως g(z) 6= 0 για κάθε z ∈ D(z0, δ) ⊂ U .

(ii) Επειδή τοD(z0, δ) είναι ένας απλά συνεκτικός τόπος στον οποίο η αναλυτική συνάρτηση

g δεν µηδενίζεται, από γνωστό ϑεώρηµα υπάρχει αναλυτική συνάρτηση h στο D(z0, δ)

µε eh(z) = g(z) για κάθε z ∈ D(z0, δ)(η h είναι ένας αναλυτικός κλάδος του λογαρίθµου

της g(z)). Εποµένως είναι

f(z) = (z − z0)neh(z) , για κάθε z ∈ D(z0, δ) .

(iii) Παραγωγίζοντας την (2.6) έχουµε f ′(z) = n(z−z0)n−1g(z)+(z−z0)ng′(z) και εποµένως

zk
f ′(z)

f(z)
= n

zk

z − z0
+
zkg′(z)

g(z)
, για κάθε z ∈ D(z0, δ) .

Επειδή η συνάρτηση w =
zkg′(z)

g(z)
είναι αναλυτική στο δίσκο D(z0, δ)(είναι πηλίκο α-

ναλυτικών συναρτήσεων µε g(z) 6= 0 για κάθε z ∈ D(z0, δ)), από το ϑεώρηµα Cauchy
‰
|z−z0|=r

zkg′(z)

g(z)
dz = 0 .

Εποµένως,

1

2πi

‰
|z−z0|=r

zk
f ′(z)

f(z)
dz =

1

2πi

‰
|z−z0|=r

n
zk

z − z0
dz +

1

2πi

‰
|z−z0|=r

zkg′(z)

g(z)
dz

= n
1

2πi

‰
|z−z0|=r

zk

z − z0
dz

= nzk0 . (ολοκληρωτικός τύπος Cauchy)
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Θ4. ΄Εστω f αναλυτική συνάρτηση στο ανοικτό σύνολο U ⊆ C και έστω z0 ∈ U ϱίζα τάξης n ≥ 1

της f . Τότε ως γνωστόν υπάρχει αναλυτική συνάρτηση f1 στο U και περιοχή D(z0, δ) ⊂ U

του z0, ώστε

f(z) = (z − z0)nf1(z) , µε f1(z) 6= 0 για κάθε z ∈ D(z0, δ) .

Αν f (D(z0, δ)) ⊆ D(0, R), υποθέτουµε ότι η συνάρτηση g είναι αναλυτική στο διάτρητο

δίσκο D′(0, R) : 0 < |w| < R και ότι το 0 είναι πόλος τάξης m ≥ 1 της g. ∆είξτε ότι το z0

είναι πόλος τάξης mn της συνάρτησης h := g ◦ f . (1 µον.)

Λύση. Επειδή το w = 0 είναι πόλος τάξης m ≥ 1 της g,

g(w) =
g1(w)

wm
, όπου g1 αναλυτική συνάρτηση στο δίσκο |w| < R µε g1(0) 6= 0 .

Τότε

h(z) = g(f(z)) =
g1(f(z))

f(z)m
=

g1(f(z))

(z − z0)mnf1(z)m
=

H(z)

(z − z0)mn
, 0 < |z − z0| < δ ,

όπου H(z) :=
g1(f(z))

f1(z)m
. Επειδή η H είναι πηλίκο αναλυτικών συναρτήσεων µε f1(z) 6= 0

για κάθε z ∈ D(z0, δ), η H είναι αναλυτική συνάρτηση στο D(z0, δ) µε

H(z0) =
g1(f(z0))

f1(z0)m
=

g1(0)

f1(z0)m
6= 0 .

΄Αρα, το z0 είναι πόλος τάξης mn της συνάρτησης w = h(z) = g(f(z)).

Θ5. (αʹ) ΄Εστω η συνάρτηση

f(z) =
1

z2 + 1
.

Να ϐρεθεί το ανάπτυγµα(η σειρά) Laurent της f µε κέντρο το z0 = −i στο µεγαλύτερο

δυνατό δακτύλιο που περιέχει το σηµείο 3− i. (1 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω
z2

sin z
=

∞∑
n=−∞

anz
n το ανάπτυγµα Laurent της συνάρτησης f(z) = z2

sin z στο δα-

κτύλιο

∆ = {z ∈ C : π < |z| < 2π} µε κέντρο το z0 = 0 .

Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα Laurent καθώς επίσης και το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών

υπολοίπων να υπολογιστούν οι συντελεστές an, για κάθε n ≤ 1. (1,5 µον.)

Λύση.
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(αʹ) Επειδή

f(z) =
1

z2 + 1
=

1

(z − i)(z + i)
,

τα ±i είναι µεµονωµένα ανώµαλα σηµεία της f . Εποµένως το ανάπτυγµα Laurent της

f µε κέντρο το −i µπορεί να γίνει στους δακτυλίους : ∆1 = {z ∈ C : 0 < |z + i| < 2}

(διάτρητος δίσκος) και ∆2 = {z ∈ C : |z + i| > 2}. Επειδή το 3 − i ∈ ∆2, ϑα αναπτύ-

ξουµε την f στο δακτύλιο ∆2. Θα χρησιµοποιήσουµε τη γεωµετρική σειρά

1

1− w
=
∞∑
n=0

wn , |w| < 1 .

Εποµένως,

f(z) =
1

[(z + i)− 2i](z + i)

=
1

(z + i)2
(

1− 2i
z+i

)
=

1

(z + i)2

∞∑
n=0

(
2i

z + i

)n
(
∣∣∣ 2i
z+i

∣∣∣ < 1⇔ |z + i| > |2i| = 2)

=

∞∑
n=0

(2i)n
1

(z + i)n+2

=

∞∑
n=2

(2i)n−2
1

(z + i)n
=

−2∑
n=−∞

(2i)−n−2(z + i)n .

Το παραπάνω ανάπτυγµα ισχύει στο δακτύλιο ∆2 = {z ∈ C : |z + i| > 2} που είναι ο

µεγαλύτερος δυνατός δακτύλιος που περιέχει το σηµείο 3− i.

(ϐʹ) Τα zk = kπ, k ∈ Z, είναι µεµονωµένα ανώµαλα σηµεία της f . Από το ϑεώρηµα Laurent

οι συντελεστές an δίνονται από τον τύπο

an =
1

2πi

‰
|z|=r

z2/ sin z

zn+1
dz =

1

2πi

‰
|z|=r

z−n+1

sin z
dz ,

όπου ο κύκλος |z| = r µε κέντρο 0, ακτίνα r, π < r < 2π και ϑετική ϕορά διαγραφής

ανήκει στο δακτύλιο ∆. Τα σηµεία 0 και ±π ϐρίσκονται στο εσωτερικό του κύκλου

|z| = r.

(i) n = 1: Σ᾿ αυτή την περίπτωση έχουµε

a0 =
1

2πi

‰
|z|=r

1

sin z
dz .
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Τα σηµεία 0 και±π είναι απλοί πόλοι της g(z) = 1
sin z . Από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών

υπολοίπων έχουµε

a0 =
1

2πi

‰
|z|=r

1

sin z
dz = Res

(
1

sin z
, −π

)
+ Res

(
1

sin z
, 0

)
+ Res

(
1

sin z
, π

)
=

1

(sin z)′

∣∣∣∣
z=−π

+
1

(sin z)′

∣∣∣∣
z=0

+
1

(sin z)′

∣∣∣∣
z=π

= −1 + 1− 1 = −1 .

(ii) n ≤ 0: Σ᾿ αυτή την περίπτωση είναι

g(z) =
z−n+1

sin z
, µε −n+ 1 ≥ 1 .

Τα σηµεία ±π είναι απλοί πόλοι της g ενώ το 0 είναι επουσιώδες ανώµαλο σηµείο της

g. Από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων έχουµε

an =
1

2πi

‰
|z|=r

z−n+1

sin z
dz = Res

(
z−n+1

sin z
, −π

)
+ Res

(
z−n+1

sin z
, π

)
=

z−n+1

(sin z)′

∣∣∣∣
z=−π

+
z−n+1

(sin z)′

∣∣∣∣
z=π

= −(−π)−n+1 − π−n+1

=


0 αν −n άρτιος

−2π−n+1 αν −n περιττός .

Θ6. Υπολογίστε το ολοκλήρωµα ˆ 2π

0
ecos θ−i sin θ dθ .

(1,2 µον.)

Λύση. Θέτουµε z = eiθ, 0 ≤ θ ≤ 2π, οπότε cos θ − i sin θ = e−iθ = 1/eiθ = 1/z και

dz = ieiθdθ = izdθ ⇔ dθ =
dz

iz
.

Εποµένως, ˆ 2π

0
ecos θ−i sin θ dθ =

‰
|z|=1

e1/z

iz
dz =

1

i

‰
|z|=1

e1/z

z
dz .
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Επειδή
e1/z

z
=

1

z

∞∑
n=0

1

n!zn
=
∞∑
n=0

1

n!zn+1
=

1

z
+

1

z2
+

1

2!z3
+ · · · , |z| > 0 ,

το Res
(
e1/z

z , 0
)

= 1 και από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων

ˆ 2π

0
ecos θ−i sin θ dθ =

1

i

‰
|z|=1

e1/z

z
dz =

1

i
2πiRes

(
e1/z

z
, 0

)
= 2π .

Επαναληπτική εξέταση στη Μιγαδική Ανάλυση

22 Σεπτεµβρίου, 2014

Θ1. Να ϐρεθεί η τιµή του a ∈ R για την οποία η συνάρτηση u(x, y) = e−y cosx+ax2y−y3 είναι

αρµονική στο R2. Στη συνέχεια να ϐρεθεί η συζυγής αρµονική v της u καθώς επίσης και η

ακέραια συνάρτηση f = u + iv, µε f(0) = 1 − i. Να εκφράσετε την f σαν συνάρτηση του

z = x+ iy. (1,5 µον.)

Λύση. Είναι uxx + uyy = (−e−y cosx + 2ay) + (e−y cosx − 6y) = 2(a − 3)y. Για να είναι

η u αρµονική ϑα πρέπει να ισχύει uxx + uyy = 0 και ισοδύναµα 2(a − 3)y = 0 για κάθε

(x, y) ∈ R2. Εποµένως a = 3 και κατά συνέπεια

u(x, y) = e−y cosx+ 3x2y − y3 .

Ως γνωστόν, στον απλά συνεκτικό τόπο C υπάρχει συζυγής αρµονική v της u. ∆ηλαδή η

f = u + iv είναι ακέραια συνάρτηση. Από την εξίσωση Cauchy–Riemann ux = vy έχουµε

vy = −e−y sinx + 6xy και εποµένως v(x, y) = e−y sinx + 3xy2 + c(x). Από τη δεύτερη

εξίσωση Cauchy–Riemann vx = −uy προκύπτει ότι

e−y cosx+ 3y2 + c′(x) = e−y cosx− 3x2 + 3y2 ⇔ c′(x) = −3x2 και άρα c(x) = −x3 + c .

∆ηλαδή

v(x, y) = e−y sinx+ 3xy2 − x3 + c
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και κατά συνέπεια

f(z) = u(z, 0) + iv(z, 0) = cos z + i(sin z − z3 + c) = eiz − iz3 + ic ,

c ∈ R. ΄Οµως f(0) = 1− i, οπότε c = −1. ΄Αρα,

f(z) = eiz − iz3 − i .

Θ2. ΄Εστω f ακέραια συνάρτηση και έστω γ κλειστή λεία καµπύλη.

(αʹ) Αν η γ είναι απλή και περιέχει τα σηµεία −1 και 1, χρησιµοποιώντας τον ολοκληρωτικό

τύπο Cauchy δείξτε ότι

‰
γ

f(z)

z2 − 1
dz = πi (f(1)− f(−1)) .

(0,7 µον.)

(ϐʹ) Αν η παραµετρική εξίσωση της καµπύλης γ είναι : z(θ) + 1 =
√

3eiθ, 0 ≤ θ ≤ 4π,

χρησιµοποιώντας τον ολοκληρωτικό τύπο Cauchy για παραγώγους υπολογίστε το ολο-

κλήρωµα ‰
γ

f(z)

(z + 1)2(z − 1)3
dz .

(0,8 µον.)

Λύση.

(αʹ) Είναι

1

2πi

‰
γ

f(z)

z2 − 1
dz =

1

2πi

‰
γ

f(z)

(z − 1)(z + 1)
dz

=
1

2

(
1

2πi

‰
γ

f(z)

z − 1
dz − 1

2πi

‰
γ

f(z)

z + 1
dz

)
=

1

2
(f(1)− f(−1)) (ολοκληρωτικός τύπος Cauchy)

και εποµένως ‰
γ

f(z)

z2 − 1
dz = πi (f(1)− f(−1)) .
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(ϐʹ) Η καµπύλη γ είναι κύκλος µε κέντρο −1 και ακτίνα
√

3. Ο κύκλος περιστρέφεται δύο

ϕορές γύρω από το −1 µε ϑετική ϕορά και εποµένως ο δείκτης στροφής της γ ως προς

το σηµείο −1 είναι I(γ,−1) = 2. Επειδή το σηµείο 1 ϐρίσκεται στο εξωτερικό του

κύκλου, από τον ολοκληρωτικό τύπο Cauchy για παραγώγους έχουµε
‰
γ

f(z)

(z + 1)2(z − 1)3
dz = 2πi

[
1!

2πi

˛
γ

f(z)/(z − 1)3

(z + 1)2
dz

]
= 2πiI(γ,−1)

(
f(z)

(z − 1)3

)′∣∣∣∣
z=−1

= 4πi
f ′(z)(z − 1)3 − 3(z − 1)2f(z)

(z − 1)6

∣∣∣∣
z=−1

= −πi3f(−1) + 2f ′(−1)

4
.

Θ3. ΄Εστω Ω ⊆ C απλά συνεκτικός τόπος.

(i) Αν f : Ω→ C είναι αναλυτική συνάρτηση µε f(z) 6= 0 για κάθε z ∈ Ω, χρησιµοποιώντας

το γεγονός ότι υπάρχει αναλυτικός κλάδος του λογαρίθµου της f(z) στο Ω, δείξτε ότι

υπάρχει αναλυτική συνάρτηση g στο Ω τέτοια ώστε

f(z) = g2(z) , για κάθε z ∈ Ω . (2.7)

(0,5 µον.)

(ii) Αν u : Ω→ R είναι αρµονική συνάρτηση µε u(x, y) 6= 0 για κάθε (x, y) ∈ Ω, δείξτε ότι

υπάρχουν αρµονικές συναρτήσεις p, q στο Ω τέτοιες ώστε

u(x, y) = p2(x, y)− q2(x, y) , για κάθε (x, y) ∈ Ω .

(1 µον.)

Λύση.

(i) ΄Εστω F ένας αναλυτικός κλάδος του λογαρίθµου της f(z), δηλαδή η F είναι αναλυτική

συνάρτηση στο Ω µε eF (z) = f(z) για κάθε z ∈ Ω. Θέτουµε

g(z) := e
1
2
F (z) , για κάθε z ∈ Ω .
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Τότε η συνάρτηση g είναι αναλυτική στο Ω µε

g2(z) = eF (z) = f(z) , για κάθε z ∈ Ω .

(ii) Ως γνωστόν στον απλά συνεκτικό τόπο Ω η αρµονική συνάρτηση u έχει συζυγή αρµονική

v, δηλαδή η συνάρτηση f = u+ iv είναι αναλυτική στο Ω. Επειδή u(x, y) 6= 0 για κάθε

(x, y) ∈ Ω, είναι f(z) = u(x, y) + iv(x, y) 6= 0 για κάθε z ∈ Ω και εποµένως από το (i)

υπάρχει αναλυτική συνάρτηση g στο Ω τέτοια ώστε f(z) = g2(z), για κάθε z ∈ Ω. Αν

g(z) = p(x, y) + iq(x, y), τότε ως γνωστόν οι συναρτήσεις p, q είναι αρµονικές στο Ω µε

u(x, y) + iv(x, y) = f(z) = g2(z) = (p(x, y) + iq(x, y))2

= p2(x, y)− q2(x, y) + i2p(x, y)q(x, y) .

΄Αρα, u(x, y) = p2(x, y)− q2(x, y), για κάθε (x, y) ∈ Ω.

Θ4. ΄Εστω f : D(0, 1)→ C αναλυτική συνάρτηση στο µοναδιαίο δίσκο D(0, 1).

(i) ∆ιατυπώστε τις δύο µορφές της ῾῾αρχής µεγίστου᾿᾿ για τον ανοικτό δίσκο D(0, r),

0 < r < 1. (0,5 µον.)

(ii) Αν |f(z2)| ≥ |f(z)| για κάθε z ∈ D(0, 1), τι συµπεραίνετε για τη συνάρτηση f ; Αιτιολο-

γήστε την απάντησή σας.

(1 µον.)

Λύση.

(i) Παραπέµπουµε στο [9].

(ii) Υποθέτουµε ότι η f δεν είναι σταθερή στον ανοικτό δίσκο D(0, r), 0 < r < 1. Τότε από

την αρχή µεγίστου η |f | παίρνει τη µέγιστη τιµή της στο σύνορο του δίσκου D(0, r) που

είναι ο κύκλος |z| = r και µόνο εκεί. ΄Εστω zr, |zr| = r, µε |f(zr)| = max|z|=r |f(z)|.

Επειδή |z2r | = |zr|2 = r2 < r, το z2r ∈ D(0, r) και από την υπόθεση έχουµε

|f(z2r )| ≥ |f(zr)| = max
|z|=r
|f(z)| . (άτοπο)

Εποµένως η f είναι σταθερή στο δίσκο D(0, r) και άρα από το ϑεώρηµα µοναδικότητας

η f ϑα είναι σταθερή στο µοναδιαίο δίσκο D(0, 1).
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Θ5. (αʹ) ΄Εστω η συνάρτηση

f(z) =
1

z2(z + i)
.

Να ϐρεθεί το ανάπτυγµα(η σειρά) Laurent της f µε κέντρο το z0 = −i στο µεγαλύτερο

δυνατό δακτύλιο που περιέχει το 1. (1 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω
1

ez + 1
=

∞∑
n=−∞

anz
n το ανάπτυγµα Laurent της συνάρτησης f(z) = 1

ez+1 στο

δακτύλιο

∆ = {z ∈ C : π < |z| < 3π} µε κέντρο το z0 = 0 .

Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα Laurent καθώς επίσης και το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών

υπολοίπων να υπολογιστούν οι συντελεστές an, για κάθε n ≤ 0. (1,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) Τα 0, −i είναι µεµονωµένα ανώµαλα σηµεία της f . Εποµένως το ανάπτυγµα Laurent

της f µε κέντρο το−i µπορεί να γίνει στους δακτυλίους : ∆1 = {z ∈ C : 0 < |z + i| < 1}

(διάτρητος δίσκος) και ∆2 = {z ∈ C : |z + i| > 1}. Επειδή το 1 ∈ ∆2, ϑα αναπτύξου-

µε την f στο δακτύλιο ∆2. Παραγωγίζοντας τη γεωµετρική σειρά 1
1−w =

∑∞
n=0w

n,

|w| < 1, έχουµε
1

(1− w)2
=

∞∑
n=1

nwn−1 , |w| < 1 .

Εποµένως,

f(z) =
1

((z + i)− i)2 (z + i)

=
1

(z + i)3
(

1− i
z+i

)2
=

1

(z + i)3

∞∑
n=1

n

(
i

z + i

)n−1
(
∣∣∣ i
z+i

∣∣∣ < 1⇔ |z + i| > |i| = 1)

=

∞∑
n=1

nin−1
1

(z + i)n+2

=

∞∑
n=3

(n− 2)in−3
1

(z + i)n
= −

−3∑
n=−∞

(n+ 2)i−n−3(z + i)n .
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Το παραπάνω ανάπτυγµα ισχύει στο δακτύλιο ∆2 = {z ∈ C : |z + i| > 1} που είναι ο

µεγαλύτερος δυνατός δακτύλιος που περιέχει το 1.

(ϐʹ) Επειδή

ez + 1 = 0⇔ ez = −1 = eπi ⇔ ez−πi = 1 ,

τα zk = 2kπi + πi, k ∈ Z είναι µεµονωµένα ανώµαλα σηµεία της f . Από το ϑεώρηµα

Laurent οι συντελεστές an δίνονται από τον τύπο

an =
1

2πi

‰
|z|=r

1/(ez + 1)

zn+1
dz =

1

2πi

‰
|z|=r

1

zn+1(ez + 1)
dz ,

όπου ο κύκλος |z| = r µε κέντρο 0, ακτίνα r, π < r < 3π και ϑετική ϕορά διαγραφής

ανήκει στο δακτύλιο ∆. Τα σηµεία 0 και ±πi ϐρίσκονται στο εσωτερικό του κύκλου

|z| = r.

(i) n = 0: Σ᾿ αυτή την περίπτωση έχουµε

a0 =
1

2πi

‰
|z|=r

1

z(ez + 1)
dz .

Τα σηµεία 0 και ±πi είναι απλοί πόλοι της g(z) = 1
z(ez+1) . Από το ϑεώρηµα ολοκλη-

ϱωτικών υπολοίπων έχουµε

a0 =
1

2πi

‰
|z|=r

1

z(ez + 1)
dz

= Res

(
1

z(ez + 1)
, −πi

)
+ Res

(
1

z(ez + 1)
, 0

)
+ Res

(
1

z(ez + 1)
, πi

)
=

z−1

(ez + 1)′

∣∣∣∣
z=−πi

+ lim
z→0

z
1

z(ez + 1)
+

z−1

(ez + 1)′

∣∣∣∣
z=πi

=
1

πi
+

1

2
− 1

πi
=

1

2
.

(ii) n ≤ −1: Σ᾿ αυτή την περίπτωση είναι

g(z) =
z−(n+1)

ez + 1
, µε −(n+ 1) ≥ 0 .

Τα σηµεία ±πi είναι απλοί πόλοι της g και από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων
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έχουµε

an =
1

2πi

‰
|z|=r

z−(n+1)

ez + 1
dz = Res

(
z−(n+1)

ez + 1
, −πi

)
+ Res

(
z−(n+1)

ez + 1
, πi

)

=
z−(n+1)

(ez + 1)′

∣∣∣∣∣
z=−πi

+
z−(n+1)

(ez + 1)′

∣∣∣∣∣
z=πi

= −(−πi)−(n+1) − (πi)−(n+1)

=


0 αν −n άρτιος

−2(πi)−(n+1) αν −n περιττός .

Θ6. Χρησιµοποιώντας µιγαδική ολοκλήρωση να υπολογιστεί το γενικευµένο ολοκλήρωµα
ˆ ∞
−∞

1

x4 + 4
dx .

(1,5 µον.)

Λύση. Η λύση της εξίσωσης

z4 + 4 = 0⇔ z4 = −4 = 4eπi είναι zk =
√

2e(2k+1)πi/4 , k = 0, 1, 2, 3 .

∆ηλαδή z0 =
√

2eπi/4 = 1 + i, z1 =
√

2e3πi/4 = −1 + i, z2 =
√

2e5πi/4 = −1 − i και

z3 =
√

2e7πi/4 = 1 − i. Μόνο τα σηµεία z0 = 1 + i, z1 = −1 + i ϐρίσκονται στο άνω

ηµιεπίπεδο και είναι απλοί πόλοι της f(z) = 1
z4+4

. Είναι

Res

(
1

z4 + 4
, zk

)
=

1

(z4 + 4)′

∣∣∣∣
z=zk

=
1

4z3k
=

zk
4z4k

= − 1

16
zk , k = 0, 1 .

Ολοκληρώνουµε τη συνάρτηση f πάνω στην τµηµατικά λεία καµπύλη που αποτελείται από το

ηµικύκλιο του άνω ηµιεπιπέδου γR, µε εξίσωση z(θ) = Reiθ, 0 ≤ θ ≤ π και το ευθύγραµµο

τµήµα [−R,R]. Παίρνουµε το R αρκετά µεγάλο έτσι ώστε το ανώµαλα σηµεία z0 και z1

της f να ϐρίσκονται στο εσωτερικό του ηµικύκλιου γR. Από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών

υπολοίπων έχουµε
ˆ R

−R

1

x4 + 4
dx+

ˆ
γR

1

z4 + 4
dz = 2πi

[
Res

(
1

z4 + 4
, z0

)
+ Res

(
1

z4 + 4
, z1

)]
= −2πi

16
(z0 + z1) = −πi

8
(1 + i− 1 + i) =

π

4
.
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Η συνάρτηση f(z) = 1
z4+4

είναι πηλίκο των πολυωνύµων P (z) = 1 και Q(z) = z4 + 4.

Επειδή

ϐαθµός Q(z)> ϐαθµός P (z)+2 ,

τότε από γνωστό λήµµα limR→∞
´
γR

1
z4+4

= 0. Εποµένως,

ˆ ∞
−∞

1

x4 + 4
dx = lim

R→∞

ˆ R

−R

1

x4 + 4
dx =

π

4
.
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2.5 Ακαδηµαϊκό έτος 2012–13

ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

Εξετάσεις στη Μιγαδική Ανάλυση

2 Ιουλίου, 2013

Θ1. (αʹ) Να ϐρεθούν τα σηµεία του C στα οποία η συνάρτηση f(z) = 2x+ y2 + i(x2− y2) είναι

παραγωγίσιµη και να υπολογιστεί η παράγωγος. (0,8 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω g : G → C, g = u + iv, αναλυτική συνάρτηση στον τόπο G ⊆ C. Αν u(x, y) −

v(x, y) = c, δείξτε ότι η g είναι σταθερή στο G. (0,7 µον.)

(γʹ) Θεωρούµε το χωρίο

Ω =
{
z ∈ C : 0 ≤ <z ≤ π

2
, =z ≥ 0

}
του z-επιπέδου. Να ϐρεθεί οι εικόνα του χωρίου Ω µέσω του µετασχηµατισµού

w = sin z = sin(x+ iy) = sinx cosh y + i cosx sinh y .

(1 µον.)

Λύση.

(αʹ) Οι u = 2x + y2, v = x2 − y2 έχουν συνεχείς µερικές παραγώγους. Για να είναι η f

παραγωγίσιµη ϑα πρέπει να ικανοποιούνται οι εξισώσεις Cauchy–Riemann. ΄Εχουµε
ux = vy

uy = −vx

⇔


2 = −2y

2y = −2x

⇔

x = 1

y = −1

 .

Εποµένως η f είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο z = 1 − i µε f ′(1 − i) = ux(1,−1) +

ivx(1,−1) = 2 + 2i.

(ϐʹ) Είναι u = v + c. Επειδή η g είναι αναλυτική στο G, πρέπει να ισχύουν οι εξισώσεις

Cauchy–Riemann: 
ux = vy

uy = −vx

⇔

vx = vy

vy = −vx

⇔

vx = 0

vy = 0

 .
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Τότε ux = uy = vx = vy = 0 και εποµένως g′(z) = 0 για κάθε z ∈ G. ΄Αρα από γνωστή

πρόταση η g είναι σταθερή στο G.

(γʹ) Είναι w = u+ iv, όπου u = sinx cosh y και v = cosx sinh y.

(i) Αν x = 0 και y ≥ 0, τότε u = 0 και v ≥ 0.

(ii) Αν 0 ≤ x ≤ π/2 και y = 0, τότε 0 ≤ u ≤ 1 και v = 0.

(iii) Αν x = π/2 και y ≥ 0, τότε u ≥ 1 και v = 0.

Εποµένως το σύνορο του Ω απεικονίζεται στους ϑετικούς ηµιάξονες του w-επιπέδου.

(iv) Αν τώρα 0 ≤ x ≤ π/2, y = y0 µε y0 > 0 είναι ένα οριζόντιο ευθ. τµήµα του Ω, τότε

u = sinx cosh y0, v = cosx sinh y0 και εποµένως

u2

cosh2 y0
+

v2

sinh2 y0
= 1 , y0 > 0 . (τµήµα έλλειψης στο α΄ τεταρτηµόριο)

Καθώς το y0 µεταβάλλεται στο Ω, τα τµήµατα των ελλείψεων ϑα καλύπτουν το α΄ τεταρ-

τηµόριο. ΄Αρα, η εικόνα του χωρίου Ω µέσω του µετασχηµατισµού w = sin z είναι το α΄

τεταρτηµόριο.

Θ2. ΄Εστω f : C→ C ακέραια συνάρτηση.

(αʹ) Αν z0 ∈ C και R > 0, χρησιµοποιώντας τον ολοκληρωτικό τύπο Cauchy για παραγώ-

γους αποδείξτε ότι

|f (n)(z0)| ≤
n!

Rn
max{|f(z)| : |z − z0| = R} .

(1 µον.)

(ϐʹ) Αν

|f(z)| ≤ |z|+ 2|z|2 , για κάθε z ∈ C , (∗)

δείξτε ότι

f(z) = a1z + a2z
2

µε |a1| ≤ 1 και |a2| ≤ 2. (1,5 µον.)

Λύση.
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(αʹ) Από τον ολοκληρωτικό τύπο Cauchy για παραγώγους έχουµε

f (n)(z0) =
n!

2πi

‰
|z−z0|=R

f(z)

(z − z0)n+1
dz .

Αν K = max{|f(z)| : |z − z0| = R}, τότε

|f (n)(z0)| =

∣∣∣∣∣ n!

2πi

‰
|z−z0|=R

f(z)

(z − z0)n+1
dz

∣∣∣∣∣
≤ n!

2π

‰
|z−z0|=R

|f(z)|
|z − z0|n+1

|dz|

≤ n!K

2πRn+1

‰
|z−z0|=R

|dz|

=
n!K

2πRn+1
2πR =

n!K

Rn
.

(ϐʹ) Η f : C→ C είναι ακέραια συνάρτηση και εποµένως

f(z) =
∞∑
n=0

anz
n =

∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
zn , για κάθε z ∈ C.

Αν M = max|z|=R |f(z)|, από την (∗) έχουµε

M ≤ R+ 2R2

και από το (α΄)(ανισότητες Cauchy) για z0 = 0 και για κάθε n > 2 είναι

|an| =
∣∣f (n)(0)

∣∣
n!

≤ M

Rn
≤ R+ 2R2

Rn
−−−−→
R→∞

0 .

Εποµένως an = 0, για κάθε n > 2. ΄Αρα η f είναι πολυώνυµο ϐαθµού το πολύ 2,

δηλαδή f(z) = a0 + a1z + a2z
2. Από την (∗) έχουµε f(0) = 0 οπότε a0 = 0 και κατά

συνέπεια

f(z) = a1z + a2z
2 .

Είναι

|a1| = |f ′(0)| ≤ M

R
≤ R+ 2R2

R
= 1 + 2R −−−→

R→0
1

και

|a2| =
∣∣f (2)(0)

∣∣
2!

≤ M

R2
≤ R+ 2R2

R2
=

1

R
+ 2 −−−−→

R→∞
2 .
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Θ3. ∆ιατυπώστε την ῾῾ αρχή µεγίστου᾿᾿ για ένα ανοικτό, συνεκτικό και ϕραγµένο υποσύνολο του

C.

΄Εστω f αναλυτική συνάρτηση στον κλειστό δίσκο D(0, 3) = {z ∈ C : |z| ≤ 3}. Αν f(±1) =

f(±i) = 0, αποδείξτε ότι

|f(0)| ≤ 1

80
max
|z|=3

|f(z)| . (2.8)

Να ϐρεθούν όλες οι συναρτήσεις f για τις οποίες ισχύει η ισότητα στη (2.8). (1,5 µον.)

Λύση. Αρχή µεγίστου: ΄Εστω G ανοικτό, συνεκτικό και ϕραγµένο υποσύνολο του C. Αν η

συνάρτηση f είναι συνεχής στο G, αναλυτική στο G και µη σταθερή, τότε η |f | παίρνει τη

µέγιστη τιµή της στο σύνορο ∂G του G και µόνο εκεί.

Τα ±1,±i είναι ϱίζες της f και εποµένως

f(z) = (z − 1)(z + 1)(z − i)(z + i)g(z) = (z4 − 1)g(z) ,

όπου g αναλυτική συνάρτηση στο D(0, 3). Από την αρχή µεγίστου έχουµε

|g(0)| ≤ max
|z|=3

|g(z)|

και εποµένως

|f(0)| = |g(0)| ≤ max
|z|=3

|g(z)|

= max
|z|=3

|f(z)|
|z4 − 1|

≤ max
|z|=3

|f(z)|
|z|4 − 1

=
1

34 − 1
max
|z|=3

|f(z)| = 1

80
max
|z|=3

|f(z)| .

Η ισότητα στην (2.8) συνεπάγεται ότι |g(0)| = max|z|=3 |g(z)| και από την αρχή µεγίστου

έπεται ότι η g είναι σταθερή στο D(0, 3), έστω g(z) = c. Εποµένως από το ϑεώρηµα µονα-

δικότητας ϑα είναι g(z) = c για κάθε z ∈ G και κατά συνέπεια f(z) = c(z4 − 1), για κάθε

z ∈ G. ΄Αρα, όλες οι αναλυτικές συναρτήσεις f για τις οποίες ισχύει η ισότητα στην (2.8)

είναι της µορφής f(z) = c(z4 − 1), όπου c ∈ C.

Θ4. (αʹ) Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f είναι ϕραγµένη και αναλυτική στο διάτρητο δίσκο ∆ :

0 < |z| < R. Αν

f(z) =

∞∑
n=−∞

anz
n
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είναι το ανάπτυγµα Laurent της f , χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα Laurent στο διάτρητο

δίσκο ∆ αποδείξτε ότι an = 0 για κάθε n < 0. ∆ηλαδή το 0 είναι επουσιώδες ανώµαλο

σηµείο της f . (1 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω

g(z) = exp

(
z + 1/z

2

)
= e(z+1/z)/2 .

Αν g(z) =
∑∞

n=−∞ cnz
n είναι το ανάπτυγµα Laurent της g στο διάτρητο δίσκο 0 <

|z| <∞, υπολογίστε το c0 και αποδείξτε ότι

ˆ 2π

0
ecos t dt = 2π

∞∑
n=0

1

4n(n!)2
.

(1,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) Από το ϑεώρηµα Laurent οι συντελεστές an δίνονται από τον τύπο

an =
1

2πi

‰
|z|=r

f(z)

zn+1
dz ,

όπου |z| = r είναι ο κύκλος µε κέντρο 0 και ακτίνα r, 0 < r < R. Αν |f(z)| ≤ M για

κάθε z ∈ ∆, τότε

|an| =
1

2π

∣∣∣∣∣
‰
|z|=r

f(z)

zn+1
dz

∣∣∣∣∣
≤ 1

2π

‰
|z|=r

|f(z)|
|z|n+1

|dz|

≤ M

2πrn+1

‰
|z|=r

|dz|

=
M

2πrn+1
2πr =

M

rn
= Mr−n .

Επειδή για κάθε n ≤ −1⇔ −n ≥ 1, είναι

|an| ≤Mr−n −−−−→
r→0+

0 .

Εποµένως an = 0 για n = −1,−2,−3, . . . και άρα το z0 είναι επουσιώδες ανώµαλο

σηµείο της f .
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(ϐʹ) Το 0 είναι µεµονωµένο ανώµαλο σηµείο της g(z) = ez/2 · e1/2z. Επειδή

ew =

∞∑
n=0

wn

n!
, για κάθε w ∈ C,

το ανάπτυγµα Laurent της g στο διάτρητο δίσκο: 0 < |z| <∞ είναι

g(z) =

(
1 +

z/2

1!
+

(z/2)2

2!
+ · · ·+ (z/2)n

n!
+ · · ·

)
×
(

1 +
1

1!(2z)
+

1

2!(2z)2
+ · · ·+ 1

n!(2z)n
+ · · ·

)
= · · ·+

(
1 +

1

4(1!)2
+

1

42(2!)2
+ · · ·+ 1

4n(n!)2
+ · · ·

)
+ · · ·

= · · ·+
∞∑
n=0

1

4n(n!)2
+ · · ·

και εποµένως

c0 =
∞∑
n=0

1

4n(n!)2
.

΄Οµως από το ϑεώρηµα Laurent

c0 =
1

2πi

‰
|z|=1

g(z)

z
dz =

1

2πi

‰
|z|=1

e(z+1/z)/2

z
dz .

Η εξίσωση του µοναδιαίου κύκλου είναι z = eit, 0 ≤ t ≤ 2π. Επειδή dz = ieitdt,

έχουµε

c0 =
1

2πi

ˆ 2π

0

e(e
it+e−it)/2

eit
ieit dt =

1

2π

ˆ 2π

0
ecos t dt

και άρα ˆ 2π

0
ecos t dt = 2π

∞∑
n=0

1

4n(n!)2
.

Θ5. (αʹ) ΄Εστω η συνάρτηση

f (z) =
1

(z − 1)((z − 1)2 + 4)
.

Να ϐρεθεί το ανάπτυγµα(η σειρά) Laurent της f µε κέντρο το z0 = 1 στο µεγαλύτερο

δυνατό δακτύλιο που περιέχει το σηµείο 2− 2i. (1 µον.)

(ϐʹ) Χρησιµοποιώντας µιγαδική ολοκλήρωση να υπολογιστεί το γενικευµένο ολοκλήρωµα
ˆ ∞
−∞

cos 3x

x2 + 4
dx .
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(1 µον.)

Λύση.

(αʹ) Τα ανώµαλα σηµεία της f είναι : 1 και 1 ± 2i. Εποµένως έχουµε τους δακτυλίους

∆1 : 0 < |z − 1| < 2 και ∆2 : |z − 1| > 2. Το σηµείο 2 − 2i ανήκει στο δακτύλιο ∆2.

Χρησιµοποιώντας τη γεωµετρική σειρά 1/(1 + w) =
∑∞

n=0(−1)nwn, |w| < 1, έχουµε

f(z) =
1

(z − 1)3
1

1 + 4/(z − 1)2

=
1

(z − 1)3

∞∑
n=0

(−1)n
(

4

(z − 1)2

)n
(|4/(z − 1)2| < 1⇔ |z − 1| > 2)

=

∞∑
n=0

(−1)n4n
1

(z − 1)2n+3
.

Ο µεγαλύτερος δακτύλιος στον οποίο το παραπάνω ανάπτυγµα Laurent της f ισχύει

είναι ο ∆2 : |z − 1| > 2.

(ϐʹ) Είναι ˆ ∞
−∞

cos 3x

x2 + 4
dx = <

(ˆ ∞
−∞

e3ix

x2 + 4
dx

)
.

Τα σηµεία ±2i είναι απλοί πόλοι της f(z) = e3iz

z2+4
. Το 2i ϐρίσκεται στο άνω ηµιεπίπεδο

και είναι

Res

(
e3iz

z2 + 4
, 2i

)
= lim

z→2i
(z − 2i)

e3iz

(z − 2i)(z + 2i)
=
e−6

4i
.

Ολοκληρώνουµε τη συνάρτηση f πάνω στην τµηµατικά λεία καµπύλη που αποτελείται

από το ηµικύκλιο του άνω ηµιεπιπέδου γR, µε εξίσωση z(θ) = Reiθ, 0 ≤ θ ≤ π και

το ευθύγραµµο τµήµα [−R,R]. Παίρνουµε το R αρκετά µεγάλο έτσι ώστε το ανώµαλο

σηµείο z = 2i της f να ϐρίσκεται στο εσωτερικό του ηµικύκλιου γR. Από το ϑεώρηµα

ολοκληρωτικών υπολοίπων έχουµε
ˆ R

−R

e3ix

x2 + 4
dx+

ˆ
γR

e3iz

z2 + 4
dz = 2πiRes

(
e3iz

z2 + 4
, 2i

)
=
π

2
e−6 .

΄Οµως από το λήµµα του Jordan είναι

lim
R→∞

ˆ
γR

e3iz

z2 + 4
dz = 0

και εποµένως ˆ ∞
−∞

e3ix

x2 + 4
dx = lim

R→∞

ˆ R

−R

e3ix

x2 + 4
dx =

π

2
e−6 .
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΄Αρα, ˆ ∞
−∞

cos 3x

x2 + 4
dx = <

(ˆ ∞
−∞

e3ix

x2 + 4
dx

)
=
π

2
e−6 .

Επαναληπτική εξέταση στη Μιγαδική Ανάλυση

14 Μαρτίου, 2014

Θ1. ΄Εστω f : Ω → C, f(z) = f(x + iy) = u(x, y) + iv(x, y), αναλυτική συνάρτηση στο ανοικτό

σύνολο Ω ⊆ C.

(αʹ) ∆είξτε ότι οι συναρτήσεις u, v είναι αρµονικές στο Ω. (1,3 µον.)

(ϐʹ) Αν U, V : Ω→ R µε

U(x, y) = eu(x,y)
2−v(x,y)2 cos(2u(x, y)v(x, y))

και

V (x, y) = eu(x,y)
2−v(x,y)2 sin(2u(x, y)v(x, y)) ,

για κάθε (x, y) ∈ Ω, αποδείξτε ότι οι συναρτήσεις U, V είναι αρµονικές στο Ω και ότι η

V είναι συζυγής αρµονική της U .

Υπόδειξη. Να εκφράσετε την F = U + iV συναρτήσει της f . (1,2 µον.)

Λύση.

(αʹ) Επειδή η f είναι αναλυτική στο Ω, η f είναι άπειρες ϕορές παραγωγίσιµη µε

f ′(z) =
∂f

∂x
(x, y) = −i∂f

∂y
(x, y) , για κάθε z = x+ iy ∈ Ω .

Τότε

f ′′(z) =
∂f

∂x

(
∂f

∂x
(x, y)

)
=
∂2f

∂x2
(x, y)

και

f ′′(z) = −i∂f
∂y

(
−i∂f
∂y

(x, y)

)
= −∂

2f

∂y2
(x, y) ,
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για κάθε z = x+ iy ∈ Ω. Εποµένως

∂2f

∂x2
(x, y) = −∂

2f

∂y2
(x, y)⇔ ∂2f

∂x2
(x, y) +

∂2f

∂y2
(x, y) = 0

και ισοδύναµα

∂2u

∂x2
(x, y) +

∂2u

∂y2
(x, y) = 0 ,

∂2v

∂x2
(x, y) +

∂2v

∂y2
(x, y) = 0 ,

για κάθε z = x + iy ∈ Ω. ∆ηλαδή οι u, v ικανοποιούν την εξίσωση Laplace και έχουν

συνεχείς µερικές παραγώγους άπειρης τάξης στο Ω(επειδή η f είναι άπειρες ϕορές

παραγωγίσιµη στο Ω). ΄Αρα οι u, v είναι αρµονικές στο Ω.

(ϐʹ) Είναι

F = U + iV

= eu
2−v2 cos(2uv) + ieu

2−v2 sin(2uv)

= eu
2−v2(cos(2uv) + i sin(2uv))

= eu
2−v2 · e2iuv

= eu
2−v2+2iuv = e(u+iv)

2
= ef

2
.

Επειδή η f είναι αναλυτική στο Ω και η F = U + iV = ef
2
ϑα είναι αναλυτική στο Ω.

Από το (α΄) οι U, V είναι αρµονικές στο Ω και η V είναι συζυγής αρµονική της U .

Θ2. (αʹ) ΄Εστω

Pn(z) :=
1

n!2n
dn

dzn
(z2 − 1)n

το πολυώνυµο Legendre ϐαθµού n, n = 0, 1, 2, . . . .

(i) Χρησιµοποιώντας τον ολοκληρωτικό τύπο Cauchy για παραγώγους δείξτε ότι

Pn(z) =
1

2n+1πi

‰
γ

(ζ2 − 1)n

(ζ − z)n+1
dζ , (∗)

όπου γ απλή, κλειστή και τµηµατικά λεία καµπύλη που περιέχει το σηµείο z ∈ C.

(ii) Αν z = −1, χρησιµοποιώντας τον τύπο (∗) υπολογίστε το Pn(−1).

(1,5 µον.)
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(ϐʹ) ΄Εστω α ∈ C µε 0 < |α| < 1. Χρησιµοποιώντας µιγαδική ολοκλήρωση στο µοναδιαίο

κύκλο |z| = 1 δείξτε ότι

ˆ π

−π

1

1− 2α cos θ + α2
dθ =

2π

1− α2
.

(1 µον.)

Λύση.

(αʹ) (i) Είναι

1

2n+1πi

‰
γ

(ζ2 − 1)n

(ζ − z)n+1
dζ =

1

2nn!

[
n!

2πi

‰
γ

(ζ2 − 1)n

(ζ − z)n+1
dζ

]
=

1

2nn!

dn

dzn
(z2 − 1)n

(ολοκληρωτικός τύπος Cauchy για παραγώγους)

= Pn(z) .

(ii) Από τον τύπο (∗) για z = −1 έχουµε

Pn(−1) =
1

2n+1πi

‰
γ

(ζ2 − 1)n

(ζ + 1)n+1
dζ

=
1

2n+1πi

‰
γ

(ζ − 1)n(ζ + 1)n

(ζ + 1)n+1
dζ

=
1

2n

[
1

2πi

‰
γ

(ζ − 1)n

ζ + 1
dζ

]
=

1

2n
(−1− 1)n (ολοκληρωτικός τύπος Cauchy)

=
1

2n
(−2)n = (−1)n .

(ϐʹ) Η εξίσωση του µοναδιαίου κύκλου |z| = 1 είναι z = eiθ, −π ≤ θ ≤ π, µε dz = ieiθdθ =
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izdθ. Επειδή cos θ = 1
2(eiθ + e−iθ) = 1

2(z + z−1) και dθ = (1/iz)dz, έχουµε
ˆ π

−π

1

1− 2α cos θ + α2
dθ =

‰
|z|=1

1

1− α(z + z−1) + α2

dz

iz

= − 1

αi

‰
|z|=1

1

z2 − (α+ α−1)z + 1
dz

= − 1

αi

‰
|z|=1

1

(z − α)(z − α−1)
dz

= −2π

α

[
1

2πi

‰
|z|=1

(z − α−1)−1

z − α
dz

]
(|α−1| > 1)

= −2π

α

1

α− α−1
(τύπος Cauchy)

=
2π

1− α2
.

Θ3. (αʹ) ΄Εστω η συνάρτηση

f(z) =
z2 − z + 3

(z + 2)(z − 1)2
.

Να ϐρεθεί το ανάπτυγµα(η σειρά) Laurent της f µε κέντρο το z0 = 0 στο µεγαλύτερο

δυνατό δακτύλιο που περιέχει το σηµείο 1 + i. (1,5 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω
1

z2 sin z
=

∞∑
n=−∞

anz
n

το ανάπτυγµα Laurent της συνάρτησης g(z) = 1
z2 sin z

στο δακτύλιο

∆ = {z ∈ C : π < |z| < 2π} µε κέντρο το z0 = 0 .

Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα Laurent καθώς επίσης και το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών

υπολοίπων να υπολογιστούν οι συντελεστές a−3 και a−5. (1,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) Είναι

f(z) =
z2 − z + 3

(z + 2)(z − 1)2
=

(z − 1)2 + (z + 2)

(z + 2)(z − 1)2
=

1

z + 2
+

1

(z − 1)2
.

΄Εχουµε τους δακτυλίους

∆1 : 0 ≤ |z| < 1 , ∆2 : 1 < |z| < 2 και ∆3 : |z| > 2 .



248 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΘΕΜΑΤΑ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ

Το σηµείο 1 + i ανήκει στο δακτύλιο ∆2. Παραγωγίζοντας τη γεωµετρική σειρά 1
1−w =∑∞

n=0w
n, |w| < 1, προκύπτει ότι

1

(1− w)2
=
∞∑
n=1

nwn−1 , |w| < 1 .

Εποµένως

f(z) =
1

z + 2
+

1

(z − 1)2

=
1

2

1

1 + (z/2)
+

1

z2
1

(1− 1/z)2

=
1

2

∞∑
n=0

(−1)n
(z

2

)n
+

1

z2

∞∑
n=1

n

(
1

z

)n−1
(|z/2| < 1⇔ |z| < 2 και |1/z| < 1⇔ |z| > 1)

=

∞∑
n=0

(−1)n
1

2n+1
zn +

∞∑
n=1

n
1

zn+1
.

Ο µεγαλύτερος δακτύλιος στον οποίο το παραπάνω ανάπτυγµα Laurent της f ισχύει

είναι ο ∆2 : 1 < |z| < 2.

(ϐʹ) Τα zk = kπ, k ∈ Z, είναι µεµονωµένα ανώµαλα σηµεία της g(z) = 1
z2 sin z

. Η συνάρτηση

g είναι αναλυτική στο δακτύλιο ∆ και αναπτύσσεται κατά µοναδικό τρόπο στη µορφή

g(z) =
∞∑

n=−∞
anz

n για κάθε z ∈ ∆ ,

όπου η σειρά συγκλίνει απόλυτα στο ∆ και οµοιόµορφα σε συµπαγή υποσύνολα του

∆. Από το ϑεώρηµα Laurent οι συντελεστές an δίνονται από τον τύπο

an =
1

2πi

‰
|z|=r

g(z)

zn+1
dz =

1

2πi

‰
|z|=r

1/z2 sin z

zn+1
dz =

1

2πi

‰
|z|=r

z−n−3

sin z
dz ,

όπου ο κύκλος |z| = r µε κέντρο 0, ακτίνα r, π < r < 2π και ϑετική ϕορά διαγραφής

ανήκει στο δακτύλιο ∆.

Αν

h(z) :=
z−n−3

sin z
,

τα ανώµαλα σηµεία −π και π της h ϐρίσκοντα στο εσωτερικό του κύκλου |z| = r και

είναι απλοί πόλοι.
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(i) n = −3: Σ᾿ αυτή την περίπτωση είναι h(z) = 1/ sin z και εποµένως τα ανώµαλα

σηµεία ±π και 0 της h ϐρίσκονται στο εσωτερικό του κύκλου |z| = r και είναι απλοί

πόλοι. Από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων έχουµε

a−3 =
1

2πi

‰
|z|=r

1

sin z
dz = Res

(
1

sin z
, −π

)
+ Res

(
1

sin z
, 0

)
+ Res

(
1

sin z
, π

)
=

1

(sin z)′

∣∣∣∣
z=−π

+
1

(sin z)′

∣∣∣∣
z=0

+
1

(sin z)′

∣∣∣∣
z=π

= −1 + 1− 1 = −1 .

(ii) n = −5: Σ᾿ αυτή την περίπτωση είναι h(z) = z2/ sin z. Τα σηµεία ±π είναι α-

πλοί πόλοι της h ενώ το 0 είναι επουσιώδες ανώµαλο σηµείο της h. Από το ϑεώρηµα

ολοκληρωτικών υπολοίπων έχουµε

a−5 =
1

2πi

‰
|z|=r

z2

sin z
dz = Res

(
z2

sin z
, −π

)
+ Res

(
z2

sin z
, π

)
=

z2

(sin z)′

∣∣∣∣
z=−π

+
z2

(sin z)′

∣∣∣∣
z=π

=
(−π)2

−1
+
π2

−1
= −2π2 .

Θ4. (αʹ) ∆ιατυπώστε τη γενίκευση του ϑεωρήµατος Liouville για ακέραιες συναρτήσεις.

(0,5 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω f αναλυτική συνάρτηση στο διάτρητο δίσκο ∆ : 0 < |z| < ∞ και έστω f(z) =∑∞
n=−∞ anz

n το ανάπτυγµα Laurent της f µε an = 0 για κάθε n < 0, δηλαδή το 0

είναι επουσιώδες ανώµαλο σηµείο της f . ∆ώστε δύο τουλάχιστον ικανές συνθήκες για

να είναι το 0 επουσιώδες ανώµαλο σηµείο της f . (0,5 µον.)

(γʹ) Υποθέτουµε ότι η g : C \ {0} → C είναι αναλυτική συνάρτηση µε

|g(z)| ≤ |z|3/2 , για κάθε |z| > 0 .

Να ϐρεθεί η g. ∆ικαιολογείστε την απάντησή σας. (1 µον.)

Λύση.

(αʹ) Παραπέµπουµε στο [9].
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(ϐʹ) Το 0 είναι επουσιώδες ανώµαλο σηµείο της f αν και µόνο αν

Το όριο lim
z→0

f(z) υπάρχει και είναι πεπερασµένο

⇔ Υπάρχουν M > 0, δ > 0, τέτοια ώστε |f(z)| < M για 0 < |z| < δ

⇔ lim
z→0

zf(z) = 0 .

(γʹ) Είναι

lim
z→0
|g(z)| ≤ lim

z→0
|z|3/2 = 0 ,

δηλαδή limz→0 g(z) = 0 και κατά συνέπεια το 0 είναι επουσιώδες ανώµαλο σηµείο της

g. Εποµένως η g επεκτείνεται σε ακέραια συνάρτηση µε g(0) = 0. Επειδή

|g(z)| ≤ |z|3/2 για κάθε z ∈ C ,

από τη γενίκευση του ϑεωρήµατος Liouville η g είναι πολυώνυµο ϐαθµού 1. ∆ηλαδή

g(z) = az + b , a, b ∈ C .

΄Οµως limz→0 g(z) = 0 ⇒ b = 0 και εποµένως g(z) = az. Από την υπόθεση |g(z)| =

|az| ≤ |z|3/2 οπότε |a| ≤ |z|1/2 για κάθε |z| > 0 και αυτό συνεπάγεται ότι a = 0. ΄Αρα

g(z) ≡ 0.
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2.6 Ακαδηµαϊκό έτος 2011–12

ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

Εξετάσεις στη Μιγαδική Ανάλυση

10 Ιουλίου, 2012

Θ1. (αʹ) Να ϐρεθεί η τιµή του a ∈ R για την οποία η συνάρτηση u(x, y) = ax3y + 4xy3 + x

είναι αρµονική στο R2. Στη συνέχεια να ϐρεθεί η συζυγής αρµονική v της u καθώς

επίσης και η ακέραια συνάρτηση f = u + iv, µε f(0) = −i. Να εκφράσετε την f σαν

συνάρτηση του z = x+ iy.

(1,5 µον.)

(ϐʹ) Θεωρούµε τη λωρίδα

Ω =
{
z ∈ C : |=z| ≤ π

2

}
του z-επιπέδου. Να ϐρεθεί οι εικόνα του συνόρου της λωρίδας Ω, καθώς επίσης και

του ευθ. τµήµατος x = x0 ∈ R, −π/2 ≤ y ≤ π/2, µέσω του µετασχηµατισµού w = ez.

Ποια είναι η εικόνα της λωρίδας Ω µέσω του µετασχηµατισµού w = ez; (1 µον.)

Λύση.

(αʹ) Είναι uxx + uyy = 6axy + 24xy. Για να είναι η u αρµονική ϑα πρέπει να ισχύει

uxx+uyy = 0 και ισοδύναµα 6axy+24xy = 0 για κάθε (x, y) ∈ R2. Εποµένως a = −4

και κατά συνέπεια u(x, y) = −4x3y+4xy3 +x. Ως γνωστόν, στον απλά συνεκτικό τόπο

C υπάρχει συζυγής αρµονική v της u. ∆ηλαδή η f = u+ iv είναι ακέραια συνάρτηση.

Από την εξίσωση Cauchy–Riemann ux = vy έχουµε

vy = −12x2y + 4y3 + 1 .

Εποµένως,

v(x, y) = −6x2y2 + y4 + y + c(x) .

Από τη δεύτερη εξίσωση Cauchy–Riemann vx = −uy προκύπτει ότι

−12xy2 + c′(x) = 4x3 − 12xy2 ⇔ c′(x) = 4x3 . ΄Αρα c(x) = x4 + c .
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∆ηλαδή v(x, y) = −6x2y2 + y4 + y + x4 + c και κατά συνέπεια

f(z) = u(z, 0) + iv(z, 0) = z + i(z4 + c) ,

c ∈ R. ΄Οµως f(0) = −i, οπότε c = −1. ΄Αρα,

f(z) = iz4 + z − i .

(ϐʹ) Ως γνωστόν ο περιορισµός της w = ez στη λωρίδα Ω είναι αµφιµονοσήµαντη απεικόνιση

µε w 6= 0. Αν y = ±π/2, τότε w = ex±iπ/2 = ±iex. Εποµένως η ευθεία y = π/2

απεικονίζεται στο ϑετικό ϕανταστικό ηµιάξονα και η η ευθεία y = −π/2 απεικονίζεται

στον αρνητικό ϕανταστικό ηµιάξονα. ∆ηλαδή το σύνορο της λωρίδας Ω απεικονίζεται

στο ϕανταστικό άξονα.

Αν x = x0 ∈ R, −π/2 ≤ y ≤ π/2, τότε w = ex0eiy, −π/2 ≤ y ≤ π/2, είναι ηµικύκλιο

µε κέντρο O και ακτίνα R = ex0 στο δεξιό ηµιεπίπεδο του w-επιπέδου. Εποµένως,

καθώς το x0 µεταβάλλεται στο R, τα ηµικύκλια καλύπτουν το δεξιό ηµιεπίπεδο του

w-επιπέδου.

΄Αρα, η εικόνα της λωρίδας Ω µέσω του µετασχηµατισµού w = ez είναι το χωρίο

Ω′ = {w ∈ C : |<w| ≥ 0, w 6= 0} .
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Θ2. ΄Εστω f : C→ C ακέραια συνάρτηση, δηλαδή

f(z) =
∞∑
n=0

anz
n =

∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
zn = f(0)+

f ′(0)

1!
z+· · ·+ f (n)(0)

n!
zn+· · · , για κάθε z ∈ C.

(αʹ) (Γενίκευση του ϑεωρήµατος Liouville) Υποθέτουµε ότι για κάποιο k ≥ 0 υπάρχουν

σταθερές A ≥ 0 και B > 0, τέτοιες ώστε

|f(z)| ≤ A+B|z|k για κάθε |z| > R0 > 0 . (2.9)

Αν R > R0, χρησιµοποιώντας τις ανισότητες Cauchy δείξτε ότι

|an| ≤
A+BRk

Rn
.

Στη συνέχεια αποδείξτε ότι η f είναι πολυώνυµο ϐαθµού το πολύ k. Τι συµπεραίνετε

αν η f είναι ϕραγµένη για κάθε z ∈ C; (1,3 µον.)

(ϐʹ) Αν lim
|z|→∞

f(z)

z
= 0, δείξτε ότι η f είναι σταθερή συνάρτηση. (1,2 µον.)

Απόδειξη. (αʹ) Παραπέµπουµε στο [9].

(ϐʹ) Επειδή lim
|z|→∞

f(z)

z
= 0, υπάρχει R0 > 0 τέτοιο ώστε

∣∣∣f(z)z ∣∣∣ < 1 για κάθε |z| > R0.

Ισοδύναµα,

|f(z)| < |z| για κάθε |z| > R0 .

Από το (α΄) έπεται ότι το f είναι πολυώνυµο ϐαθµού το πολύ 1, έστω f(z) = az + b µε

a, b ∈ C. ΄Οµως από την υπόθεση είναι

lim
|z|→∞

(
az + b

z

)
= lim
|z|→∞

(
a+

b

z

)
= 0

και εποµένως a = 0. ΄Αρα f(z) = b για κάθε z ∈ C, δηλαδή η f είναι σταθερή

συνάρτηση.

Θ3. (αʹ) ∆ιατυπώστε την ῾῾ αρχή µεγίστου᾿᾿ για ένα ανοικτό, συνεκτικό και ϕραγµένο υποσύνολο

του C.

Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f είναι αναλυτική στο δακτύλιο ∆ : 1 < |z| < 3 και

συνεχής στο σύνορο του ∆. Αν |f(z)| ≤ 1 για κάθε |z| = 1 και |f(z)| ≤ 9 για κάθε

|z| = 3, αποδείξτε ότι |f(2i)| ≤ 4. (1,2 µον.)
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(ϐʹ) ΄Εστω f : D(0, 1) → C αναλυτική συνάρτηση στο µοναδιαίο δίσκο D(0, 1) και έστω C

η καµπύλη µε εξίσωση z(t) = reit, 0 ≤ t ≤ 4π, όπου 0 < r < 1. Αν το 0 είναι απλή

ϱίζα της συνάρτησης f , υπολογίστε το ολοκλήρωµα

1

2πi

‰
C

f(z)

z3
dz

µε δύο τρόπους : (i) µε τον ολοκληρωτικό τύπο Cauchy για παραγώγους και (ii) µε το

ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων. (1,3 µον.)

Λύση.

(αʹ) Αρχή µεγίστου: Αν η συνάρτηση f είναι αναλυτική στο ανοικτό, συνεκτικό και ϕραγµένο

σύνολο G ⊂ C και συνεχής στο σύνορο ∂G του G, τότε η |f | παίρνει τη µέγιστη τιµή

της στο σύνορο ∂G του G εκτός και αν η f είναι σταθερή στο G.

΄Εστω g(z) :=
f(z)

z2
. Η g είναι αναλυτική στο ανοικτό, συνεκτικό και ϕραγµένο σύνολο

∆ : 1 < |z| < 3 και συνεχής στο σύνορο του ∆ που είναι οι κύκλοι |z| = 1 και |z| = 3.

Από την υπόθεση έχουµε |g(z)| ≤ 1 για κάθε |z| = 1 και |g(z)| ≤ 1 για κάθε |z| = 3.

Από την αρχή µεγίστου ϑα είναι |g(z)| ≤ 1 για κάθε z ∈ ∆. ΄Αρα,

|f(z)| ≤ |z|2 για κάθε z ∈ ∆

και κατά συνέπεια |f(2i)| ≤ |2i|2 = 4.

(ϐʹ) Ο δείκτης στροφής της κλειστής καµπύλης C ως προς το σηµείο 0 είναι I(C, 0) = 2.

(i) Από τον ολοκληρωτικό τύπο Cauchy για παραγώγους έχουµε

1

2πi

‰
C

f(z)

z3
dz =

1

2

{
2!

2πi

‰
C

f(z)

z3
dz

}
=

1

2
I(C, 0) · f ′′(0) = f ′′(0) .

(ii) Επειδή το 0 είναι απλή ϱίζα της f , δηλαδή f(0) = 0, f ′(0) 6= 0 και ϱίζα τάξης 3 της

z3, το 0 είναι πόλος τάξης 2 της w = f(z)/z3. ΄Αρα, από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών
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υπολοίπων έχουµε

1

2πi

‰
C

f(z)

z3
dz = I(C, 0) · Res

(
f(z)

z3
, 0

)
= 2 · lim

z→0

[
z2 · f(z)

z3

]′
= 2 · lim

z→0

[
f(z)

z

]′
= 2 · lim

z→0

zf ′(z)− f(z)

z2

= 2 · lim
z→0

zf ′′(z)

2z
(κανόνας L’Hôpital)

= f ′′(0) .

Θ4. (αʹ) ΄Εστω η συνάρτηση

f (z) =
1

z (z2 + 5)2
.

Να ϐρεθεί το ανάπτυγµα(η σειρά) Laurent της f µε κέντρο το z0 = 0 στο µεγαλύτερο

δυνατό δακτύλιο που περιέχει το σηµείο 2− 2i. (1 µον.)

(ϐʹ) ∆ιατυπώστε το ϑεώρηµα Laurent για τη συνάρτηση f(z) =
1

cosπz
στο δακτύλιο

∆ =

{
z ∈ C :

1

2
< |z| < 3

2

}
µε κέντρο το z0 = 0 .

Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων να υπολογιστούν οι συντελε-

στές των z−1 και z−2 στο ανάπτυγµα(στη σειρά) Laurent της f(z) = 1
cosπz στο δακτύλιο

∆.

(1,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) ΄Εχουµε τους δακτυλίους ∆1 : 0 < |z| <
√

5 και ∆2 : |z| >
√

5. Το σηµείο 2−2i ανήκει

στο δακτύλιο ∆2. Παραγωγίζοντας τη γεωµετρική σειρά 1/ (1 + w) =
∑∞

n=0(−1)nwn,

|w| < 1, έχουµε

− 1

(1 + w)2
=

∞∑
n=1

(−1)nnwn−1 ⇔ 1

(1 + w)2
=

∞∑
n=1

(−1)n−1nwn−1 , |w| < 1 .
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Εποµένως,

f(z) =
1

z5
1

(1 + 5/z2)2

=
1

z5

∞∑
n=1

(−1)n−1n

(
5

z2

)n−1
(|5/z2| < 1⇔ |z| >

√
5)

=
∞∑
n=1

(−1)n−1n5n−1
1

z2n+3
=
∞∑
n=0

(−1)n(n+ 1)5n
1

z2n+5
.

Ο µεγαλύτερος δακτύλιος στον οποίο το παραπάνω ανάπτυγµα Laurent της f ισχύει

είναι ο ∆2 : |z| >
√

5.

(ϐʹ) Η f(z) = 1
cosπz είναι αναλυτική στο δακτύλιο ∆ και αναπτύσσεται κατά µοναδικό τρόπο

στη µορφή
1

cosπz
=

∞∑
n=−∞

anz
n για κάθε z ∈ ∆ ,

όπου η σειρά συγκλίνει απόλυτα στο ∆ και οµοιόµορφα σε συµπαγή υποσύνολα του

∆. Οι συντελεστές an δίνονται από τον τύπο

an =
1

2πi

˛
C+(0, r)

1

zn+1 cosπz
dz ,

όπου ο κύκλος C+(0, r) µε κέντρο 0, ακτίνα r, 1/2 < r < 3/2 και ϑετική ϕορά

διαγραφής ανήκει στο δακτύλιο ∆.

(i) n = −1: Είναι

a−1 =
1

2πi

˛
C+(0, r)

1

cosπz
dz .

Τα ανώµαλα σηµεία −1/2 και 1/2 της f(z) = 1/ cosπz ϐρίσκοντα στο εσωτερικό του

κύκλου C+(0, r) και είναι απλοί πόλοι. Από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων

έχουµε

a−1 =
1

2πi

˛
C+(0, r)

1

cosπz
dz

= Res

(
1

cosπz
, −1

2

)
+ Res

(
1

cosπz
,

1

2

)
=

1

(cosπz)′

∣∣∣∣
z=−1/2

+
1

(cosπz)′

∣∣∣∣
z=1/2

=
1

π
− 1

π
= 0 .

(ii) n = −2: Είναι

a−2 =
1

2πi

˛
C+(0, r)

1

z−1 cosπz
dz =

1

2πi

˛
C+(0, r)

z

cosπz
dz .
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Τα ανώµαλα σηµεία −1/2 και 1/2 της g(z) = z/ cosπz ϐρίσκοντα στο εσωτερικό του

κύκλου C+(0, r) και είναι απλοί πόλοι. Από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων

έχουµε

a−2 =
1

2πi

˛
C+(0, r)

z

cosπz
dz

= Res

(
z

cosπz
, −1

2

)
+ Res

(
z

cosπz
,

1

2

)
=

z

(cosπz)′

∣∣∣∣
z=−1/2

+
z

(cosπz)′

∣∣∣∣
z=1/2

= − 1

2π
− 1

2π
= − 1

π
.

Θ5. (αʹ) Αν z0 ∈ C και R > 0, υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f είναι αναλυτική στο διάτρητο

δίσκο

0 < |z − z0| < R

και δεν είναι αναλυτική στο z0.

(i) Αν το z0 είναι πόλος τάξης N ∈ N της f , δείξτε ότι το z0 είναι πόλος τάξης N + 1

της f ′. (0,8 µον.)

(ii) Πότε το z0 είναι επουσιώδες ανώµαλο σηµείο της f ; ∆ώστε τουλάχιστον δύο ικανές

και αναγκαίες συνθήκες για να είναι το z0 επουσιώδες ανώµαλο σηµείο της f .

(0,7 µον.)

(ϐʹ) Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : C \N→ C είναι αναλυτική και ϕραγµένη. Να ϐρεθεί

η συνάρτηση f . ∆ικαιολογείστε την απάντησή σας. (1 µον.)

Λύση.

(αʹ) (i) Το z0 είναι πόλος τάξης N της f αν και µόνο αν υπάρχει αναλυτική συνάρτηση g

στο δίσκο D(z0, R) = {z ∈ C : |z − z0| < R} τέτοια ώστε g(z0) 6= 0 και

f(z) =
g(z)

(z − z0)N
, για κάθε z ∈ D(z0, R), z 6= z0 .

Τότε,

f ′(z) =
(z − z0)g′(z)−Ng(z)

(z − z0)N+1
, για κάθε z ∈ D(z0, R), z 6= z0 .

Εποµένως

f ′(z) =
h(z)

(z − z0)N+1
, για κάθε z ∈ D(z0, R), z 6= z0 ,
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όπου η συνάρτηση h(z) := (z − z0)g
′(z) − Ng(z) είναι αναλυτική στο D(z0, R) µε

h(z0) = −Ng(z0) 6= 0. ΄Αρα, το z0 είναι πόλος τάξης N + 1 της f ′.

(ii) Το z0 είναι επουσιώδες (απαλείψιµο) ανώµαλο σηµείο της f αν στο ανάπτυγµα

Laurent f(z) =
∑∞

n=−∞ an(z− z0)n, 0 < |z− z0| < R, είναι an = 0 για κάθε n ≤ −1.

∆ηλαδή

f(z) =
∞∑
n=0

an(z − z0)n , για 0 < |z − z0| < R .

Παρατήρηση. Αν ορίσουµε f(z0) = a0, τότε παίρνουµε µία συνάρτηση η οποία είναι

αναλυτική σ᾿ όλο το δίσκο |z − z0| < R.

Το z0 είναι επουσιώδες ανώµαλο σηµείο της f αν και µόνο αν

Το όριο lim
z→z0

f(z) υπάρχει και είναι πεπερασµένο

⇔ Υπάρχουν M > 0, δ > 0, τέτοια ώστε |f(z)| < M για 0 < |z − z0| < δ

⇔ lim
z→z0

(z − z0)f(z) = 0 .

(ϐʹ) Από την υπόθεση υπάρχει M > 0, τέτοιο ώστε |f(z)| ≤ M για κάθε z ∈ C \ N. ΄Εστω

n οποιοσδήποτε ϕυσικός αριθµός. Η συνάρτηση f είναι αναλυτική και ϕραγµένη στη

διάτρητη περιοχή 0 < |z − n| < 1 του n και κατά συνέπεια το n είναι επουσιώδες

ανώµαλο σηµείο της f . ∆ηλαδή

f(z) =

∞∑
k=0

ak(z − n)k , για 0 < |z − n| < 1 .

Επειδή limz→n f(z) = a0, είναι |a0| ≤M . Αν ορίσουµε f(n) = a0, τότε παίρνουµε µία

συνάρτηση η οποία είναι αναλυτική στο n. Επειδή αυτό ισχύει για κάθε n ∈ N, η f

επεκτείνεται αναλυτικά σ᾿ όλο το C(ακέραια συνάρτηση) µε |f(z)| ≤M για κάθε z ∈ C.

΄Αρα, από το κλασικό ϑεώρηµα Liouville η f είναι σταθερή.

Να επιλέξετε 4 ϑέµατα
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Επαναληπτική εξέταση στη Μιγαδική Ανάλυση

30 Αυγούστου, 2012

Θ1. ΄Εστω η συνάρτηση f : A → C, f(z) = f(x + iy) = u(x, y) + iv(x, y), όπου A ανοικτό

υποσύνολο του C και έστω z0 = x0 + iy0 ∈ A.

(αʹ) Υποθέτουµε ότι η f είναι παραγωγίσιµη στο z0. Θεωρώντας την f σαν συνάρτηση των

πραγµατικών µεταβλητών x, y, δείξτε ότι οι µερικές παράγωγοι

fx(x0, y0) = ux(x0, y0) + ivx(x0, y0) , fy(x0, y0) = uy(x0, y0) + ivy(x0, y0)

υπάρχουν και ισχύει

f ′(z0) = fx(x0, y0) = −ify(x0, y0) .

(1 µον.)

(ϐʹ) Αν f : A→ R, δηλαδή η f παίρνει πραγµατικές τιµές, αποδείξτε ότι είτε η f δεν είναι

παραγωγίσιµη στο z0 ή f ′(z0) = 0. (0,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) Από την υπόθεση η παράγωγος

f ′(z0) = lim
h→0

f(z0 + h)− f(z0)

h

υπάρχει.

(i) Αν h ∈ R µε z0 + h ∈ A, τότε το z0 + h = x0 + iy0 + h = (x0 + h) + iy0 ταυτίζεται

µε το σηµείο (x0 + h, y0) ∈ A και εποµένως

f ′(z0) = lim
h→0
h∈R

f(z0 + h)− f(z0)

h
= lim

h→0
h∈R

f(x0 + h, y0)− f(x0, y0)

h
= fx(x0, y0) .

(ii) Αν h = ik, k ∈ R, µε z0 + h ∈ A, τότε το z0 + h = x0 + iy0 + ik = x0 + i(y0 + k)

ταυτίζεται µε το σηµείο (x0, y0 + k) ∈ A και εποµένως

f ′(z0) = lim
h→0

h=ik,k∈R

f(z0 + h)− f(z0)

h

= lim
k→0
k∈R

f(x0, y0 + k)− f(x0, y0)

ik

= −i lim
k→0
k∈R

f(x0, y0 + k)− f(x0, y0)

k
= −ify(x0, y0) .
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΄Αρα οι µερικές παράγωγοι fx(x0, y0), fy(x0, y0) υπάρχουν και είναι f ′(z0) = fx(x0, y0) =

−ify(x0, y0).

(ϐʹ) Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο z0. Επειδή η f παίρνει πραγµα-

τικές τιµές, από το (α΄) έπεται ότι f ′(z0) = fx(x0, y0) ∈ R και if ′(z0) = fy(x0, y0) ∈ R.

Αυτό όµως συνεπάγεται ότι f ′(z0) = 0.

Θ2. ΄Εστω η συνάρτηση f : A → C, f(z) = f(x + iy) = u(x, y) + iv(x, y), όπου A ανοικτό

υποσύνολο του C. ∆ώστε µια ικανή και αναγκαία συνθήκη για να είναι η f αναλυτική στο

A.

Αν ϕ : A → R είναι µία αρµονική συνάρτηση, δείξτε ότι η συνάρτηση g := ϕx − iϕy είναι

αναλυτική στο A. (1 µον.)

Λύση. Η f είναι αναλυτική στο A αν και µόνο αν η f (σαν συνάρτηση των πραγµατικών

µεταβλητών x, y) έχει συνεχείς µερικές παραγώγους στο A και ικανοποιεί τις εξισώσεις

(συνθήκες) Cauchy-Riemann

fx = −ify ⇔


ux = vy

uy = −vx

 .

Επειδή η ϕ είναι αρµονική στο A, η ϕ έχει συνεχείς µερικές παραγώγους 2ης τάξης στο A

και ικανοποιεί την εξίσωση Laplace: ϕxx + ϕyy = 0. Επίσης είναι ϕxy = ϕyx.

Αν U := ϕx και V := −ϕy, οι συναρτήσεις U , V έχουν συνεχείς µερικές παραγώγους στο A

µε

Ux − Vy = ϕxx + ϕyy = 0 και Uy + Vx = ϕxy − ϕyx = 0 .

Εποµένως οιU , V ικανοποιούν τις εξισώσεις (συνθήκες) Cauchy-Riemann και κατά συνέπεια

η συνάρτηση g = ϕx − iϕy = U + iV είναι αναλυτική στο A.

Θ3. (αʹ) ΄Εστω f : C→ C, f(z) = u(x, y)+ iv(x, y), ακέραια συνάρτηση(αναλυτική σ᾿ όλο το C).

Αν <f(z) = u(x, y) > 0 για κάθε (x, y) ∈ R2, χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα Liouville

ή µε οποιοδήποτε άλλο τρόπο αποδείξτε ότι η f είναι σταθερή. (1 µον.)
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(ϐʹ) ∆ιατυπώστε την ῾῾ αρχή ελαχίστου᾿᾿ για ένα ανοικτό, συνεκτικό και ϕραγµένο υποσύνολο

του C.

Υπάρχει συνάρτηση f αναλυτική στο µοναδιαίο δίσκο D(0, 1) = {z ∈ C : |z| < 1},

συνεχής στο κύκλο |z| = 1 και τέτοια ώστε

|f(z)| = e|z| , για κάθε |z| ≤ 1;

(1 µον.)

Λύση.

(αʹ) 1ος τρόπος. Η συνάρτηση g(z) := e−f(z) είναι ακέραια µε

|g(z)| = |e−f(z)| = |e−u(x,y)−iv(x,y)| = e−u(x,y) < e0 = 1

(u(x, y) > 0 για κάθε (x, y) ∈ R2)

για κάθε z ∈ C. Εποµένως, από το κλασικό ϑεώρηµα Liouville η συνάρτηση g είναι

σταθερή στο C. Τότε και η |g(z)| = e−u(x,y) ϑα είναι σταθερή οπότε και η <f(z) =

u(x, y) είναι σταθερή. ΄Αρα, από γνωστή πρόταση και η συνάρτηση f ϑα είναι σταθερή

στο C.

2ος τρόπος. Αν h :=
1

1 + f
, τότε h(z) 6= 0 για κάθε z ∈ C. Επειδή <f = u > 0, η h

είναι ακέραια συνάρτηση. Πράγµατι,

|1 + f(z)| ≥ <(1 + f(z)) = 1 + u(x, y) > 1 για κάθε z ∈ C

οπότε και 1 + f(z) 6= 0 για κάθε z ∈ C. Επίσης για κάθε z ∈ C έχουµε

|h(z)| =
∣∣∣∣ 1

1 + f(z)

∣∣∣∣ =
1√

(1 + u(x, y))2 + v2(x, y)
≤ 1

1 + u(x, y)
< 1 ,

δηλαδή η h είναι ϕραγµένη στο C. ΄Αρα, από το κλασικό ϑεώρηµα Liouville η h είναι

σταθερή και κατά συνέπεια η f ϑα είναι σταθερή.

Σηµείωση. Για την απόδειξη ϑα µπορούσαµε να χρησιµοποιήσουµε και τη συνάρτηση

h :=
1

α+ f
, για κάποιο α > 0 .

(ϐʹ) Αρχή ελαχίστου: Αν η συνάρτηση f είναι αναλυτική στο ανοικτό, συνεκτικό και ϕραγ-

µένο σύνολο G ⊂ C, συνεχής στο σύνορο ∂G του G και f(z) 6= 0 για κάθε z ∈ G,
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τότε η |f | παίρνει την ελάχιστη τιµή της στο σύνορο ∂G του G εκτός και αν η f είναι

σταθερή στο G.

Υποθέτουµε ότι υπάρχει συνάρτηση f αναλυτική στο µοναδιαίο δίσκο, συνεχής στο

σύνορο |z| = 1 και τέτοια ώστε |f(z)| = e|z| για κάθε |z| ≤ 1. Τότε η f δεν µηδενίζεται

στο µοναδιαίο δίσκο. Επειδή για κάθε |z| = 1 είναι |f(z)| = e1 = e και |f(0)| = e0 = 1,

η |f | δεν παίρνει την ελάχιστη τιµή της στο σύνορο |z| = 1. Εποµένως από την αρχή

ελαχίστου η f ϑα πρέπει να είναι σταθερή στο µοναδιαίο δίσκο. ΄Οµως καµία σταθερή

συνάρτηση δεν ικανοποιεί τη σχέση |f(z)| = e|z| για κάθε |z| < 1. ΄Ατοπο. ΄Αρα, δεν

υπάρχει τέτοια συνάρτηση f .

Θ4. (αʹ) ΄Εστω η συνάρτηση

f(z) =
1

(z − 1)(z + 2)2
.

Να ϐρεθεί το ανάπτυγµα(η σειρά) Laurent της f µε κέντρο το z0 = 1 στο µεγαλύτερο

δυνατό δακτύλιο που περιέχει το σηµείο 2− 3i. (1 µον.)

(ϐʹ) ∆ιατυπώστε το ϑεώρηµα Laurent για µια αναλυτική συνάρτηση f στο δακτύλιο

∆ = {z ∈ C : R1 < |z| < R2}, 0 ≤ R1 < R2 ≤ ∞, µε κέντρο το z0 = 0 .

΄Εστω
∑∞

n=−∞ cnz
n και

∑∞
n=−∞ dnz

n τα αναπτύγµατα(οι σειρές) Laurent της f(z) =

1
sinπz στους δακτυλίους ∆1 : 0 < |z| < 1 και ∆2 : 1 < |z| < 2, αντίστοιχα. Χρη-

σιµοποιώντας το ϑεώρηµα Laurent και το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων, δείξτε

ότι

dn − cn = − 2

π
για κάθε περιττό αριθµό n .

(1,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) ΄Εχουµε τους δακτυλίους ∆1 : 0 < |z − 1| < 3 και ∆2 : |z − 1| > 3. Το σηµείο

2 − 3i ανήκει στο δακτύλιο ∆2. Παραγωγίζοντας τη γεωµετρική σειρά 1/(1 + w) =∑∞
n=0(−1)nwn, |w| < 1, έχουµε

− 1

(1 + w)2
=

∞∑
n=1

(−1)nnwn−1 ⇔ 1

(1 + w)2
=

∞∑
n=1

(−1)n−1nwn−1 , |w| < 1 .
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Εποµένως,

f(z) =
1

(z − 1) [(z − 1) + 3]2

=
1

(z − 1)3 [1 + 3/(z − 1)]2

=
1

(z − 1)3

∞∑
n=1

(−1)n−1n

(
3

z − 1

)n−1
(|3/(z − 1)| < 1⇔ |z − 1| > 3)

=
∞∑
n=1

(−1)n−1n3n−1
1

(z − 1)n+2
=
∞∑
n=3

(−1)n−1(n− 2)3n−3
1

(z − 1)n
.

Ο µεγαλύτερος δακτύλιος στον οποίο το παραπάνω ανάπτυγµα Laurent της f ισχύει

είναι ο ∆2 : |z − 1| > 3.

(ϐʹ) Η αναλυτική συνάρτηση f στο δακτύλιο ∆ αναπτύσσεται κατά µοναδικό τρόπο στη

µορφή

f(z) =

∞∑
n=−∞

anz
n για κάθε z ∈ ∆ ,

όπου η σειρά συγκλίνει απόλυτα στο ∆ και οµοιόµορφα σε συµπαγή υποσύνολα του

∆. Οι συντελεστές an δίνονται από τον τύπο

an =
1

2πi

‰
|z|=ρ

f(z)

zn+1
dz ,

όπου ο κύκλος |z| = ρ µε κέντρο 0, ακτίνα ρ, R1 < ρ < R2 και ϑετική ϕορά διαγραφής

ανήκει στο δακτύλιο ∆.

(i) ∆1 : 0 < |z| < 1. Είναι

1

sinπz
=

∞∑
n=−∞

cnz
n , για κάθε z ∈ ∆1 ,

όπου

cn =
1

2πi

‰
|z|=ρ1

1

zn+1 sinπz
dz µε 0 < ρ1 < 1 .

Το 0 είναι το µοναδικό µεµονωµένο ανώµαλο σηµείο της g(z) = 1
zn+1 sinπz

στο εσωτερικό

του κύκλου |z| = ρ1. Από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων έχουµε

cn = Res

(
1

zn+1 sinπz
, 0

)
.
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(ii) ∆2 : 1 < |z| < 2. Είναι

1

sinπz
=

∞∑
n=−∞

dnz
n , για κάθε z ∈ ∆2 ,

όπου

dn =
1

2πi

‰
|z|=ρ2

1

zn+1 sinπz
dz µε 1 < ρ2 < 2 .

Τα 0, ±1 είναι µεµονωµένα ανώµαλα σηµεία της g(z) = 1/zn+1 sinπz στο εσωτερι-

κό του κύκλου |z| = ρ2. Τα σηµεία ±1 είναι απλοί πόλοι της g. Από το ϑεώρηµα

ολοκληρωτικών υπολοίπων έχουµε

dn = Res

(
1

zn+1 sinπz
, −1

)
+ Res

(
1

zn+1 sinπz
, 0

)
+ Res

(
1

zn+1 sinπz
, 1

)
.

Εποµένως

dn − cn = Res

(
z−n−1

sinπz
, −1

)
+ Res

(
z−n−1

sinπz
, 1

)
=

z−n−1

(sinπz)′

∣∣∣∣
z=−1

+
z−n−1

(sinπz)′

∣∣∣∣
z=1

=
(−1)−n−1

π cos(−π)
+

1

π cosπ

= − 1

π

(
(−1)−n−1 + 1

)
= − 2

π
. (αν n περιττός)
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Θ5. (αʹ) Αν z0 ∈ C και R > 0, υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f είναι αναλυτική στο διάτρητο

δίσκο

∆ : 0 < |z − z0| < R

και δεν είναι αναλυτική στο z0. Αν f(z) =
∑∞

n=−∞ an(z − z0)n είναι το ανάπτυγµα(η

σειρά) Laurent της f µε κέντρο το z0 στο διάτρητο δίσκο ∆, πότε το z0 είναι ουσιώδες

ανώµαλο σηµείο της f ; ∆ώστε µια ικανή και αναγκαία συνθήκη για να είναι το z0

ουσιώδες ανώµαλο σηµείο της f . (0,5 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω η συνάρτηση g(z) = z cos(1/z), z 6= 0. Υπολογίστε τα όρια limn→∞ g(zn) και

limn→∞ g(ζn), όπου zn = i/n και ζn = 1/n, n ∈ N. Υπάρχει το όριο limz→0 g(z); Τι

είδους µεµονωµένο ανώµαλο σηµείο της g είναι το 0; Υπολογίστε το Res (g, 0).

(1 µον.)

Λύση.

(αʹ) Το z0 είναι ουσιώδες ανώµαλο σηµείο της f , αν στο ανάπτυγµα(στη σειρά) Laurent

f(z) =
∞∑

n=−∞
an(z − z0)n

της f στο διάτρητο δίσκο ∆ : 0 < |z − z0| < R είναι an 6= 0 για άπειρα το πλήθος

n < 0.

Το z0 είναι ουσιώδες ανώµαλο σηµείο της f

⇔ Το lim
z→z0

f(z) δεν υπάρχει και δεν ισούται µε∞(δηλαδή lim
z→z0

|f(z)| 6=∞)

⇔ Η f δεν είναι ϕραγµένη σε διάτρητη περιοχή του z0 και lim
z→z0

|f(z)| 6=∞ .

(ϐʹ) Είναι limn→∞ zn = limn→∞ ζn = 0. Επειδή cos z = 1
2(ein + e−in), είναι

g(zn) =
i

n
cos
(n
i

)
= i

en + e−n

2n
και g(ζn) =

cosn

n
.
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Εποµένως,

lim
n→∞

g(zn) = i lim
n→∞

en + e−n

2n

= i lim
n→∞

en − e−n

2
(κανόνας L’Hôpital)

=∞

και limn→∞ g(ζn) = 0. ΄Αρα το limz→0 g(z) δεν υπάρχει και δεν ισούται µε ∞. Κατά

συνέπεια το 0 είναι ουσιώδες ανώµαλο σηµείο της g.

Επειδή

g(z) = z cos
1

z
= z

(
1− 1

2!z2
+

1

4!z4
− · · ·

)
= z − 1

2!z
+

1

4!z3
− · · · ,

είναι Res (g, 0) = −1
2 .

Θ6. (αʹ) Αν η µιγαδική συνάρτηση f είναι αναλυτική πάνω και στο εσωτερικό του µοναδιαίου

κύκλου |z| = 1, δείξτε ότι

‰
|z|=1

z · f(z) dz = πi · f ′′(0) .

(1,2 µον.)

(ϐʹ) Χρησιµοποιώντας µιγαδική ολοκλήρωση να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

ˆ 2π

0

1√
5 + cos t

dt .

(1,3 µον.)

Λύση. Η εξίσωση του µοναδιαίου κύκλου |z| = 1 είναι z = eit, 0 ≤ t ≤ 2π, µε dz = ieitdt =

izdt.



2.6. ΑΚΑ∆ΗΜΑΪΚΟ ΕΤΟΣ 2011–12 267

(αʹ) Είναι ‰
|z|=1

z · f(z) dz =

ˆ 2π

0
eit · f(eit) ieit dt

=

ˆ 2π

0
f(eit) ie2it dt

= −
ˆ 2π

0
f(eit)ie−2it dt

= −
(ˆ 2π

0
f(eit)ie−2it dt

)
= −

(ˆ 2π

0

f(eit)

e3it
ieit dt

)

= −

(‰
|z|=1

f(z)

z3
dz

)

=
2πi

2!

(
2!

2πi

‰
|z|=1

f(z)

z3
dz

)
= πi · f ′′(0) .

(ολοκληρωτικός τύπος Cauchy για παραγώγους)

(ϐʹ) Επειδή cos t = 1
2

(
eit + e−it

)
= 1

2

(
z + z−1

)
και dt = (1/iz)dz, έχουµεˆ 2π

0

1√
5 + cos t

dt =

‰
|z|=1

1√
5 + 1

2 (z + z−1)

1

iz
dz

=
2

i

‰
|z|=1

1

z2 + 2
√

5 z + 1
dz

=
2

i

‰
|z|=1

1

(z +
√

5− 2)(z +
√

5 + 2)
dz .

Τα σηµεία −
√

5± 2 είναι απλοί πόλοι της f(z) = 1/(z+
√

5− 2)(z+
√

5 + 2). Επειδή

µόνο το σηµείο −
√

5 + 2 ϐρίσκεται στο εσωτερικό του µοναδιαίου κύκλου |z| = 1, από

το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων έχουµεˆ 2π

0

1√
5 + cos t

dt =
2

i
2πi · Res(f, −

√
5 + 2)

= 4π lim
z→−

√
5+2

(z +
√

5− 2)
1

(z +
√

5− 2)(z +
√

5 + 2)

= 4π · 1

4
= π .



268 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΘΕΜΑΤΑ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ

2.7 Ακαδηµαϊκό έτος 2009–10

ΣΧΟΛΗ ΗΜΜΥ

Κανονική Εξέταση στις Μιγαδικές Συναρτήσεις

5 Ιουλίου, 2010

Θ1. (αʹ) ΄Εστω η µιγαδική συνάρτηση f : G→ C, f (z) = u (x, y) + iv (x, y), όπου G είναι ένα

ανοικτό υποσύνολο του C. Αν οι συναρτήσεις

<f(z), =f(z), < (zf(z)) και = (zf(z)) είναι αρµονικές στο G,

δείξτε ότι η συνάρτηση f είναι αναλυτική στο G. (1 µον.)

(ϐʹ) Να ϐρεθούν όλες οι ακέραιες (αναλυτικές στο C) συναρτήσεις f , τέτοιες ώστε

|f ′(z)| < |f(z)| για κάθε z ∈ C.

(1 µον.)

Λύση.

(αʹ) Επειδή οι συναρτήσεις <f(z) = u(x, y), =f(z) = v(x, y) είναι αρµονικές στο G, οι u,

v έχουν συνεχείς µερικές παραγώγους 2ης τάξης στο G και ικανοποιούν τις εξισώσεις

Laplace

uxx + uyy = 0 , vxx + vyy = 0 .

Επίσης, οι συναρτήσεις <zf(z) = xu(x, y) − yv(x, y), =zf(z) = yu(x, y) + xv(x, y)

είναι αρµονικές στο G. Εποµένως,

(xu− yv)xx + (xu− yv)yy = 0

⇔ (2ux + xuxx − yvxx) + (xuyy − 2vy − yvyy) = 0

⇔ 2ux − 2vy + x (uxx + uyy)− y (vxx + vyy) = 0

⇔ ux = vy (uxx + uyy = 0, vxx + vyy = 0)
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και

(yu+ xv)xx + (yu+ xv)yy = 0

⇔ (2vx + yuxx + xvxx) + (2uy + yuyy + xvyy) = 0

⇔ 2vx + 2uy + y (uxx + uyy) + x (vxx + vyy) = 0

⇔ uy = −vx . (uxx + uyy = 0, vxx + vyy = 0)

Επειδή οι συναρτήσεις u, v έχουν συνεχείς µερικές παραγώγους στο ανοικτό σύνολο

G και ικανοποιούν τις εξισώσεις Cauchy-Riemann: {ux = vy, uy = −vx}, από γνωστό

ϑεώρηµα η συνάρτηση f = u+ iv είναι αναλυτική στο G.

(ϐʹ) Επειδή |f ′(z)| < |f(z)|, για κάθε z ∈ C, η f δεν έχει ϱίζες στο C. Πράγµατι, αν

f(z0) = 0 για κάποιο z0 ∈ C, τότε ϑα είναι |f ′(z0)| < 0 (άτοπο).

Αν h(z) := f ′(z)
f(z) , z ∈ C, η h είναι ακέραια συνάρτηση (αναλυτική στο C) µε |h(z)| < 1

για κάθε z ∈ C. Τότε, από το κλασικό ϑεώρηµα Liouville η συνάρτηση h είναι σταθερή

στο C. ΄Εστω

h(z) =
f ′(z)

f(z)
= c , για κάθε z ∈ C, όπου |c| < 1 .

Επειδή η f δεν µηδενίζεται στο C, από γνωστό ϑεώρηµα, παραπέµπουµε στο [9]. υ-

πάρχει αναλυτική συνάρτηση g : C→ C τέτοια ώστε

eg(z) = f(z) , για κάθε z ∈ C.

Παραγωγίζοντας έχουµε

g′(z)eg(z) = f ′(z)⇔ g′(z) =
f ′(z)

f(z)
.

Εποµένως, g′(z) = c για κάθε z ∈ C και κατά συνέπεια g(z) = cz + d. Τότε,

f(z) = ecz+d = edecz = Aecz , όπου A = ed 6= 0 .

΄Αρα,

f(z) = Aecz , A, c ∈ C, A 6= 0 και |c| < 1 .
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Θ2. ΄Εστω

sin
(
a(z + z−1)

)
=

∞∑
n=−∞

cnz
n , a ∈ C ,

το ανάπτυγµα κατά Laurent της αναλυτικής συνάρτησης f(z) = sin
(
a(z + z−1)

)
στο διά-

τρητο δίσκο ∆ = {z ∈ C : 0 < |z| <∞} µε κέντρο το z0 = 0. ∆είξτε ότι

cn =
1

2π

ˆ π

−π
sin(2a cos θ) cosnθ dθ , n ∈ Z

και

Res

(
sin

(
i

2
(z + z−1)

)
, 0

)
=

i

2π

ˆ π

−π
sinh(cos θ) cos θ dθ .

(1,5 µον.)

Λύση. Από το ϑεώρηµα του Laurent οι συντελεστές cn δίνονται από τον τύπο

cn =
1

2πi

‰
|z|=1

sin
(
a(z + z−1)

)
zn+1

dz , n ∈ Z ,

όπου ο µοναδιαίος κύκλος |z| = 1 µε ϑετική ϕορά διαγραφής ανήκει στο διάτρητο δίσκο ∆.

Η εξίσωση του µοναδιαίου κύκλου είναι z = eiθ, π ≤ θ ≤ π. Επειδή dz = ieiθdθ = izdθ,

έχουµε

cn =
1

2πi

‰
|z|=1

sin
(
a(z + z−1)

)
zn+1

dz

=
1

2π

ˆ π

−π

sin
(
a
(
eiθ + e−iθ

))
einθ

dθ

=
1

2π

ˆ π

−π
sin(2a cos θ) (cosnθ − i sinnθ) dθ

=
1

2π

ˆ π

−π
sin(2a cos θ) cosnθ dθ − i 1

2π

ˆ π

−π
sin(2a cos θ) sinnθ dθ .

΄Οµως η συνάρτηση f(θ) = sin(2a cos θ) sinnθ είναι περιττή και κατά συνέπειαˆ π

−π
sin(2a cos θ) sinnθ dθ = 0 .

Εποµένως,

cn =
1

2π

ˆ π

−π
sin(2a cos θ) cosnθ dθ , n ∈ Z .

Είναι

Res

(
sin

(
i

2
(z + z−1)

)
, 0

)
= c−1 =

1

2π

ˆ π

−π
sin(i cos θ) cos θ dθ (a = i/2)

=
i

2π

ˆ π

−π
sinh(cos θ) cos θ dθ .
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Θ3. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα
‰
|z|=1

=z
z(z − 1/2)

dz .

(1,5 µον.)

Λύση. Αν το z = x+ iy ανήκει στο µοναδιαίο κύκλο, τότε

=z = y =
1

2i
(z − z) =

1

2i
(z − z−1) . (|z| = 1⇔ |z|2 = 1⇔ zz = 1⇔ z = z−1)

2ος τρόπος: Αν z = eiθ, −π ≤ θ ≤ π, τότε

=z = sin θ =
1

2i

(
eiθ − e−iθ

)
=

1

2i
(z − z−1) .

Είναι
‰
|z|=1

=z
z(z − 1/2)

dz =
1

2i

‰
|z|=1

z − z−1

z(z − 1/2)
dz =

1

2i

‰
|z|=1

z2 − 1

z2(z − 1/2)
dz

και εποµένως
‰
|z|=1

=z
z(z − 1/2)

dz =
1

2i
2πi

[
Res

(
z2 − 1

z2(z − 1/2)
, 0

)
+ Res

(
z2 − 1

z2(z − 1/2)
, 1/2

)]
(ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων)

= π

[
lim
z→0

(
z2

z2 − 1

z2(z − 1/2)

)′
+ lim
z→1/2

(z − 1/2)
z2 − 1

z2(z − 1/2)

]

= π

[
lim
z→0

z2 − z + 1

(z − 1/2)2
+ lim
z→1/2

(1− z−2)
]

= π[22 + 1− 22] = π .
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Επαναληπτική Εξέταση στις Μιγαδικές Συναρτήσεις

29 Σεπτεµβρίου, 2010

Θ1. (αʹ) ΄Εστω η µιγαδική συνάρτηση f : C→ C µε

f(z) =


z2 sin(1/z) αν z 6= 0

0 αν z = 0 .

Να υπολογιστούν τα όρια

lim
z→0
z=x∈R

f(z)− f(0)

z − 0
και lim

z→0
z=iy,y∈R

f(z)− f(0)

z − 0
.

Είναι η f παραγωγίσιµη στο σηµείο 0; (1 µον.)

(ϐʹ) Να ϐρεθούν οι αρµονικές συναρτήσεις u : R2 → R, τέτοιες ώστε η συνάρτηση

φ(x, y) := xu(x, y)

να είναι αρµονική στο R2. Στη συνέχεια να ϐρεθούν οι συζυγείς αρµονικές v των u

καθώς επίσης και οι ακέραιες συναρτήσεις f(z) = u(x, y) + iv(x, y). (1 µον.)

Λύση.

(αʹ) Είναι

lim
z→0
z=x∈R

f(z)− f(0)

z − 0
= lim

x→0

x2 sin(1/x)

x
= lim

x→0
x sin(1/x) = 0

και

lim
z→0

z=iy,y∈R

f(z)− f(0)

z − 0
= lim

y→0

(iy)2 sin(1/iy)

iy

= lim
y→0

y2 sin(i/y)

iy

= lim
y→0

y sinh(1/y) . (sin(i/y) = i sinh(1/y))

΄Οµως,

lim
y→0+

y sinh(1/y) = lim
y→0+

sinh(1/y)

1/y

= lim
t→+∞

sinh t

t

= lim
t→+∞

cosh t (L’Hôpital)

= lim
t→+∞

et + e−t

2
= +∞
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και limy→0− y sinh(1/y) = limy→0+ y sinh(1/y) = +∞. ∆ηλαδή limy→0 y sinh(1/y) =

+∞. ΄Αρα, η παράγωγος f ′(0) δεν υπάρχει.

(ϐʹ) Επειδή η συνάρτηση u είναι αρµονική στο R2, η u έχει συνεχείς µερικές παραγώγους

2ης τάξης στο R2 και ικανοποιεί την εξίσωση Laplace

uxx + uyy = 0 .

΄Οµως και η συνάρτηση φ(x, y) = xu(x, y) είναι αρµονική στο R2 οπότε

(xu)xx + (xu)yy = 0⇔ (2ux + xuxx) + xuyy = 0

⇔ 2ux + x (uxx + uyy) = 0

⇔ ux = 0 (uxx + uyy = 0)

Εποµένως u(x, y) = c1(y) και η εξίσωση Laplace uxx + uyy = 0 συνεπάγεται ότι

c′′1(y) = 0. ΄Αρα,

u(x, y) = c1(y) = ay + b , a, b ∈ R .

Αν v είναι η συζυγής αρµονική της u, από την εξίσωση Cauchy–Riemann vy = ux

έπεται ότι

vy = 0 , οπότε v(x, y) = c2(x) .

Από τη δεύτερη εξίσωση Cauchy–Riemann uy = −vx προκύπτει ότι

a = −c′2(x)⇔ c′2(x) = −a .Εποµένως , c2(x) = −ax+ c .

∆ηλαδή v(x, y) = −ax+ c και

f(z) = u(z, 0) + iv(z, 0) = b+ i(−az + c) = −iaz + b+ ic ,

c ∈ R.

Θ2. ΄Εστω η συνάρτηση

f(z) =
20

(z4 − 4)(z4 + 16)
.
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Να αποδειχθεί ότι το ανάπτυγµα κατά Laurent της f µε κέντρο το z0 = 0 στο µεγαλύτερο

δυνατό δακτύλιο ∆ που περιέχει το σηµείο 3i/2 είναι

f(z) =
∞∑

n=−∞
anz

4n µε an =


4−(n+1) αν n ≤ −1

(−1/16)n+1 αν n ≥ 0 .

Ποιος είναι ο δακτύλιος ∆; (1,5 µον.)

Λύση. Είναι

f(z) =
20

(z4 − 4)(z4 + 16)
=

1

z4 − 4
− 1

z4 + 16
.

Ως γνωστόν,

1

1− w
=

∞∑
n=0

wn και
1

1 + w
=

∞∑
n=0

(−1)nwn , |w| < 1 . (γεωµετρικές σειρές)

Αν ∆ =
{
z ∈ C :

√
2 < |z| < 2

}
, το 3i/2 ∈ ∆ και το ανάπτυγµα Laurent της f στο δακτύλιο

∆ είναι

f(z) =
1

z4 − 4
− 1

z4 + 16

=
1

z4
1

1− 4/z4
− 1

16

1

1 + z4/16

=
1

z4

∞∑
n=0

(
4

z4

)n
− 1

16

∞∑
n=0

(−1)n
(
z4

16

)n
=

∞∑
n=0

4n

z4(n+1)
+

∞∑
n=0

(−1)n+1 1

16n+1
z4n

=

−1∑
n=−∞

4−(n+1)z4n +

∞∑
n=0

(
− 1

16

)n+1

z4n .

Θ3. Αν η µιγαδική συνάρτηση f είναι αναλυτική(ολόµορφη) στον κλειστό δίσκο D(0, R) = {z ∈

C : |z| ≤ R}, δείξτε ότι για κάθε z µε |z| < R είναι

f(z) =
1

2π

ˆ 2π

0

[
Reit

Reit − z
+

z

Re−it − z

]
f(Reit) dt =

1

2π

ˆ 2π

0

R2 − |z|2

|Reit − z|2
f(Reit) dt .

(1,5 µον.)

Λύση. Επειδή

Reit

Reit − z
+

z

Re−it − z
=

R2 − |z|2

(Reit − z) (Reit − z)
=

R2 − |z|2

|Reit − z|2
,
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αρκεί να αποδειχθεί ότι

f(z) =
1

2π

ˆ 2π

0

[
Reit

Reit − z
+

z

Re−it − z

]
f(Reit) dt .

Αν |z| < R, z 6= 0, τότε

1

2π

ˆ 2π

0

[
Reit

Reit − z
+

z

Re−it − z

]
f(Reit) dt

=
1

2π

ˆ 2π

0

[
Reit

Reit − z
+

zReit

R2 − zReit

]
f(Reit) dt

=
1

2π

ˆ 2π

0

[
1

Reit − z
− 1

Reit − (R2/z)

]
Reitf(Reit) dt

=
1

2πi

˛
C+(0, R)

[
1

w − z
− 1

w − (R2/z)

]
f(w) dw

(αντικατάσταση w = Reit, dw = iReitdt)

=
1

2πi

˛
C+(0, R)

f(w)

w − z
dw − 1

2πi

˛
C+(0, R)

f(w)

w − (R2/z)
dw ,

όπου C+(0, R) είναι ο κύκλος µε κέντρο 0 ακτίνα R > 0 και ϑετική ϕορά διαγραφής. Από

τον ολοκληρωτικό τύπο Cauchy είναι

f(z) =
1

2πi

˛
C+(0, R)

f(w)

w − z
dw .

Επειδή |z| < R, είναι
∣∣R2/z

∣∣ > R και εποµένως από το ϑεώρηµα του Cauchy έχουµε

1

2πi

˛
C+(0, R)

f(w)

w − (R2/z)
f(w) dw = 0 .

΄Αρα,

f(z) =
1

2π

ˆ 2π

0

[
Reit

Reit − z
+

z

Re−it − z

]
f(Reit) dt .

Αν z = 0, τότε

1

2π

ˆ 2π

0

[
Reit

Reit − z
+

z

Re−it − z

]
f(Reit) dt =

1

2π

ˆ 2π

0
f(Reit) dt

=
1

2πi

˛
C+(0, R)

f(w)

w
dw

(αντικατάσταση w = Reit, dt = dw/iw)

= f(0) .
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2.8 Ακαδηµαϊκό έτος 2008–9

ΣΧΟΛΗ ΗΜΜΥ

Κανονική Εξέταση στις Μιγαδικές Συναρτήσεις

17 Ιουλίου, 2009

Θ1. Να λυθεί στο C η εξίσωση tan z = i. Να ϐρεθεί το είδος των µεµονωµένων ανώµαλων σηµείων

της συνάρτησης

f(z) =
1

tan z − i
και να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

˛
|z|=2

1

tan z − i
dz .

(1 µον.)

Λύση. Είναι

{tan z = i} ⇔

{(
eiz − e−iz

)
/2i

(eiz + e−iz) /2
= i

}
⇔
{
eiz − e−iz

eiz + e−iz
= −1

}
⇔
{
eiz = 0

}
.

΄Οµως η µιγαδική εκθετική συνάρτηση απεικονίζει το C στο C \ {0}. Εποµένως η εξίσωση

tan z = i δεν έχει λύση στο C.

Η w = tan z δεν ορίζεται για z = kπ + π/2, k ∈ Z. Εποµένως, τα zk = kπ + π/2, k ∈ Z,

είναι τα µεµονωµένα ανώµαλα σηµεία της f(z) = 1/ (tan z − i). Επειδή∣∣∣∣ 1

tan z − i

∣∣∣∣ =
1

| tan z − i|
≤ 1

| tan z| − 1
−−−−−−−→
z→kπ+π/2

0 ,

τα zk = kπ+π/2, k ∈ Z, είναι επουσιώδη(απαλείψιµα) ανώµαλα σηµεία της f . Τα επουσιώδη

ανώµαλα σηµεία ±π
2 ϐρίσκονται στο εσωτερικό του κύκλου |z| = 2. Εποµένως,

˛
|z|=2

1

tan z − i
dz = 0 .

Θ2. ΄Εστω f(z) =
∑∞

n=−∞ anz
n το ανάπτυγµα κατά Laurent της αναλυτικής(ολόµορφης) συνάρ-

τησης f στο διάτρητο δίσκο ∆ = {z ∈ C : 0 < |z| < 1} µε κέντρο το z0 = 0. Υποθέτουµε

ότι

|f(z)| ≤ ln
2

|z|
, z ∈ ∆ .
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∆είξτε ότι

|an| ≤
1

rn
ln

2

r
, 0 < r < 1 .

Τι είδους µεµονωµένο ανώµαλο σηµείο της συνάρτησης f είναι το 0;

Υπάρχει το limz→0 f(z); Είναι limz→0 |f(z)| ≤ ln 2; (2,5 µον.)

Λύση. Από το ϑεώρηµα του Laurent οι συντελεστές an δίνονται από τον τύπο

an =
1

2πi

˛
C+(0, r)

f(z)

zn+1
dz ,

όπου ο κύκλος C+(0, r) µε κέντρο 0, ακτίνα r, 0 < r < 1 και ϑετική ϕορά διαγραφής

ανήκει στο δακτύλιο ∆. Εποµένως

|an| =
1

2π

∣∣∣∣∣
˛
C+(0, r)

f(z)

zn+1
dz

∣∣∣∣∣
≤ 1

2π

˛
C+(0, r)

|f(z)|
|z|n+1

|dz|

≤ 1

2πrn+1
ln

2

r
·
˛
C+(0, r)

|dz| (|f(z)| ≤ ln 2
|z| = ln 2

r )

=
1

2πrn+1
ln

2

r
· 2πr =

1

rn
ln

2

r
.

Αν n < 0, τότε

lim
r→0+

1

rn
ln

2

r
= lim

r→0+

ln (2/r)

rn
(L’Hôpital)

= − lim
r→0+

1

nrn
= − 1

n
lim
r→0+

r−n = 0 .

Εποµένως an = 0 για n = −1,−2,−3, . . . . ΄Αρα, το z0 = 0 είναι επουσιώδες ανώµαλο

σηµείο της f και κατά συνέπεια η f επεκτείνεται σε µια αναλυτική(ολόµορφη) συνάρτηση

στο µοναδιαίο δίσκο D(0, 1).

Είναι limz→0 f(z) = a0 και εποµένως

lim
z→0
|f(z)| = |a0| ≤ lim

r→1−
ln

2

r
= ln 2 .

Θ3. Χρησιµοποιώντας µιγαδική ολοκλήρωση, να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα
ˆ 2π

0

cosnθ

5 + 4 cos θ
dθ , n = 1, 2, 3, . . . .
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(1,5 µον.)

Λύση. Η εξίσωση του µοναδιαίου κύκλου είναι z = eiθ, 0 ≤ θ ≤ 2π. Επειδή dz = ieiθdθ =

izdθ και cos θ = 1
2(z + z−1), έχουµε

ˆ 2π

0

eniθ

5 + 4 cos θ
dθ =

‰
|z|=1

zn

iz [5 + 2(z + z−1)]
dz

= −i
‰
|z|=1

zn

2z2 + 5z + 2
dz = −i

‰
|z|=1

zn

(2z + 1)(z + 2)
dz .

Τα σηµεία −1/2 και −2 είναι απλοί πόλοι της f(z) = zn

(2z+1)(z+2) . Επειδή µόνο το σηµείο

−1/2 ϐρίσκεται στο εσωτερικό του µοναδιαίου κύκλου |z| = 1, από το ϑεώρηµα ολοκληρω-

τικών υπολοίπων είναι
ˆ 2π

0

eniθ

5 + 4 cos θ
dθ = 2πi(−i) Res

(
zn

(2z + 1)(z + 2)
, −1

2

)
= 2π lim

z→−1/2

(
z +

1

2

)
zn

(2z + 1)(z + 2)

= 2π
(−1/2)n

2(−1/2 + 2)
= π

(−1)n

3 · 2n−1
.

΄Αρα, ˆ 2π

0

cosnθ

5 + 4 cos θ
dθ = <

(ˆ 2π

0

eniθ

5 + 4 cos θ
dθ

)
= π

(−1)n

3 · 2n−1
.

Επαναληπτική Εξέταση στις Μιγαδικές Συναρτήσεις

6 Οκτωβρίου, 2009

Θ1. (αʹ) Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : G ⊆ C→ C, f = u+ iv, είναι αναλυτική (ολόµορφη)

στον τόπο G µε f(z0) = 1 για κάποιο z0 ∈ G. Αν η συνάρτηση |f |2 = u2 + v2 είναι

αρµονική στο G, να ϐρεθεί η f . (1 µον.)

(ϐʹ) Να ϐρεθεί η ακέραια (αναλυτική στο C) συνάρτηση f τέτοια ώστε f(0) = 0 και

|f(z)− ez cos z| < 3 , για κάθε z ∈ C.

(0,5 µον.)

Λύση.
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(αʹ) Ως γνωστόν η f είναι άπειρες ϕορές παραγωγίσιµη στο G και ικανοποιούνται οι εξισώ-

σεις Cauchy–Riemann: ux = vy και uy = −vx. Επίσης οι συναρτήσεις u, v είναι αρµο-

νικές στο G, δηλαδή uxx+uyy = 0 και vxx+vyy = 0. Είναι
(
u2 + v2

)
x

= 2uux+2vvx,(
u2 + v2

)
xx

= (2uux + 2vvx)x = 2uuxx + 2u2x + 2vvxx + 2v2x

και παρόµοια (
u2 + v2

)
yy

= 2uuyy + 2u2y + 2vvyy + 2v2y .

Επειδή η |f |2 = u2 + v2 είναι αρµονική στο G, είναι (u2 + v2)xx + (u2 + v2)yy = 0 και

εποµένως

2u(uxx + uyy) + 2v(vxx + vyy) + 2u2x + 2v2x + 2u2y + 2v2y = 0

⇔ u2x + v2x + u2y + v2y = 0 .

΄Αρα, f ′(z) = 0 για κάθε z ∈ G. Επειδή G είναι ένας τόπος, από γνωστή πρόταση η f

είναι σταθερή στο G και κατά συνέπεια f(z) = f(z0) = 1, για κάθε z ∈ G.

(ϐʹ) Επειδή οι συναρτήσεις w1 = ez, w2 = cos z είναι ακέραιες, η w3 = ez cos z είναι

ακέραια και κατά συνέπεια η w = f(z) − ez cos z είναι ακέραια συνάρτηση. Από την

υπόθεση η w = f(z) − ez cos z είναι ϕραγµένη στο C και εποµένως από το κλασικό

ϑεώρηµα Liouville η w = f(z) − ez cos z ϑα πρέπει να είναι σταθερή, έστω f(z) −

ez cos z = c, για κάθε z ∈ C. Επειδή f(0) = 0, είναι c = −1. ΄Αρα, f(z) = ez cos z − 1.

Θ2. ΄Εστω f(z) =
∑∞

n=−∞ an(z− z0)n το ανάπτυγµα κατά Laurent της αναλυτικής (ολόµορφης)

συνάρτησης f στο διάτρητο δίσκο ∆ = {z ∈ C : 0 < |z − z0| < R} µε κέντρο το z0 ∈ C. Αν

M(r) := max {|f(z)| : |z − z0| = r} , 0 < r < R ,

χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα του Laurent να αποδειχθεί ότι

|an| ≤
M(r)

rn
, n ∈ Z .

Αν limz→z0(z − z0)
mf(z) = 0, για κάποιο m ∈ N, τι συµπεραίνετε για το µεµονωµένο

ανώµαλο σηµείο z0 της συνάρτησης f ; (1,5 µον.)
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Λύση. Από το ϑεώρηµα του Laurent οι συντελεστές an δίνονται από τον τύπο

an =
1

2πi

˛
C+(z0, r)

f (z)

(z − z0)n+1 dz ,

όπου C+ (z0, r) είναι ο κύκλος µε κέντρο z0 και ακτίνα r, 0 < r < R. Εποµένως

|an| =
1

2π

∣∣∣∣∣
˛
C+(z0, r)

f (z)

(z − z0)n+1 dz

∣∣∣∣∣
≤ 1

2π

˛
C+(z0, r)

|f (z)|
|z − z0|n+1 |dz|

≤ M (r)

2πrn+1

˛
C+(0, r)

|dz| (|f (z)| ≤M (r))

=
M (r)

2πrn+1
2πr =

M (r)

rn
.

Από την αρχή µεγίστου η M (r) είναι αύξουσα συνάρτηση του r, 0 < r < R. Από την

υπόθεση είναι limr→0+ r
mM(r) = 0, για κάποιο m ∈ N. Αν −n ≥ m⇔ n ≤ −m, τότε

|an| ≤ r−nM(r) −−−−→
r→0+

0 .

Εποµένως an = 0 για n = −m,−(m + 1),−(m + 2), . . . . ΄Αρα, το z0 είναι πόλος τάξης

≤ m− 1 (αν m = 1, τότε το z0 είναι επουσιώδες ανώµαλο σηµείο της f ).

Θ3. ΄Εστω γR, µε εξίσωση z(θ) = Reiθ, 0 ≤ θ ≤ π/4, το τόξο του κύκλου µε κέντρο 0 και ακτίνα

R > 0. Να αποδειχθεί ότι

lim
R→∞

ˆ
γR

z4

z8 + 1
dz = 0 .

Στη συνέχεια, ολοκληρώνοντας τη συνάρτηση f(z) = z4

z8+1
πάνω στη κλειστή καµπύλη που

αποτελείται από το ευθύγραµµο τµήµα µε αρχή το 0 και πέρας το R, το τόξο γR και το

ευθύγραµµο τµήµα µε αρχή το Reiπ/4 και πέρας το 0, να αποδειχθεί ότι
ˆ ∞
0

x4

x8 + 1
dx =

π

8 sin (5π/8)
.

(2 µον.)

Λύση. Για κάθε z ∈ γR είναι∣∣∣∣ z4

z8 + 1

∣∣∣∣ =
|z|4

|z8 + 1|
≤ |z|4

|z|8 − 1
=

R4

R8 − 1
.
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Το µήκος του τόξου γR είναι πR/4 και εποµένως∣∣∣∣ˆ
γR

z4

z8 + 1
dz

∣∣∣∣ ≤ πR5

4 (R8 − 1)
=
π

4

1/R3

1− 1/R8
−−−−→
R→∞

0 .

΄Αρα,

lim
R→∞

ˆ
γR

z4

z8 + 1
dz = 0 .

Ολοκληρώνουµε τη συνάρτηση f πάνω στην τµηµατικά λεία καµπύλη (σύνορο του κυκλικού

τοµέα) που αποτελείται από το ευθύγραµµο τµήµα [0, R], το τόξο γR και το ευθύγραµµο

τµήµα
[
Reiπ/4, 0

]
.

Η παραµετρική εξίσωση του ευθύγραµµου τµήµατος
[
0, Reiπ/4

]
είναι z (x) = xeiπ/4, 0 ≤

x ≤ R. Οι λύσεις της εξίσωσης z8 + 1 = 0⇔ z8 = −1⇔ z8 = eiπ είναι

zk = e(2kiπ+iπ)/8 , k = 0, 1, 2, . . . , 7 .

Τα zk, k = 0, 1, 2, . . . , 7, είναι απλοί πόλοι της f και µόνο το z0 = eiπ/8 ϐρίσκεται στο

εσωτερικό του κυκλικού τοµέα γωνίας π/4 και ακτίνας R > 1. Είναι

Res
(
f, eiπ/8

)
=

z4

8z7

∣∣∣∣
z=eiπ/8

=
1

8

e5iπ/8

eiπ
= −1

8
e5iπ/8 .

Από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων έχουµε

ˆ R

0

x4

x8 + 1
dx+

ˆ
γR

z4

z8 + 1
dz −

ˆ R

0

(
xeiπ/4

)4(
xeiπ/4

)8
+ 1

eiπ/4 dx

= 2πiRes
(
f, eiπ/8

)
= −πi

4
e5iπ/8 .

Εποµένως,
ˆ R

0

x4

x8 + 1
dx+

ˆ
γR

z4

z8 + 1
dz + eiπ/4

ˆ R

0

x4

x8 + 1
dx = −πi

4
e5iπ/8
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και ισοδύναµα (
1 + eiπ/4

)ˆ R

0

x4

x8 + 1
dx+

ˆ
γR

z4

z8 + 1
dz = −πi

4
e5iπ/8 . (2.10)

Από την (2.10) για R→∞ παίρνουµε(
1 + eiπ/4

) ˆ ∞
0

x4

x8 + 1
dx = −πi

4
e5iπ/8 .

Επειδή
e5iπ/8

1 + eiπ/4
=

1

e−5iπ/8 + e−3iπ/8
=

1

e−5iπ/8 − e5iπ/8
= − 1

2i sin (5π/8)
,

τελικά είναι ˆ ∞
0

x4

x8 + 1
dx =

π

8 sin (5π/8)
.



2.9. ΑΚΑ∆ΗΜΑΪΚΟ ΕΤΟΣ 2007–8 283

2.9 Ακαδηµαϊκό έτος 2007–8

ΣΧΟΛΗ ΗΜΜΥ

Κανονική Εξέταση στις Μιγαδικές Συναρτήσεις

11 Ιουλίου, 2008

Θ1. (αʹ) Αν η συνάρτηση f : G → C, f = u + iv, είναι αναλυτική στον τόπο G, να αποδειχθεί

ότι οι u = <f , v = =f είναι αρµονικές συναρτήσεις στο G.

(ϐʹ) ΄Εστω η συνάρτηση u(x, y) = ln
√
x2 + y2 στο C \ {0}. Να αποδειχθεί ότι η u είναι

αρµονική και ότι δεν υπάρχει αναλυτική συνάρτηση f στο C \ {0} τέτοια ώστε u = <f .

Λύση.

(αʹ) Επειδή η f είναι άπειρες ϕορές παραγωγίσιµη στοG, οι µερικές παράγωγοι κάθε τάξης

των u, v είναι συνεχείς. Από τις εξισώσεις Cauchy–Riemann

{ux = vy, uy = −vx}

έχουµε

uxx = vyx = vxy = −uyy και εποµένως uxx + uyy = 0 .

Επίσης,

vxx = −uyx = −uxy = −vyy και εποµένως vxx + vyy = 0 .

΄Αρα, οι u, v είναι αρµονικές συναρτήσεις στο G.

(ϐʹ) Στο C\{0} η u (x, y) = ln
√
x2 + y2 = 1

2 ln(x2+y2) έχει συνεχείς µερικές παραγώγους

κάθε τάξης και

uxx + uyy =
y2 − x2

(x2 + y2)2
+

x2 − y2

(x2 + y2)2
= 0 .

Εποµένως η u(x, y) = ln
√
x2 + y2 είναι αρµονική στο C \ {0}.

Υποθέτουµε ότι υπάρχει αναλυτική συνάρτηση f στο C \ {0}, τέτοια ώστε <f =

ln
√
x2 + y2. Επειδή η συνάρτηση Log z = ln |z| + iArg z = ln

√
x2 + y2 + iArg z,

µε −π < Arg z < π, είναι αναλυτική στον απλά συνεκτικό τόπο C \ (−∞, 0], οι συ-

ναρτήσεις w = f(z) και w = Log z είναι αναλυτικές στο C \ (−∞, 0] και έχουν το ίδιο

πραγµατικό µέρος. Τότε από γνωστή πρόταση ϑα διαφέρουν κατά µία σταθερά, έστω

f(z) = Log z + c , για κάθε z ∈ C \ (−∞, 0] ,
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όπου c ∈ C. Επειδή υποθέσαµε ότι η f είναι αναλυτική στο C \ {0}, η f ϑα είναι

συνεχής στο C \ {0}. Τότε όµως και η w = Log z ϑα είναι συνεχής στο C \ {0}. ΄Ατοπο,

επειδή ως γνωστόν η w = Log z δεν είναι συνεχής στο (−∞, 0].

Θ2. ΄Εστω T το κλειστό και ϕραγµένο χωρίο µε σύνορο το τρίγωνο µε κορυφές τα σηµεία 0, −1

και 1 + i. Αν f(z) = ez
2
, να ϐρεθεί η µέγιστη και η ελάχιστη τιµή της |f | στο T .

Λύση. Επειδή η ακέραια συνάρτηση f(z) = ez
2

δεν µηδενίζεται στο C, από την αρχή

µεγίστου και την αρχή ελαχίστου η |f(z)| = |ez2 | ϑα παίρνει τη µέγιστη και την ελάχιστη

τιµή της πάνω στο σύνορο του T που είναι το τρίγωνο µε κορυφές τα σηµεία 0, −1 και 1 + i.

1ος τρόπος.

(i) Στο ευθύγραµµο τµήµα [−1, 0] µε εξίσωση z = x, −1 ≤ x ≤ 0, είναι |f(z)| = ex
2
.

Εποµένως,

max
z∈[−1, 0]

|f(z)| = f(−1) = e και min
z∈[−1, 0]

|f(z)| = f(0) = 1 .

(ii) Στο ευθύγραµµο τµήµα [0, 1 + i] µε εξίσωση z = x+ ix, 0 ≤ x ≤ 1, είναι

|f(z)| =
∣∣∣e(x+ix)2∣∣∣ =

∣∣∣e2ix2∣∣∣ = 1 .

(ii) Στο ευθύγραµµο τµήµα [−1, 1 + i] µε εξίσωση z = −1 + (2 + i)t = 2t−1 + it, 0 ≤ t ≤ 1,

είναι

|f(z)| =
∣∣∣e(2t−1+it)2∣∣∣ = e3t

2−4t+1
∣∣∣e2it(2t−1)∣∣∣ = e3t

2−4t+1 .
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Αν g(t) = 3t2 − 4t+ 1, 0 ≤ t ≤ 1, τότε

max
t∈[0, 1]

g(t) = g(0) = 1 και min
t∈[0, 1]

g(t) = g

(
2

3

)
= −1

3
.

Εποµένως,

max
z∈[−1, 1+i]

|f(z)| = f(−1) = e και min
z∈[−1, 1+i]

|f(z)| =
∣∣∣∣f (1 + 2i

3

)∣∣∣∣ = e−1/3 .

΄Αρα,

max
z∈T
|f(z)| = f(−1) = e και min

z∈T
|f(z)| =

∣∣∣∣f (1 + 2i

3

)∣∣∣∣ = e−1/3 .

2ος τρόπος. Αρκεί να ϐρεθεί το µέγιστο και το ελάχιστο της συνάρτησης

|f(z)| =
∣∣∣e(x+iy)2∣∣∣ = ex

2−y2 ∣∣e2ixy∣∣ = ex
2−y2 ,

πάνω στο τρίγωνο µε κορυφές τα σηµεία 0, −1 και 1 + i. Εξετάζουµε τις περιπτώσεις

(i) y = 0, −1 ≤ x ≤ 0, (ii) y = x, 0 ≤ x ≤ 1 και (iii) 2y = x+ 1, −1 ≤ x ≤ 1 .

Θ3. ΄Εστω η συνάρτηση

f(z) =
z2 − z − i

(z − 1− 3i)(z2 − 2z + 1 + 2i)
=

1

z − 1− 3i
+

1

z2 − 2z + 1 + 2i
.

Να ϐρεθεί το ανάπτυγµα κατά Laurent της f µε κέντρο το z0 = 1 στο µεγαλύτερο δυνατό

δακτύλιο που περιέχει το σηµείο −1/2.

Λύση. Είναι

f(z) =
1

z − 1− 3i
+

1

(z − 1)2 + (1 + i)2
.

Ως γνωστόν,

1

1− w
=

∞∑
n=0

wn και
1

1 + w
=

∞∑
n=0

(−1)nwn , |w| < 1 . (γεωµετρική σειρά)

Επειδή |1 + i| =
√

2, αν ∆ =
{
z ∈ C :

√
2 < |z − 1| < 3

}
, το −1

2 ∈ ∆ και το ανάπτυγµα
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Laurent της f στο δακτύλιο ∆ είναι

f(z) = − 1

3i
· 1

1− z−1
3i

+
1

(z − 1)2
· 1

1 +
(

1+i
z−1

)2
= − 1

3i

∞∑
n=0

(
z − 1

3i

)n
+

1

(z − 1)2

∞∑
n=0

(−1)n
(

1 + i

z − 1

)2n

= −
∞∑
n=0

1

(3i)n+1
(z − 1)n +

∞∑
n=0

(−1)n(1 + i)2n
1

(z − 1)2(n+1)
.

Ο ∆ =
{
z ∈ C :

√
2 < |z − 1| < 3

}
, µε −1

2 ∈ ∆, είναι ο µεγαλύτερος δακτύλιος στον οποίο

το παραπάνω ανάπτυγµα Laurent της f ισχύει.

Σηµείωση. Η f γράφεται και στη µορφή

f(z) =
1

z − 1− 3i
+

1

(z − 1− i(1 + i)) (z − 1 + i(1 + i))

=
1

z − 1− 3i
+

1

(z − 1 + (1− i)) (z − 1− (1− i))

=
1

z − 1− 3i
+

1

2(1− i)
· 1

z − 1− (1− i)
− 1

2(1− i)
· 1

z − 1 + (1− i)
.

Θ4. ΄Εστω γR, µε εξίσωση z(θ) = Reiθ, 0 ≤ θ ≤ π, το ηµικύκλιο του άνω ηµιεπιπέδου µε κέντρο

0 και ακτίνα R > 0. Να αποδειχθεί ότι

lim
R→∞

ˆ
γR

1

(z2 + 1)3
dz = 0 .

Στη συνέχεια, χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα των ολοκληρωτικών υπολοίπων να υπολογιστεί

το γενικευµένο ολοκλήρωµα ˆ ∞
0

1

(x2 + 1)3
dx .

Λύση. Για κάθε z ∈ γR είναι∣∣∣∣ 1

(z2 + 1)3

∣∣∣∣ =
1

|z2 + 1|3
≤ 1

(|z|2 − 1)3
=

1

(R2 − 1)3
.

Το µήκος του ηµικύκλιου γR είναι Rπ και εποµένως∣∣∣∣ˆ
γR

1

(z2 + 1)3
dz

∣∣∣∣ ≤ Rπ

(R2 − 1)3
−−−−→
R→∞

0 .
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΄Αρα,

lim
R→∞

ˆ
γR

1

(z2 + 1)3
dz = 0 .

Τα ±i είναι πόλοι τάξης 3 της f(z) = 1/(z2 + 1)3. Ολοκληρώνουµε τη συνάρτηση f πάνω

στην τµηµατικά λεία καµπύλη που αποτελείται από το ηµικύκλιο του άνω ηµιεπιπέδου γR,

µε εξίσωση z(θ) = Reiθ, 0 ≤ θ ≤ π και το ευθύγραµµο τµήµα [−R,R]. Παίρνουµε το

R αρκετά µεγάλο έτσι ώστε το ανώµαλο σηµείο i της f να ϐρίσκεται στο εσωτερικό του

ηµικύκλιου γR.

Από το ϑεώρηµα των ολοκληρωτικών υπολοίπων έχουµε
ˆ R

−R

1

(x2 + 1)3
dx+

ˆ
γR

1

(z2 + 1)3
dz = 2πiRes (f, i) . (2.11)

Είναι

Res (f, i) = Res

(
1

(z2 + 1)3
, i

)
=

1

2!
lim
z→i

[
(z − i)3 1

(z2 + 1)3

]′′
=

1

2!
lim
z→i

[
1

(z + i)3

]′′
=

1

2!
lim
z→i

12

(z + i)5
= − 3

16
i .

Εποµένως, από την (2.11) προκύπτει ότι
ˆ ∞
−∞

1

(x2 + 1)3
dx = lim

R→∞

ˆ R

−R

1

(x2 + 1)3
dx = 2πi

(
− 3

16
i

)
=

3π

8
.

΄Αρα, ˆ ∞
0

1

(x2 + 1)3
dx =

1

2

ˆ ∞
−∞

1

(x2 + 1)3
dx =

3π

16
.
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Επαναληπτική Εξέταση στις Μιγαδικές Συναρτήσεις

3 Οκτωβρίου, 2008

Θ1. (αʹ) Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : G ⊆ C → C, f(z) = u(x, y) + iv(x, y), έχει συνεχείς

µερικές παραγώγους (σαν συνάρτηση των x, y) στο ανοικτό σύνολο G. Αν

∂f

∂z
:=

1

2

(
∂f

∂x
− i∂f

∂y

)
και

∂f

∂z
:=

1

2

(
∂f

∂x
+ i

∂f

∂y

)
,

να αποδειχθεί ότι η f είναι αναλυτική στο G αν και µόνο αν ∂f
∂z = 0. Αν η f είναι

αναλυτική, να αποδειχθεί ότι f ′ = ∂f
∂z .

(ϐʹ) Να ϐρεθούν τα σηµεία στα οποία η συνάρτηση

f (z) = zz +
z

z
, z 6= 0 ,

είναι παραγωγίσιµη και να υπολογιστεί η παράγωγος.

Λύση.

(αʹ) Αν η f είναι αναλυτική στο G, από γνωστή πρόταση ικανοποιούνται οι εξισώσεις

Cauchy–Riemann: ux = vy και uy = −vx. Εποµένως

∂f

∂x
= −i∂f

∂y
⇔ ∂f

∂z
= 0 .

Επειδή ως γνωστόν f ′ = ∂f/∂x, είναι

f ′ =
∂f

∂x
=

1

2

(
∂f

∂x
− i∂f

∂y

)
=
∂f

∂z
.

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι ∂f/∂z = 0 ⇔ ∂f/∂x = −i∂f/∂y, δηλαδή ότι ικανο-

ποιούνται οι εξισώσεις Cauchy–Riemann στο G. Επειδή η συνάρτηση f έχει συνεχείς

µερικές παραγώγους (σαν συνάρτηση των x, y), από γνωστή πρόταση η f ϑα είναι

αναλυτική στο G.
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(ϐʹ) Στο ανοικτό σύνολο C \ {0} η f έχει συνεχείς µερικές παραγώγους (σαν συνάρτηση

των x, y). Για να είναι η f παραγωγίσιµη ϑα πρέπει να ικανοποιούνται οι εξισώσεις

Cauchy–Riemann. ∆ηλαδή

∂f

∂z
= 0⇔ z − z

z2
= 0⇔ z2 = 1⇔ z2 = 1⇔ z = ±1 .

Εποµένως, η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη µόνο στα σηµεία ±1. Επειδή f ′ (z) =

z + 1/z, είναι f ′ (±1) = ±2.

Θ2. ΄Εστω f : D(0, 1) → C αναλυτική συνάρτηση, όπου D(0, 1) = {z ∈ C : |z| < 1} είναι ο

µοναδιαίος δίσκος. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

1

2πi

˛
C+(0, r)

f(z)− f(−z)
z2

dz ,

όπου C+(0, r) είναι ο κύκλος µε κέντρο 0, ακτίνα r, 0 < r < 1 και ϑετική ϕορά διαγραφής.

Αν

d = sup
z,w∈D(0,1)

|f(z)− f(w)|

είναι η διάµετρος του πεδίου τιµών της f , δείξτε ότι

|f ′(0)| ≤ d

2
.

Λύση. Αν z ∈ D(0, 1), τότε −z ∈ D(0, 1) και εποµένως η g(z) := f(z) − f(−z) είναι

αναλυτική συνάρτηση στο µοναδιαίο δίσκοD(0, 1). Από τον ολοκληρωτικό τύπο του Cauchy

για παραγώγους έχουµε

g′(0) =
1

2πi

˛
C+(0, r)

g(z)

z2
dz ⇔ 2f ′(0) =

1

2πi

˛
C+(0, r)

f(z)− f(−z)
z2

dz .

Εποµένως, για κάθε r ∈ (0, 1) είναι

∣∣f ′(0)
∣∣ =

1

4π

∣∣∣∣∣
˛
C+(0, r)

f(z)− f(−z)
z2

dz

∣∣∣∣∣
≤ 1

4π

˛
C+(0, r)

|f(z)− f(−z)|
|z|2

|dz|

≤ 1

4π

d

r2

˛
C+(0, r)

|dz|

=
1

4π

d

r2
2πr =

d

2r
.
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΄Αρα, ∣∣f ′(0)
∣∣ ≤ lim

r→1−

d

2r
=
d

2
.

Θ3. ΄Εστω z
e2πz−1 =

∑∞
n=−∞ anz

n το ανάπτυγµα κατά Laurent της συνάρτησης f(z) = z
e2πz−1

στο δακτύλιο ∆ = {z ∈ C : 1 < |z| < 2} µε κέντρο το z0 = 0. Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα

του Laurent να υπολογιστούν οι συντελεστές an, για κάθε n ≤ −1.

Λύση. Επειδή

e2πz − 1 = 0⇔ e2πz = 1⇔ 2πz = 2nπi⇔ z = ni , n ∈ Z ,

τα zn = ni, n ∈ Z \ {0}, είναι απλοί πόλοι της συνάρτησης f(z) = z
e2πz−1 . Επειδή το 0 είναι

απλή ϱίζα τόσο του αριθµητή όσο και του παρανοµαστή της f , το 0 είναι είναι επουσιώδες

ανώµαλο σηµείο. Από το ϑεώρηµα του Laurent οι συντελεστές an δίνονται από τον τύπο

an =
1

2πi

˛
C+(0, r)

z/
(
e2πz − 1

)
zn+1

dz =
1

2πi

˛
C+(0, r)

z−n

e2πz − 1
dz ,

όπου ο κύκλος C+ (0, r) µε κέντρο 0, ακτίνα r, 1 < r < 2 και ϑετική ϕορά διαγραφής

ανήκει στο δακτύλιο ∆.

Αν

g (z) =
z−n

e2πz − 1
,

τα ανώµαλα σηµεία −i και i της g ϐρίσκοντα στο εσωτερικό του κύκλου C+ (0, r) και είναι

απλοί πόλοι. Επειδή για n ≤ −1, δηλαδή για −n ≥ 1 το 0 είναι ϱίζα του αριθµητή της g
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τάξης ≥ 1 και απλή ϱίζα του παρανοµαστή της g, το 0 είναι επουσιώδες ανώµαλο σηµείο.

΄Αρα, από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων έχουµε

an =
1

2πi

˛
C+(0, r)

z−n

e2πz − 1
dz = Res

(
z−n

e2πz − 1
, −i

)
+ Res

(
z−n

e2πz − 1
, i

)
=

z−n

(e2πz − 1)′

∣∣∣∣
z=−i

+
z−n

(e2πz − 1)′

∣∣∣∣
z=i

=
(−i)−n

2πe−2πi
+

i−n

2πe2πi

=
1

2π

(
(−i)−n + i−n

)
=


(−1)k /π αν −n = 2k ,

0 αν −n = 2k + 1 .

Θ4. Θεωρούµε τη λωρίδα

Ω =
{
z ∈ C : −π

2
< =z < π

2

}
και την ακέραια συνάρτηση f(z) = exp (exp z), όπου exp z = ez. Αν ∂Ω είναι το σύνορο

του Ω, δείξτε ότι |f(z)| = 1 για κάθε z ∈ ∂Ω. Εξετάστε αν ισχύει η Αρχή Μεγίστου για τη

συνάρτηση f στη λωρίδα Ω. Είναι η |f | ϕραγµένη στο Ω;

Λύση. Αν z ∈ ∂Ω, τότε z = x± iπ/2 για κάποιο x ∈ R. ΄Εχουµε

f(z) = exp (exp (x± iπ/2))

= exp
(
exe±iπ/2

)
= exp (±iex) = cos ex ± i sin ex .

Εποµένως, |f(z)| = 1 για κάθε z ∈ ∂Ω.

΄Εστω τώρα z = x ∈ R ⊂ Ω. Τότε

f(z) = f(x) = exp (expx) = ee
x
.

Επειδή limx→∞ |f(x)| = limx→∞ e
ex =∞, η |f | δεν είναι ϕραγµένη στο Ω και πολύ περισ-

σότερο δεν είναι µικρότερη του 1. ΄Αρα, η Αρχή Μεγίστου δεν ισχύει για τη συνάρτηση f στη

λωρίδα Ω και αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι η λωρίδα Ω δεν είναι ένας ϕραγµένος τόπος.
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2.10 Ακαδηµαϊκό έτος 2006–7

ΣΧΟΛΗ ΗΜΜΥ

Κανονική Εξέταση στις Μιγαδικές Συναρτήσεις

5 Οκτωβρίου, 2007

Θ1. ΄Εστω η συνάρτηση f : C→ C, µε

f(z) =
√∣∣z2 − z2∣∣ .

Να αποδειχθεί ότι ικανοποιούνται οι εξισώσεις Cauchy–Riemann στο σηµείο (0, 0). Είναι η

f παραγωγίσιµη στο 0; Αιτιολογήστε την απάντησή σας.

Λύση. Είναι

fx(0, 0) = lim
x→0

f(x, 0)− f(0, 0)

x− 0
= lim

x→0

√
|x2 − x2| − 0

x
= 0

και

fy(0, 0) = lim
y→0

f(0, y)− f(0, 0)

y − 0
= lim

y→0

√
|(iy)2 − (−iy)2| − 0

y
= 0 .

Εποµένως fx(0, 0) = −ify(0, 0) = 0, δηλαδή ικανοποιούνται οι εξισώσεις Cauchy–Riemann

στο σηµείο (0, 0).

Θα αποδείξουµε τώρα ότι η f δεν είναι παραγωγίσιµη στο 0. Παρατηρούµε ότι το

lim
z→0

z=x+ix

f(z)− f(0)

z − 0
=

2

1 + i
lim
x→0

|x|
x

δεν υπάρχει. ΄Αρα, η παράγωγος f ′(0) δεν υπάρχει.

Σηµείωση. Είναι

f(z) = f(x+ iy) =
√
|(x+ iy)2 − (x− iy)2| = 2

√
|xy| .

∆ηλαδή f(z) = u(x, y) + iv(x, y) µε u(x, y) = 2
√
|xy| και v(x, y) = 0. Είναι προφανές ότι

ux(0, 0) = vy(0, 0) = 0 και uy(0, 0) = −vx(0, 0) = 0, δηλαδή ότι ικανοποιούνται οι εξισώσεις

Cauchy–Riemann στο σηµείο (0, 0).

Θ2. ΄Εστω γ : [0, 1] → C, µε γ(t) = (1 − t)i + t, το ευθύγραµµο τµήµα µε αρχή το i και πέρας

το 1. ∆είξτε ότι

|z4| ≥ 1

4
, για κάθε z ∈ γ .
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Στη συνέχεια να αποδειχθεί ότι αν

I =

ˆ
γ

1

z4
dz ,

τότε |I| ≤ 4
√

2. Ποιά είναι η τιµή του |I|;

Λύση. Για κάθε z ∈ γ είναι

|z4| = (|z|2)2 =
[
(1− t)2 + t2

]2
= (2t2 − 2t+ 1)2 = 4

[(
t− 1

2

)2

+
1

4

]2
≥ 1

4
.

Επειδή το ευθύγραµµο τµήµα γ έχει µήκος
√

2, έχουµε

|I| =
∣∣∣∣ˆ
γ

1

z4
dz

∣∣∣∣ ≤ ˆ
γ

1

|z4|
|dz| ≤ 4

√
2 .

Η F (z) = −1/3z3 είναι αναλυτική συνάρτηση σε ένα ανοικτό σύνολο που περιέχει το ευ-

ϑύγραµµο τµήµα γ και δεν περιέχει το 0, µε F ′(z) = 1/z4. Από το ϑεµελιώδες ϑεώρηµα

ολοκλήρωσης

I =

ˆ
γ

1

z4
dz =

−1

3z3

∣∣∣∣z=1

z=i

= −1

3
+
i

3
.

΄Αρα, |I| =
√

2/3.

Θ3. ∆ιατυπώστε το ϑεώρηµα Liouville. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση u είναι αρµονική στο R2.

Αν η u δεν είναι σταθερή, δείξτε ότι η u δεν είναι άνω ϕραγµένη ούτε κάτω ϕραγµένη.

Απόδειξη. Θεώρηµα Liouville: Αν µια ακέραια συνάρτηση f είναι ϕραγµένη, τότε η f είναι

σταθερή.

Ως γνωστόν, στον απλά συνεκτικό τόπο C υπάρχει συζυγής αρµονική v της u. ∆ηλαδή η

f = u + iv είναι ακέραια συνάρτηση. Υποθέτουµε ότι υπάρχει σταθερά M > 0 τέτοια ώστε

u(x, y) ≤M , για κάθε (x, y) ∈ R2. ΄Εστω g(z) := ef(z). Η g είναι ακέραια συνάρτηση τέτοια

ώστε

|g(z)| = |g(x+ iy)| =
∣∣∣eu(x,y)+iv(x,y)∣∣∣ = eu(x,y) ≤ eM , για κάθε z ∈ C .

Επειδή η g είναι ϕραγµένη, από το ϑεώρηµα Liouville η g και κατά συνέπεια η |g| είναι

σταθερή. Τότε όµως και η u ϑα είναι σταθερή, άτοπο. Εποµένως, η u δεν είναι άνω ϕραγµένη.

Αν υποθέσουµε τώρα ότι η u είναι κάτω ϕραγµένη, η −u ϑα είναι άνω ϕραγµένη. Τότε από

την προηγούµενη απόδειξη προκύπτει ότι η −u είναι σταθερή, δηλαδή ότι η u είναι σταθερή.

΄Ατοπο. ΄Αρα, η u δεν είναι κάτω ϕραγµένη.
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Θ4. ΄Εστω cotπz =
∑∞

n=−∞ anz
n το ανάπτυγµα κατά Laurent της συνάρτησης f(z) = cotπz στο

δακτύλιο ∆ = {z ∈ C : 1 < |z| < 2} µε κέντρο το z0 = 0. Να υπολογιστούν οι συντελεστές

a−1 και a−2.

Λύση. Από το ϑεώρηµα του Laurent οι συντελεστές an δίνονται από τον τύπο

an =
1

2πi

˛
C+(0, r)

cotπz

zn+1
dz =

1

2πi

˛
C+(0, r)

cosπz

zn+1 sinπz
dz ,

όπου ο κύκλος C+(0, r) µε κέντρο 0, ακτίνα r, 1 < r < 2 και ϑετική ϕορά διαγραφής ανήκει

στο δακτύλιο ∆.

(i) n = −1: Σ᾿ αυτή την περίπτωση τα ανώµαλα σηµεία−1, 0 και 1 της f(z) = cosπz/ sinπz

ϐρίσκοντα στο εσωτερικό του κύκλου C+(0, r) και είναι απλοί πόλοι. Από το ϑεώρηµα

ολοκληρωτικών υπολοίπων έχουµε

a−1 =
1

2πi

˛
C+(0, r)

cosπz

sinπz
dz

= Res
(cosπz

sinπz
, −1

)
+ Res

(cosπz

sinπz
, 0
)

+ Res
(cosπz

sinπz
, 1
)

=
cosπz

(sinπz)′

∣∣∣∣
z=−1

+
cosπz

(sinπz)′

∣∣∣∣
z=0

+
cosπz

(sinπz)′

∣∣∣∣
z=1

=
1

π
+

1

π
+

1

π
=

3

π
.

(ii) n = −2: Σ᾿ αυτή την περίπτωση είναι

f(z) =
cosπz

z−1 sinπz
=
z cosπz

sinπz

και εποµένως τα ανώµαλα σηµεία −1 και 1 της f ϐρίσκοντα στο εσωτερικό του κύκλου

C+(0, r) και είναι απλοί πόλοι. Επειδή το 0 είναι απλή ϱίζα τόσο του αριθµητή όσο
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και του παρανοµαστή της f(z) = z cosπz
sinπz , το 0 είναι επουσιώδες ανώµαλο σηµείο. ΄Αρα,

από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων έχουµε

a−2 =
1

2πi

˛
C+(0, r)

z cosπz

sinπz
dz

= Res
(z cosπz

sinπz
, −1

)
+ Res

(z cosπz

sinπz
, 1
)

=
z cosπz

(sinπz)′

∣∣∣∣
z=−1

+
z cosπz

(sinπz)′

∣∣∣∣
z=1

= − 1

π
+

1

π
= 0 .

Θ5. Χρησιµοποιώντας µιγαδική ολοκλήρωση να υπολογιστεί το γενικευµένο ολοκλήρωµα

ˆ ∞
0

sin2 x

x2 + 1
dx .

Λύση. Επειδή sin2 x = (1− cos 2x)/2, είναι

ˆ ∞
0

sin2 x

x2 + 1
dx =

1

2

ˆ ∞
0

1

x2 + 1
dx− 1

2

ˆ ∞
0

cos 2x

x2 + 1
dx

=
1

2

(
lim
x→∞

arctanx− arctan 0
)
− 1

4

ˆ ∞
−∞

cos 2x

x2 + 1
dx

=
π

4
− 1

4

ˆ ∞
−∞

cos 2x

x2 + 1
dx︸ ︷︷ ︸

I

.

Αν

J =

ˆ ∞
−∞

sin 2x

x2 + 1
dx , τότε I + iJ =

ˆ ∞
−∞

e2ix

x2 + 1
dx .

Ας σηµειωθεί ότι τα γενικευµένα ολοκληρώµατα I και J συγκλίνουν. Τα σηµεία ±i είναι

απλοί πόλοι της f(z) = e2iz

z2+1
. Το i ϐρίσκεται στο άνω ηµιεπίπεδο και είναι

Res

(
e2iz

z2 + 1
, i

)
= lim

z→i

(
(z − i) e2iz

z2 + 1

)
= lim

z→i

e2iz

z + i
=
e−2

2i
.

Ολοκληρώνουµε τη συνάρτηση f πάνω στην τµηµατικά λεία καµπύλη που αποτελείται από το

ηµικύκλιο του άνω ηµιεπιπέδου γR, µε εξίσωση z(θ) = Reiθ, 0 ≤ θ ≤ π και το ευθύγραµµο

τµήµα [−R,R]. Παίρνουµε το R αρκετά µεγάλο έτσι ώστε το ανώµαλο σηµείο z = i της f

να ϐρίσκεται στο εσωτερικό του ηµικύκλιου γR.
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Από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων έχουµε

ˆ R

−R

e2ix

x2 + 1
dx+

ˆ
γR

e2iz

z2 + 1
dz = 2πiRes

(
e2iz

z2 + 1
, i

)
=

π

e2
. (2.12)

Από το λήµµα Jordan είναι

lim
R→∞

ˆ
γR

e2iz

z2 + 1
dz = 0

και εποµένως από την (2.12) προκύπτει ότι

ˆ ∞
−∞

e2ix

x2 + 1
dx = lim

R→∞

ˆ R

−R

e2ix

x2 + 1
dx =

π

e2
.

Ισοδύναµα,

I =

ˆ ∞
−∞

cos 2x

x2 + 1
dx =

π

e2
και J =

ˆ ∞
−∞

sin 2x

x2 + 1
dx = 0 .

΄Αρα, ˆ ∞
0

sin2 x

x2 + 1
dx =

π

4

(
1− 1

e2

)
.

Επαναληπτική Εξέταση στις Μιγαδικές Συναρτήσεις

5 Νοεµβρίου, 2007

Θ1. Να ϐρεθεί η ακέραια συνάρτηση f = u+ iv µε f(0) = 2, τέτοια ώστε

v(x, y) = ex(x sin y + sin y + y cos y) .
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Να εκφράσετε την f σαν συνάρτηση του z = x+ iy.

Λύση. Εύκολα διαπιστώνεται ότι vxx + vyy = 0, δηλαδή η v είναι αρµονική στο C. Ως

γνωστόν, στον απλά συνεκτικό τόπο C υπάρχει συζυγής αρµονική v της u. ∆ηλαδή η f =

u+ iv είναι ακέραια συνάρτηση. Από την εξίσωση Cauchy–Riemann ux = vy έχουµε

ux = ex(x cos y + 2 cos y − y sin y) .

Εποµένως,

u(x, y) = (xex − ex) cos y + ex(2 cos y − y sin y) + c(y)

= ex(x cos y + cos y − y sin y) + c(y) .

Από τη δεύτερη εξίσωση Cauchy–Riemann uy = −vx προκύπτει ότι

ex(−x sin y − 2 sin y − y cos y) + c′(y) = −ex(x sin y + 2 sin y + y cos y)

⇔ c′(y) = 0⇔ c(y) = c .

∆ηλαδή u(x, y) = ex(x cos y + cos y − y sin y) + c και η ακέραια συνάρτηση

f(z) = u(z, 0) + iv(z, 0) = ez(z + 1) + c ,

c ∈ R. ΄Οµως f(0) = 2, οπότε c = 1. ΄Αρα,

f(z) = zez + ez + 1 .

Θ2. ΄Εστω f(z) =
∑∞

n=0 anz
n αναλυτική συνάρτηση στο µοναδιαίο δίσκο

D(0, 1) = {z ∈ C : |z| < 1} .

Να αποδειχθεί ότι

nan =
1

2πi

˛
C+(0, r)

f ′(z)

zn
dz ,

όπου C+(0, r) είναι ο κύκλος µε κέντρο 0, ακτίνα r, 0 < r < 1 και ϑετική ϕορά διαγραφής.

Αν

|f ′(z)| ≤ 1

1− |z|
, |z| < 1 ,
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χρησιµοποιώντας τον προηγούµενο τύπο µε κατάλληλο r, 0 < r < 1, να αποδειχθεί ότι

|an| < e , για κάθε n ≥ 1 .

Υπόδειξη.
(
1 + 1

n

)n ↗ e.

Λύση. Αν n ≥ 1, από τον ολοκληρωτικό τύπο του Cauchy για παραγώγους έχουµε

f (n)(0) =
(n− 1)!

2πi

˛
C+(0, r)

f ′(z)

zn
dz

και εποµένως

an =
f (n)(0)

n!
=

1

2πni

˛
C+(0, r)

f ′(z)

zn
dz ,

όπου C+(0, r) είναι ο κύκλος µε κέντρο 0, ακτίνα r, 0 < r < 1 και ϑετική ϕορά διαγραφής.

Αν n ≥ 1 και r = n/(n+ 1), τότε

|an| =
1

2πn

∣∣∣∣∣
˛
C+(0, r)

f ′(z)

zn
dz

∣∣∣∣∣
≤ 1

2πn

˛
C+(0, r)

|f ′(z)|
|z|n

|dz|

≤ 1

2πn

1

rn(1− r)

˛
C+(0, r)

|dz| (|f ′(z)| ≤ 1
1−|z|

|z|=r
= 1

1−r )

=
1

2πn

1

rn(1− r)
2πr

=

(
n+ 1

n

)n
(αντικατάσταση r = n

n+1 )

=

(
1 +

1

n

)n
< e .

Σηµείωση. Αν πάρουµε το r = 1 − 1/n, n > 1, τότε παρόµοια αποδεικνύεται ότι |an| < e,

για κάθε n ≥ 1.

Θ3. ∆ιατυπώστε την ῾῾Αρχή Μεγίστου᾿᾿ για ένα ϕραγµένο τόπο του C. Αν η f : C → C είναι

ακέραια συνάρτηση, να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση

M(r) := max {|f(z)| : |z| = r} , r > 0 ,

είναι αύξουσα. Αν η f δεν είναι σταθερή, να αποδειχθεί ότι limr→∞M(r) =∞.
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Απόδειξη. Αρχή µεγίστου: ΄Εστω G ένας ϕραγµένος τόπος στο C. Αν η συνάρτηση είναι

αναλυτική στο G και συνεχής στο σύνορο ∂G του G, τότε η |f | παίρνει τη µέγιστη τιµή της στο

σύνορο ∂G εκτός και αν η f είναι σταθερή.

Αν 0 < r1 < r2, από την αρχή µεγίστου ϑα είναι M(r1) ≤ M(r2) (η ισότητα ϑα ισχύει αν

και µόνο αν η f είναι σταθερή).

΄Εστω ότι η f δεν είναι σταθερή. Για να αποδείξουµε ότι limr→∞M(r) = ∞, αρκεί να

αποδείξουµε ότι η συνάρτηση M δεν είναι άνω ϕραγµένη. Πράγµατι, αν υποθέσουµε ότι η

M είναι άνω ϕραγµένη, έστω M(r) ≤ C, για κάθε r > 0, τότε

|f(z)| ≤ C , για κάθε z ∈ C .

∆ηλαδή η f ϑα είναι ϕραγµένη. Από το ϑεώρηµα του Liouville η f ϑα πρέπει να είναι

σταθερή, άτοπο.

Θ4. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

I =
1

2πi

˛
γ

[
(z + 1)e1/(z+1) +

cosπz + 1

(z − 1)3

]
dz ,

όπου γ : [0, 1]→ C η καµπύλη µε εξίσωση

γ(t) =


−1 + e12iπt αν 0 ≤ t < 1/2,

1 + eiπ(1−8t) αν 1/2 ≤ t ≤ 1 .

Λύση. Παρατηρούµε ότι η καµπύλη γ περιστρέφεται τρείς ϕορές, µε ϑετική ϕορά, γύρω από

το σηµείο −1 και δύο ϕορές, µε αρνητική ϕορά, γύρω από το σηµείο 1. ∆ηλαδή ο δείκτης



300 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΘΕΜΑΤΑ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ

στροφής της γ ως προς τα σηµεία −1 και 1 είναι I(γ,−1) = 3 και I(γ, 1) = −2 αντίστοιχα.

Επειδή ew =
∑∞

n=0
wn

n! , για κάθε w ∈ C, για w = 1
z+1 παίρνουµε

e1/(z+1) =

∞∑
n=0

1

n!(z + 1)n
.

Το −1 είναι ουσιώδες ανώµαλο σηµείο της f(z) = (z+1)e1/(z+1) και το ανάπτυγµα Laurent

της f στο διάτρητο δίσκο 0 < |z + 1| <∞ είναι

(z + 1)e1/(z+1) =

∞∑
n=0

1

n!(z + 1)n−1
= (z + 1) + 1 +

1

2!(z + 1)
+

1

3!(z + 1)2
+ · · · .

Επειδή Res
(
(z + 1) e1/(z+1), −1

)
= a−1 = 1

2! , από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων

1

2πi

˛
γ
(z + 1)e1/(z+1) dz = I(γ,−1) Res

(
(z + 1)e1/(z+1), −1

)
= 3 · 1

2
=

3

2
.

Επίσης, από τον ολοκληρωτικό τύπο του Cauchy για παραγώγους έχουµε

1

2πi

˛
γ

cosπz + 1

(z − 1)3
dz =

1

2!

[
2!

2πi

˛
γ

cosπz + 1

(z − 1)3
dz

]
=

1

2!
I (γ, 1) (cosπz + 1)′′

∣∣
z=1

=
1

2!
(−2)(−π2 cosπ) = −π2 .

΄Αρα,

I =
1

2πi

˛
γ
(z + 1)e1/(z+1) dz +

1

2πi

˛
γ

cosπz + 1

(z − 1)3
dz =

3

2
− π2 .

Σηµείωση. Αν g(z) = cosπz+1
(z−1)3 , το z = 1 είναι απλός πόλος της g (είναι ϱίζα τάξης τρία του

παρανοµαστή και ϱίζα τάξης δύο του αριθµητή). Εποµένως,

Res

(
cosπz + 1

(z − 1)3
, 1

)
= lim

z→1
(z − 1)

cosπz + 1

(z − 1)3

= lim
z→1

cosπz + 1

(z − 1)2

= lim
z→1

−π sinπz

2(z − 1)
(κανόνας L’Hôpital)

= lim
z→1

−π2 cosπz

2
(κανόνας L’Hôpital)

=
π2

2
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και από το ϑεώρηµα ολοκληρωτικών υπολοίπων

1

2πi

˛
γ

cosπz + 1

(z − 1)3
dz = I(γ, 1) Res

(
cosπz + 1

(z − 1)3
, 1

)
= −2

π2

2
= −π2 .

Θ5. ΄Εστω f(z) =
∑∞

n=−∞ anz
n το ανάπτυγµα κατά Laurent της αναλυτικής συνάρτησης f στο

διάτρητο δίσκο 0 < |z| < R µε κέντρο το z0 = 0. Υποθέτουµε ότι υπάρχειM > 0 τέτοιο ώστε

r2
ˆ 2π

0
|f(reiθ)|2 dθ ≤M , για κάθε r, 0 < r < R .

Να αποδειχθεί ότι an = 0, για κάθε n < −1. Τι είδους µεµονωµένο ανώµαλο σηµείο της

συνάρτησης f είναι το 0;

Λύση. Είναι z(θ) = reiθ, 0 ≤ θ ≤ 2π, η εξίσωση του κύκλου |z| = r µε κέντρο 0 ακτίνα r

και ϑετική ϕορά διαγραφής. Από το ϑεώρηµα του Laurent οι συντελεστές an δίνονται από

τον τύπο

an =
1

2πi

‰
|z|=r

f(z)

zn+1
dz =

1

2πi

ˆ 2π

0

f(reiθ)

rn+1ei(n+1)θ
ireiθ dθ =

1

2πrn

ˆ 2π

0

f(reiθ)

einθ
dθ .

Εποµένως,

|an| =
1

2πrn

∣∣∣∣ˆ 2π

0

f(reiθ)

einθ
dθ

∣∣∣∣
≤ 1

2πrn

ˆ 2π

0
|f(reiθ)| dθ

≤ 1

2πrn

(ˆ 2π

0
|f(reiθ)|2 dθ

)1/2(ˆ 2π

0
12 dθ

)1/2

(ανισότητα Cauchy–Schwarz)

≤
√
M

2π
r−(n+1) . (από την υπόθεση)

΄Αρα αν n < −1⇔ n+ 1 < 0, τότε

|an| ≤
√
M

2π
r−(n+1) −−−−→

r→0+
0 , δηλαδή an = 0 .

Αν a−1 6= 0, το 0 είναι απλός πόλος της f . Αν a−1 = 0, τότε το 0 είναι επουσιώδες ανώµαλο

σηµείο της f .
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