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Συµβολισµός και Ορολογία

• R– το σύνολο των πραγµατικών αριθµών

• R+– το σύνολο των ϑετικών πραγµατικών αριθµών

• R—το επεκταµένο σύνολο των πραγµατικών αριθµών. Είναι το σύνολο των πραγµατι-

κών αριθµών R στο οποίο έχουµε προσθέσει δύο στοιχεία, το∞ (ή +∞) και το−∞. ∆ηλαδή

R = R ∪ {−∞,∞}, ή , όπως συνήθως γράφεται, R = [−∞,∞].

• Z– το σύνολο των ακεραίων

• N := {0, 1, 2, . . . , n, . . .}–το σύνολο των ϕυσικών αριθµών

• N∗– το σύνολο των ϑετικών ακεραίων

• Q– το σύνολο των ϱητών

• (a, b)– ανοικτό και ϕραγµένο διάστηµα

• [a, b]– κλειστό και ϕραγµένο διάστηµα

• [a, b)– ηµιανοικτό διάστηµα (κλειστό από αριστερά και ανοικτό από δεξιά)

• (a, b]– ηµιανοικτό διάστηµα (ανοικτό από αριστερά και κλειστό από δεξιά)

• Αν n ∈ N∗, n! = 1 · 2 · 3 · · ·n,

(2n)!! = 2 · 4 · 6 · · · (2n− 2)(2n) και (2n+ 1)!! = 1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)(2n+ 1) .

Είναι 0! := 1.
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ii ΣΥΜΒΟΛΙΣΜΟΣ ΚΑΙ ΟΡΟΛΟΓΙΑ

• Αν το σύνολο A ⊂ R, A 6= ∅, είναι άνω ϕραγµένο, τότε µε supA συµβολίζουµε το ελάχιστο

άνω ϕράγµα του A. Αν όµως το A δεν είναι άνω ϕραγµένο, τότε supA = +∞.

• Αν το σύνολο A ⊂ R, A 6= ∅, είναι κάτω ϕραγµένο, τότε µε inf A συµβολίζουµε το µέγιστο

κάτω ϕράγµα του A. Αν όµως το A δεν είναι κάτω ϕραγµένο, τότε inf A = −∞.

• Η ακολουθία (an) πραγµατικών αριθµών λέγεται αύξουσα (ϕθίνουσα) αν an+1 ≥ an για

κάθε n ∈ N (an+1 ≤ an για κάθε n ∈ N).

• Αν (an) είναι µία ακολουθία και k1 < k2 < · · · < kn · · · είναι µία γνήσια αύξουσα ακο-

λουθία ϕυσικών αριθµών, τότε η ακολουθία (akn) λέγεται υπακολουθία της ακολουθίας

(an).

• Το c ∈ R είναι ένα οριακό σηµείο της ακολουθίας (an) αν υπάρχει υπακολουθία (akn) της

(an) µε limn→∞ akn = c.

• ΄Εστω S είναι το σύνολο των οριακών σηµείων της ακολουθίας (an). Το κατώτερο όριο,

lim an και το ανώτερο όριο, lim an, της ακολουθίας (an) ορίζονται ως εξής

lim an =


−∞ αν η (an) δεν είναι κάτω ϕραγµένη ,

+∞ αν η (an) είναι κάτω ϕραγµένη και S = ∅ ,

inf S αν η (an) είναι κάτω ϕραγµένη και S 6= ∅ ,

lim an =


+∞ αν η (an) δεν είναι άνω ϕραγµένη ,

−∞ αν η (an) είναι άνω ϕραγµένη και S = ∅ ,

supS αν η (an) είναι άνω ϕραγµένη και S 6= ∅ .

• Το ακέραιο µέρος του x ∈ R, συµβολίζεται µε [x], είναι ο µοναδικός ακέραιος k ∈ Z

τέτοιος ώστε k ≤ x < k + 1.

• Το ανοικτό διάστηµα Vx(ε) := (x− ε, x+ ε), όπου ε > 0, λέγεται περιοχή µε κέντρο το

x ∈ R και ακτίνα ε. Κάθε διάστηµα της µορφής (ε,+∞) (αντίστοιχα (−∞,−ε)) είναι µια

περιοχή του +∞ (αντίστοιχα του −∞).

Αν το A είναι υποσύνολο του R, τότε
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• το x ∈ A είναι εσωτερικό σηµείο του A, αν υπάρχει περιοχή Vx του x τέτοια ώστε Vx ⊆ R,

• το x ∈ A λέγεται οριακό σηµείο ή σηµείο συσσώρευσης (σ.σ) τουA, αν για κάθε περιοχή

Vx του x υπάρχει στοιχείο a ∈ A, a 6= x, τέτοιο ώστε a ∈ Vx,

• το x ∈ A είναι µεµονωµένο σηµείο του A αν δεν είναι σηµείο συσσώρευσης του A.

• Η συνάρτηση f ορισµένη στο A ⊆ R, A 6= ∅, είναι άνω ϕραγµένη (αντίστοιχα κάτω

ϕραγµένη), αν το σύνολο f (A) είναι άνω ϕραγµένο (αντίστοιχα κάτω ϕραγµένο). Η f είναι

ϕραγµένη στο A αν το σύνολο f (A) είναι ϕραγµένο.

• Η συνάρτηση f ορισµένη στο A ⊆ R, A 6= ∅, είναι άρτια (αντίστοιχα περιττή), όταν για

κάθε x ∈ A το −x ∈ A και f(−x) = f(x) (αντίστοιχα f(−x) = −f(x)).

• Η συνάρτηση f ορισµένη στο διάστηµα I είναι αύξουσα (αντίστοιχα ϕθίνουσα), αν για

κάθε x1, x2 ∈ I, µε x1 < x2, είναι f(x1) ≤ f(x2) (αντίστοιχα f(x1) ≥ f(x2). Η συνάρτηση

f είναι γνήσια αύξουσα (αντίστοιχα γνήσια ϕθίνουσα) στο διάστηµα I , αν για κάθε

x1, x2 ∈ I, µε x1 < x2, είναι f(x1) < f(x2) (αντίστοιχα f(x1) > f(x2).

• f (n)–η n-οστή παράγωγος µιας συνάρτησης f .

Οι πραγµατικές συναρτήσεις f και g είναι ορισµένες σε µια περιοχή του x0 ∈ R.

• Αν limx→x0
f(x)
g(x) = 0, χρησιµοποιείται ο συµβολισµός

f(x) = o (g(x)) (x→ x0) .

• Αν το πηλίκο f(x)/g(x) είναι ϕραγµένο σε µια περιοχή του x0 ∈ R, χρησιµοποιείται ο

συµβολισµός

f(x) = O (g(x)) (x→ x0) .

• Αν limx→x0
f(x)
g(x) = 1, χρησιµοποιείται ο συµβολισµός

f(x) ∼ g(x) (x→ x0) .

Αν το A είναι υποσύνολο του R και κάθε σηµείο του A είναι σηµείο συσσώρευσης, τότε
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• C (A)–είναι το σύνολο όλων των συνεχών συναρτήσεων στο A,

• Cn (A)–είναι το σύνολο όλων των συναρτήσεων που είναι n-ϕορές συνεχώς παραγωγίσιµες

στο A,

• C∞ (A)–είναι το σύνολο όλων των συναρτήσεων που είναι άπειρες ϕορές παραγωγίσιµες στο

A.



Κεφάλαιο 1

΄Ορια πραγµατικών συναρτήσεων

1.1 Το όριο συνάρτησης

Ορισµός 1.1. ΄Εστω E ένα υποσύνολο του R.

1. Το x ∈ E είναι εσωτερικό σηµείο του E αν υπάρχει δ > 0, τέτοιο ώστε (x− δ, x+ δ) ⊆ E.

2. Το x ∈ E είναι µεµονωµένο σηµείο του E αν υπάρχει δ > 0, τέτοιο ώστε

(x− δ, x+ δ) ∩ E = {x} .

3. Το x ∈ R είναι σηµείο συσσώρευσης(σ.σ) του E, αν για κάθε δ > 0 το σύνολο

(x− δ, x+ δ) ∩E περιέχει ένα τουλάχιστον σηµείο του E διαφορετικό από το x. Ισοδύναµα,

για κάθε περιοχή (x− δ, x+ δ), δ > 0, του x

(x− δ, x+ δ) ∩ (E \ {x}) 6= ∅ .

4. Το σύνολο E είναι ανοικτό αν όλα τα σηµεία του είναι εσωτερικά σηµεία.

5. Το σύνολο E είναι κλειστό αν το συµπλήρωµά του R \ E είναι ανοικτό.

Παραδείγµατα 1.2. (i) ΄Εστω Z το σύνολο των ακέραιων αριθµών. Το Z είναι κλειστό σύνολο

και κάθε ακέραιος αριθµός είναι µεµονωµένο σηµείο τουZ. ΤοZ δεν έχει σηµεία συσσώρευσης.

(ii) ΄Εστω Q το σύνολο των ϱητών αριθµών. Επειδή το σύνολο Q είναι πυκνό στο R, κάθε πραγ-

µατικός αριθµός είναι σ.σ του Q. Πράγµατι, σε κάθε περιοχή (x− δ, x+ δ), δ > 0 του x ∈ R

υπάρχει ϱητός αριθµός ρ 6= x. Το σύνολο Q δεν έχει εσωτερικά σηµεία.

1
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(iii) ΄Εστω το σύνολο E := {1, 1/2, 1/3, . . . , 1/n, . . .}. Τα σηµεία του E είναι µεµονωµένα. Το

µοναδικό σ.σ του E είναι το 0. Πράγµατι, έστω (−δ, δ), δ > 0, περιοχή του µηδενός. Τότε, για

αρκετά µεγάλο n ∈ N∗ είναι 1/n < δ. Εποµένως το 1/n ∈ ((−δ, δ) \ {0}) ∩ E.

Πρόταση 1.3. ΄Ενα σύνολο F ⊆ R είναι κλειστό αν και µόνο αν τα σηµεία συσσώρευσης του F

ανήκουν στο F .

Απόδειξη. ΄Εστω το F είναι κλειστό. Τότε το R \ F είναι ανοικτό σύνολο. Αν x ∈ R \ F , υπάρχει

ε > 0 τέτοιο ώστε

(x− ε, x+ ε) ⊆ R \ F οπότε (x− ε, x+ ε) ∩ F = ∅ .

Εποµένως το x δεν είναι σηµείο συσσώρευσης του F και κατά συνέπεια όλα τα σηµεία συσσώ-

ϱευσης του F ανήκουν στο F .

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι όλα τα σηµεία συσσώρευσης του F ανήκουν στο F . Αν x ∈ R \ F ,

τότε το x δεν είναι σ.σ του F και x /∈ F . Εποµένως υπάρχει ε > 0, τέτοιο ώστε

(x− ε, x+ ε) ∩ F = ∅ , δηλαδή (x− ε, x+ ε) ⊆ R \ F .

΄Αρα το R \ F είναι ανοικτό σύνολο και αυτό συνεπάγεται ότι το F ϑα είναι κλειστό σύνολο.

Πρόταση 1.4. ΄Εστω E υποσύνολο του R και έστω x0 ∈ R. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα

(αʹ) το x0 είναι σηµείο συσσώρευσης του E,

(ϐʹ) το σύνολο (x0 − δ, x0 + δ) ∩ E είναι άπειρο για κάθε δ > 0, και

(γʹ) υπάρχει ακολουθία (xn) σηµείων του E και µάλιστα µε όρους διάφορους ανά δύο µε xn 6= x0

για κάθε n ∈ N∗, τέτοια ώστε

lim
n→∞

xn = x0 .

Απόδειξη. (α΄)⇒ (ϐ΄). Υποθέτουµε ότι για κάποιο δ > 0 η περιοχή (x0 − δ, x0 + δ) του x0

περιέχει πεπερασµένο το πλήθος σηµεία του E. Τότε και το σύνολο (x0− δ, x0 + δ)∩E \{x0}
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είναι πεπερασµένο. ΄Εστω x1, x2, . . . , xn τα στοιχεία του (x0 − δ, x0 + δ) ∩ E \ {x0}. Αν

r := min {|x1 − x0|, |x2 − x0|, . . . , |xn − x0|} ,

τότε 0 < r < δ και η περιοχή (x0 − r, x0 + r) του x0 δεν περιέχει κανένα στοιχείο του E

διάφορο του x0. ΄Ατοπο, επειδή από την υπόθεση το x0 είναι σ.σ του E. ΄Αρα κάθε περιοχή

(x0 − δ, x0 + δ), δ > 0, του x0 περιέχει άπειρα το πλήθος σηµεία του E.

(ϐ΄)⇒ (γ΄). Από τη (ϐ΄) το σύνολο (x0− 1, x0 + 1)∩E είναι άπειρο και άρα υπάρχει x1 ∈ E µε

x1 6= x0 και |x1 − x0| < 1. Υποθέτουµε ότι έχουν οριστεί x1, x2, . . . , xn ∈ E \ {x0}

ώστε xi 6= xj για i, j = 1, 2, . . . , n , i 6= j και |xi − x0| <
1

i
για i = 1, 2, . . . , n .

Από τη (ϐ΄) το σύνολο
(
x0 − 1

n+1 , x0 + 1
n+1

)
∩E είναι άπειρο και άρα υπάρχει xn+1 ∈ E ώστε

|xn+1 − x0| < 1
n+1 µε xn+1 6= x0 και xn+1 6= xi για i = 1, 2, . . . , n.

Επαγωγικά ορίζουµε µ᾿ αυτό τον τρόπο µια ακολουθία (xn) στοιχείων του E µε όρους διάφο-

ϱους ανά δύο ώστε

|xn − x0| <
1

n
, για n = 1, 2, . . . .

΄Αρα limn→∞ xn = x0.

(γ΄)⇒ (α΄). ΄Εστω δ > 0. Από τη (γ΄) υπάρχει ακολουθία στοιχίων του E µε xn 6= x0 για κάθε

n ∈ N και limn→∞ xn = x0. Τότε υπάρχει N ∈ N∗ ώστε 0 < |xn − x0| < δ για κάθε n ≥ N .

΄Αρα xN ∈ (x0 − δ, x0 + δ) ∩ E \ {x0}.

Η ιδέα στην οποία ϐασίζεται η έννοια του ορίου µιας συνάρτησης f σ᾿ ένα σηµείο x0 είναι να

µελετήσουµε τη συµπεριφορά της συνάρτησης στα σηµεία που είναι πολύ κοντά στο x0, αλλά

είναι διάφορα του x0.

Ορισµός 1.5. ΄Εστω η συνάρτηση f : D ⊆ R→ R, D 6= ∅ και έστω x0 σ.σ του D. Θα λέµε ότι η

συνάρτηση f έχει όριο το λ (ή ότι η f τείνει στο λ) καθώς το x τείνει στο x0, αν

για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x ∈ D µε 0 < |x− x0| < δ να ισχύει

|f(x)− λ| < ε .

Γράφουµε

lim
x→x0

f(x) = λ ή f(x)→ λ καθώς το x→ x0 .
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λ+ε

λ

λ-ε

y

xu x v0

δ=min{    -u, v-    }x0 x0

x0+δ

Σχήµα 1.1: Η Vλ(ε) = (λ − ε, λ + ε) είναι µια περιοχή του λ, λ ∈ R, µε λ + ε = f(u) και

λ − ε = f(v). Αν δ = min{x0 − u, v − x0} = x0 − u, τότε Vx0(δ) = (x0 − δ, x0 + δ) =

(u, x0 + δ) ⊂ (u, v) . ΄Οπως ϕαίνεται στο σχήµα, για κάθε x ∈ Vx0
(δ) = (x0 − δ, x0 + δ) το

y = f(x) ∈ Vλ(ε) = (λ− ε, λ+ ε). Εποµένως limx→x0
f(x) = λ.

Ισοδύναµα, limx→x0 f(x) = λ αν για κάθε περιοχή Vλ(ε) = (λ− ε, λ+ ε) του λ υπάρχει περιοχή

Vx0(δ) = (x0 − δ, x0 + δ) του x0, τέτοια ώστε

για κάθε x ∈ Vx0(δ) ∩D \ {x0} ⇒ f(x) ∈ Vλ(ε) .

Παρατηρήσεις 1.6. 1. Στον ορισµό του ορίου, για κάθε ε > 0 το δ µπορεί να εξαρτάται όχι

µόνο από το ε και τη συνάρτηση, αλλά και από το σηµείο x0.

2. Αν το x0 δεν είναι σ.σ του D, τότε για δ αρκετά µικρό δεν υπάρχει x ∈ D έτσι ώστε 0 <

|x − x0| < δ. Εποµένως αν το x0 είναι µεµονωµένο σηµείο του D, ο ορισµός του ορίου της

συνάρτησης στο x0 δεν έχει έννοια.

3. Στον ορισµό του ορίου δεν απαιτείται το x0 να ανήκει στο D, αρκεί το x0 να είναι σ.σ του D.

Ακόµη και αν το x0 ∈ D και η f έχει όριο στο x0, είναι δυνατόν να έχουµε

lim
x→x0

f(x) 6= f(x0) .

Αυτό συµβαίνει στο παράδειγµα 1.7(α΄) που ϑα αναφέρουµε παρακάτω.
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4. ΄Εστω D ⊆ R, D 6= ∅ και έστω x0 σ.σ του D. Για να δείξουµε ότι η συνάρτηση f : D → R

δεν έχει όριο στο x0, πρέπει να δείξουµε ότι :

για κάθε λ ∈ R υπάρχει ε > 0, τέτοιο ώστε για κάθε δ > 0 υπάρχει x ∈ D µε

0 < |x− x0| < δ, για το οποίο ισχύει

|f(x)− f(x0)| ≥ ε .

Παραδείγµατα 1.7. (αʹ) ΄Εστω η συνάρτηση f : R→ R µε

f(x) =


x2−4
x−2 αν x 6= 2

2 αν x = 2 .

Θα δείξουµε ότι limx→2 f(x) = 4. Για x 6= 2,

|f(x)− 4| =
∣∣∣∣x2 − 4

x− 2
− 4

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣x2 − 4x+ 4

x− 2

∣∣∣∣ = |x− 2| .

Για οποιοδήποτε ε > 0 επιλέγουµε το δ = ε. Τότε για κάθε x ∈ R µε 0 < |x − 2| < δ έχουµε

|f(x)− 4| < ε και εποµένως limx→2 f(x) = 4 6= f(2).

(ϐʹ) ΄Εστω D = (−1, 0) ∪ (0,∞). Ορίζουµε τη συνάρτηση g : D → R µε

g(x) =

√
x+ 1− 1

x
.

Θα αποδείξουµε ότι limx→0 g(x) = 1/2. Παρατηρούµε ότι το 0 είναι σ.σ του D. Για x 6= 0∣∣∣∣g(x)− 1

2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣√x+ 1− 1

x
− 1

2

∣∣∣∣
=
|2
√
x+ 1− (2 + x)|

2|x|

=
|(2
√
x+ 1)2 − (2 + x)2|

2|x||2
√
x+ 1 + (2 + x)|

=
x2

2|x|(2
√
x+ 1 + 2 + x)

<
|x|
2
. (x > −1⇒ 2

√
x+ 1 + 2 + x > 1)

Για οποιοδήποτε ε > 0 επιλέγουµε το δ = ε. Τότε, για κάθε x ∈ D µε 0 < |x| < δ,∣∣∣∣g(x)− 1

2

∣∣∣∣ < |x|2 <
δ

2
< ε

και εποµένως limx→0 g(x) = 1/2.
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(γʹ) ΄Εστω D = (−∞,−
√

2) ∪ (−
√

2,
√

2) ∪ (
√

2,∞). Ορίζουµε τη συνάρτηση h : D → R µε

h(x) =
x2 + 2x

x2 − 2
.

Θα αποδείξουµε ότι limx→1 h(x) = −3. Για κάθε x ∈ D,

|h(x) + 3| =
∣∣∣∣x2 + 2x

x2 − 2
+ 3

∣∣∣∣
=
|4x2 + 2x− 6|
|x2 − 2|

= 2
|2x+ 3|
|x2 − 2|

|x− 1| .

Παίρνουµε |x− 1| < 1/4⇔ 3/4 < x < 5/4. Για x σ᾿ αυτό το διάστηµα έχουµε

|2x+ 3| < 2 · 5

4
+ 3 =

11

2
και |x2 − 2| = 2− x2 > 2−

(
5

4

)2

=
7

16
.

Εποµένως,

|h(x) + 3| < 2
11
2
7
16

|x− 1| = 176
7 |x− 1| .

Για κάθε ε > 0 επιλέγουµε

δ(ε) := min
{
1
4 ,

7
176ε

}
.

Τότε,

για κάθε x ∈ D µε 0 < |x− 1| < δ(ε) είναι |h(x) + 3| < 176
7 |x− 1| < ε

και κατά συνέπεια limx→1 h(x) = −3.

(δʹ) Θεωρούµε τη συνάρτηση Dirichlet f : R→ R µε

f(x) =


1 αν x ϱητός

0 αν x άρρητος.

Θα αποδείξουµε ότι limx→x0 f(x) δεν υπάρχει για κάθε x0 ∈ R. ΄Εστω x0 ∈ R, x0 σταθερό.

Υποθέτουµε ότι το όριο limx→x0 f(x) = λ υπάρχει. Τότε, για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 τέτοιο

ώστε για κάθε x ∈ R µε x ∈ (x0 − δ, x0 + δ), x 6= x0, είναι

|f(x)− λ| < ε .
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− Αν το x ∈ (x0 − δ, x0 + δ), x 6= x0, είναι ϱητός αριθµός, από τον ορισµό της συνάρτησης f

έχουµε ότι

|1− λ| < ε .

− Αν το x ∈ (x0 − δ, x0 + δ), x 6= x0, είναι άρρητος αριθµός, από τον ορισµό της συνάρτησης

f έπεται ότι

|λ| < ε .

Εποµένως

1 = |(1− λ) + λ| ≤ |1− λ|+ |λ| < 2ε

και καταλήγουµε σε άτοπο στην περίπτωση που είναι 0 < ε < 1/2. ΄Αρα το όριο limx→x0 f(x)

δεν υπάρχει για κανένα x0 ∈ R.

1.2 Ιδιότητες των ορίων

Ορισµός 1.8. ΄Εστω η συνάρτηση f : D ⊆ R → R, D 6= ∅ και έστω x0 ∈ R σ.σ του D. Λέµε ότι

η συνάρτηση f είναι ϕραγµένη σε µια περιοχή του x0, αν υπάρχει περιοχή (x0 − δ, x0 + δ),

δ > 0, του x0 και M > 0 τέτοια ώστε |f(x)| ≤M για κάθε x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) ∩D.

Πρόταση 1.9. ΄Εστω η συνάρτηση f : D ⊆ R → R, D 6= ∅ και έστω x0 ∈ R σ.σ του D. Αν

limx→x0 f(x) = λ ∈ R, τότε η f είναι ϕραγµένη σε µια περιοχή του x0.

Απόδειξη. ΄Εστω ε = 1. Τότε υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για 0 < |x − x0| < δ και x ∈ D έχουµε

|f(x)− λ| < 1. Επειδή |f(x)| − |λ| ≤ |f(x)− λ| < 1 είναι |f(x)| < |λ|+ 1. Εποµένως

αν 0 < |x− x0| < δ και x ∈ D, τότε |f(x)| < |λ|+ 1 .

Αν x0 /∈ D, παίρνουµε

M = |λ|+ 1 ,

ενώ αν x0 ∈ D, παίρνουµε

M = max{|f(x0)|, |λ|+ 1} .
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Σε κάθε περίπτωση, αν x ∈ (x0− δ, x0 + δ)∩D, τότε |f(x)| < M . Αυτό αποδεικνύει ότι η f είναι

ϕραγµένη στην περιοχή (x0 − δ, x0 + δ) του x0.

Πρόταση 1.10. ΄Εστω η συνάρτηση f : D ⊆ R→ R, D 6= ∅ και έστω x0 ∈ R σ.σ του D. Αν

lim
x→x0

f(x) = λ > 0

(
αντίστοιχα, lim

x→x0
f(x) = λ < 0

)
,

τότε υπάρχει περιοχή (x0− δ, x0 + δ), δ > 0, του x0 τέτοια ώστε f(x) > 0(αντίστοιχα, f(x) < 0) για

κάθε x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) ∩D, x 6= x0.

Απόδειξη. (i) Αν limx→x0 f(x) = λ > 0, παίρνουµε ε = λ
2 > 0. Τότε υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε

για 0 < |x− x0| < δ και x ∈ D έχουµε |f(x)− λ| < λ
2 . Επειδή λ− f(x) ≤ |f(x)− λ| < λ

2 είναι

f(x) > λ
2 . Εποµένως

αν x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) ∩D, x 6= x0, τότε f(x) >
λ

2
> 0 .

(ii) Αν limx→x0 f(x) = λ < 0, τότε limx→x0(−f(x)) = −λ > 0 και από την προηγούµενη

περίπτωση

αν x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) ∩D, x 6= x0, τότε −f(x) > −λ
2
> 0⇔ f(x) <

λ

2
< 0 .

΄Ορια συναρτήσεων και ακολουθίες - Θεώρηµα µεταφοράς

Υπάρχει µία σηµαντική σχέση που συνδέει τα όρια συναρτήσεων και τα όρια ακολουθιών. Αυτό το

αποτέλεσµα είναι χρήσιµο σε πολλές περιπτώσεις επειδή συχνά είναι πιο εύκολο να εργαστούµε

µε ακολουθίες παρά µε συναρτήσεις. ΄Εστω η συνάρτηση f : D ⊆ R→ R, D 6= ∅, µε x0 σ.σ του

D. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f έχει όριο το λ στο x0. ΄Εστω η ακολουθία (xn) συγκλίνει στο

x0 µε xn ∈ D, xn 6= x0, για κάθε n ∈ N∗. Επειδή η f έχει όριο το λ στο x0, καθώς οι όροι της

ακολουθίας πλησιάζουν το x0, οι αντίστοιχες τιµές της f πρέπει να πλησιάζουν το λ. Πράγµατι,

η ακολουθία f(xn) συγκλίνει στο λ. Το αντίστροφο επίσης ισχύει.
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Θεώρηµα 1.11 (Θεώρηµα µεταφοράς). ΄Εστω η συνάρτηση f : D ⊆ R → R, D 6= ∅ και έστω

x0 σ.σ του D. Τότε

lim
x→x0

f(x) = λ αν και µόνο αν lim
n→∞

f(xn) = λ

για κάθε ακολουθία (xn) σηµείων του D, µε xn 6= x0 για κάθε n ∈ N∗ και limn→∞ xn = x0.

Παρατήρηση. Επειδή το x0 είναι σηµείο συσσώρευσης του D, από την Πρόταση 1.4 υπάρχει

ακολουθία (xn) σηµείων του D µε xn 6= x0 για κάθε n ∈ N∗ και xn → x0.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι limx→x0 f(x) = λ. ΄Εστω (xn) ακολουθία σηµείων του D µε xn 6= x0

για κάθε n ∈ N∗ και xn → x0. Παίρνουµε ε > 0. Επειδή limx→x0 f(x) = λ, υπάρχει δ > 0

τέτοιο ώστε

αν 0 < |x− x0| < δ µε x ∈ D , τότε |f(x)− λ)| < ε . (1.1)

Επειδή limn→∞ xn = x0, για το παραπάνω δ > 0 υπάρχει N ∈ N∗, τέτοιο ώστε

0 < |xn − x0| < δ για κάθε n ≥ N .

Εποµένως για κάθε n ≥ N από την (1.1) έπεται ότι |f(xn)− f(λ)| < ε. ΄Αρα limn→∞ f(xn) = λ.

Αντίστροφα, έστω f(xn) → λ για κάθε ακολουθία (xn) σηµείων του D µε xn 6= x0 για κάθε

n ∈ N∗ και xn → x0. Υποθέτουµε ότι limx→x0 f(x) 6= λ. Τότε, υπάρχει ε > 0 τέτοιο ώστε για

κάθε δ > 0

υπάρχει x ∈ D µε 0 < |x− x0| < δ και |f(x)− λ)| ≥ ε .

Για κάθε n ∈ N∗, παίρνουµε το δ = 1/n. Τότε για κάθε n

υπάρχει xn ∈ D µε 0 < |xn − x0| <
1

n
και |f(xn)− λ)| ≥ ε .

Εποµένως xn → x0, ενώ η ακολουθία (f(xn)) δεν συγκλίνει στο λ που είναι άτοπο. ΄Αρα

limx→x0 f(x) = λ.

Κριτήρια απόκλισης

Πολλές ϕορές χρειάζεται να αποδείξουµε ότι ένας πραγµατικός αριθµός δεν είναι το όριο κάποιας

συνάρτησης σ᾿ ένα σηµείο ή ότι η συνάρτηση δεν έχει όριο σ᾿ ένα σηµείο. Το παρακάτω αποτέλεσµα

είναι συνέπεια του ϑεωρήµατος µεταφοράς.
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Κριτήρια απόκλισης 1.12. ΄Εστω η συνάρτηση f : D ⊆ R→ R, D 6= ∅ και έστω x0 σ.σ του D.

(αʹ) Αν λ ∈ R, τότε η f δεν έχει όριο το λ στο x0 αν και µόνο αν υπάρχει ακολουθία (xn) σηµείων

τουD µε xn 6= x0 για κάθε n ∈ N∗ τέτοια ώστε xn → x0 ενώ η ακολουθία (f(xn)) δεν συγκλίνει

στο λ.

(ϐʹ) Η f δεν έχει όριο στο x0 αν και µόνο αν υπάρχει ακολουθία (xn) σηµείων του D µε xn 6= x0

για κάθε n ∈ N∗ τέτοια ώστε xn → x0 ενώ η ακολουθία (f(xn)) δεν συγκλίνει στο R.

(γʹ) Αν υπάρχουν ακολουθίες (xn), (yn) σηµείων του D µε xn 6= x0 και yn 6= x0 για κάθε n ∈ N∗,

τέτοιες ώστε xn, yn → x0 ενώ

lim
n→∞

f(xn) 6= lim
n→∞

f(yn) ,

τότε η f δεν έχει όριο στο x0.

Παράδειγµα 1.13. ΄Εστω η συνάρτηση f : R \ {0} → R µε f(x) = cos
(
1
x

)
. Υπάρχει το όριο

limx→0 cos
(
1
x

)
;

Λύση. Θεωρούµε τις ακολουθίες (xn) και (yn) µε

xn =
1

2nπ
και yn =

1

2nπ + π
, n ∈ N∗ .

Τότε xn, yn → 0 καθώς το n→∞. Επειδή f(xn) = cos(2nπ) = 1 και f(yn) = cos(2nπ+π) = −1

για κάθε n ∈ N∗, f(xn)→ 1 και f(yn)→ −1 καθώς το n→∞. Εποµένως από το προηγούµενο

κριτήριο το limx→0 f(x) = limx→0 cos
(
1
x

)
δεν υπάρχει.

Θεώρηµα 1.14 (Κριτήριο Cauchy για την ύπαρξη ορίου). ΄Εστω η συνάρτηση f : D ⊆ R→ R,

D 6= ∅ και έστω x0 σ.σ του D. Τότε τα παρακάτω είναι ισοδύναµα:

(i) Η f έχει όριο στο x0.

(ii) Για κάθε ε > 0, υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε

για 0 < |x− x0| < δ, 0 < |y − x0| < δ και x, y ∈ D να ισχύει |f(x)− f(y)| < ε .
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Απόδειξη. (i)⇒ (ii): ΄Εστω limx→x0 f(x) = λ. Τότε, για κάθε ε > 0, υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε

για κάθε x ∈ D µε 0 < |x − x0| < δ να ισχύει |f(x) − λ)| < ε/2. Εποµένως, για κάθε x, y ∈ D

µε 0 < |x− x0| < δ, 0 < |y − x0| < δ, έχουµε

|f(x)− f(y)| = |(f(x)− λ)− (f(y)− λ)| ≤ |f(x)− λ|+ |f(y)− λ| < ε

2
+
ε

2
= ε .

(ii)⇒ (i): Από την υπόθεση, για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε

για 0 < |x− x0| < δ, 0 < |y − x0| < δ και x, y ∈ D ⇒ |f(x)− f(y)| < ε .

΄Εστω (xn) ακολουθία σηµείων του D µε xn 6= x0 για κάθε n ∈ N και xn → x0 καθώς το n→∞

(επειδή το x0 είναι σηµείο συσσώρευσης του D, η ύπαρξη τέτοιας ακολουθίας προκύπτει από την

Πρόταση 1.4). Τότε υπάρχει N ∈ N∗ τέτοιο ώστε για κάθε n ≥ N είναι |xn − x0| < δ. Εποµένως,

για κάθε n,m ≥ N ⇒ |f(xn)− f(xm)| < ε .

∆ηλαδή η (f(xn)) είναι ακολουθία Cauchy και κατά συνέπεια συγκλίνει, έστω f(xn) → λ ∈ R

καθώς το n→∞. ΄Αρα, από το Θεώρηµα 1.11 έπεται ότι limx→x0 f(x) = λ.

Στη συνέχεια ϑα δώσουµε τις αλγεβρικές ιδιότητες των ορίων συναρτήσεων. ΄Εστω οι συναρτήσεις

f, g : D ⊆ R→ R, D 6= ∅. Ορίζουµε τη συνάρτηση f + g : D → R µε (f + g)(x) = f(x) + g(x)

για κάθε x ∈ D. Αν α ∈ R, ορίζουµε τη συνάρτηση αf : D → R µε (αf)(x) = αf(x). Παρόµοια,

ορίζουµε fg : D → R µε (fg)(x) = f(x) + g(x). Αν g(x) 6= 0 για κάθε x ∈ D, ορίζουµε τη

συνάρτηση πηλίκο

f

g
: D → R µε

(
f

g

)
(x) =

f(x)

g(x)
.

Χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα 1.11 µπορούµε να αποδείξουµε τις παρακάτω ιδιότητες για τα

όρια συναρτήσεων χρησιµοποιώντας τις αντίστοιχες ιδιότητες για τα όρια ακολουθιών.

Θεώρηµα 1.15. ΄Εστω οι συναρτήσεις f, g : D ⊆ R → R, D 6= ∅ και έστω x0 σ.σ του D. Αν
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υπάρχουν τα όρια limx→x0 f(x) = λ, limx→x0 g(x) = µ και είναι πεπερασµένα, τότε :

(i) lim
x→x0

(f(x) + g(x)) = λ+ µ .

(ii) lim
x→x0

(αf(x)) = αλ , όπου α ∈ R .

(iii) lim
x→x0

(f(x)g(x)) = λµ .

(iv) lim
x→x0

f(x)

g(x)
=
λ

µ
, αν µ 6= 0 .

(v) lim
x→x0

|f(x)| = |λ| .

Απόδειξη. Θα αποδείξουµε µόνο την (iv), η απόδειξη των υπόλοιπων ιδιοτήτων είναι παρόµοια.

΄Εστω (xn) ακολουθία σηµείων του D, µε xn 6= x0 για κάθε n ∈ N∗ και η οποία συγκλίνει στο x0.

Από το Θεώρηµα 1.11 η ακολουθία (f(xn)) συγκλίνει στο λ ενώ η ακολουθία (g(xn)) συγκλίνει

στο µ. Επειδή µ 6= 0, από γνωστή ιδιότητα των ακολουθιών η ακολουθία (f(xn)/g(xn)) ϑα

συγκλίνει στο λ/µ. Εποµένως και πάλι από το Θεώρηµα 1.11 η συνάρτηση f/g → λ/µ καθώς το

x→ x0.

Με τη χρήση του ϑεωρήµατος µεταφοράς µπορούµε εύκολα να αποδείξουµε και τις παρακάτω

ιδιότητες για τα όρια συναρτήσεων. Θεωρούµε γνωστές τις αντίστοιχες ιδιότητες για τα όρια

ακολουθιών.

Θεώρηµα 1.16. ΄Εστω οι συναρτήσεις f, g, h : D ⊆ R→ R, D 6= ∅ και έστω x0 σ.σ του D.

(αʹ) Αν |g(x)| ≤M για κάθε x ∈ D και limx→x0 f(x) = 0, τότε

lim
x→x0

f(x)g(x) = 0 .

(ϐʹ) Υποθέτουµε ότι f(x) ≤ g(x) για κάθε x ∈ D. Αν τα όρια limx→x0 f(x) και limx→x0 g(x)

υπάρχουν, τότε

lim
x→x0

f(x) ≤ lim
x→x0

g(x) .
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(γʹ) Αν f(x) ≤ h(x) ≤ g(x) για κάθε x ∈ D και limx→x0 f(x) = limx→x0 g(x) = λ, τότε το όριο της

h υπάρχει καθώς το x→ x0 και είναι

lim
x→x0

h(x) = λ .

Πλευρικά όρια

Ορισµός 1.17. ΄Εστω E ⊆ R, E 6= ∅ και έστω x0 ∈ R.

1. Το x0 ∈ R είναι από δεξιά σηµείο συσσώρευσης (σ.σ) του E, αν για κάθε δ > 0

(x0, x0 + δ) ∩ E 6= ∅ .

2. Το x0 ∈ R είναι από αριστερά σηµείο συσσώρευσης (σ.σ) του E, αν για κάθε δ > 0

(x0 − δ, x0) ∩ E 6= ∅ .

∆ηλαδή στην περίπτωση που το x0 είναι από δεξιά (αντ. από αριστερά) σ.σ του E, τότε υπάρχει

x ∈ E τέτοιο ώστε

x0 < x < x0 + δ (αντ. x0 − δ < x < x0) .

Αν το x0 είναι από δεξιά και από αριστερά σ.σ του E, τότε το x0 είναι σ.σ του E.

Ορισµός 1.18. ΄Εστω η συνάρτηση f : D ⊆ R→ R, D 6= ∅ και έστω x0 ∈ R.

(i) Υποθέτουµε ότι το x0 ∈ R είναι από δεξιά σ.σ του D. Θα λέµε ότι η συνάρτηση f έχει όριο

από δεξιά το λ ∈ R καθώς το x τείνει στο x0, αν

για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x ∈ D µε x0 < x < x0 + δ να ισχύει

|f(x)− λ| < ε .

Γράφουµε

lim
x→x+0

f(x) = λ ή f(x)→ λ καθώς το x→ x+0 .

Το λ συµβολίζεται µε f(x0+) ή f(x0 + 0).
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(ii) Υποθέτουµε ότι το x0 ∈ R είναι από αριστερά σ.σ του D. Θα λέµε ότι η συνάρτηση f έχει

όριο από αριστερά το λ ∈ R καθώς το x τείνει στο x0, αν

για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x ∈ D µε x0 − δ < x < x0 να ισχύει

|f(x)− λ| < ε .

Γράφουµε

lim
x→x−0

f(x) = λ ή f(x)→ λ καθώς το x→ x−0 .

Το λ συµβολίζεται µε f(x0−) ή f(x0 − 0).

Θεώρηµα 1.19. ΄Εστω η συνάρτηση f : D ⊆ R → R, D 6= ∅ και έστω x0 ∈ R από αριστερά και

από δεξιά σ.σ του D. Τότε limx→x0 f(x) = λ ∈ R αν και µόνο αν

lim
x→x−0

f(x) = λ = lim
x→x+0

f(x) .

Απόδειξη. Επειδή το x0 είναι από δεξιά και από αριστερά σ.σ του D, το x0 είναι σ.σ του D.

΄Εστω limx→x0 f(x) = λ. Τότε για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x ∈ D µε

x ∈ (x0 − δ, x0 + δ), x 6= x0, ισχύει

|f(x)− λ| < ε .

Ειδικά για κάθε x ∈ D µε x0 − δ < x < x0 είναι |f(x) − λ| < ε και για κάθε x ∈ D µε

x0 < x < x0 + δ έχουµε |f(x)− λ| < ε. ΄Αρα,

lim
x→x−0

f(x) = λ = lim
x→x+0

f(x) .

Αντίστροφα, έστω limx→x−0
f(x) = λ = limx→x+0

f(x). Τότε για κάθε ε > 0 υπάρχουν δ1 > 0 και

δ2 > 0 τέτοια ώστε

|f(x)− λ| < ε αν x ∈ D µε x0 − δ1 < x < x0 ,

|f(x)− λ| < ε αν x ∈ D µε x0 < x < x0 + δ2 .

΄Εστω δ := min {δ1, δ2}. Τότε δ > 0 και

|f(x)− λ| < ε αν x ∈ D µε x0 − δ < x < x0 ,

|f(x)− λ| < ε αν x ∈ D µε x0 < x < x0 + δ .
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Εποµένως, για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x ∈ D µε x ∈ (x0 − δ, x0 + δ),

x 6= x0, ισχύει |f(x)− λ| < ε. ΄Αρα limx→x0 f(x) = λ.

Παραδείγµατα 1.20. 1. ΄Εστω η συνάρτηση f : R → R µε f(x) = [x], όπου [x] το ακέραιο

µέρος του x.

x0

y

-1-2-3-4

1 2 3 4

1

2

3

-1

-2

-3

f(x) = [x]

Για κάθε n ∈ Z έχουµε

lim
x→n−

f(x) = n− 1 και lim
x→n+

f(x) = n .

Αν το x0 δεν είναι ακέραιος αριθµός, τότε

lim
x→x−0

f(x) = lim
x→x0+

f(x) = f(x0) .

2. ΄Εστω η συνάρτηση g : R \ {0} → R µε

g(x) = x

[
1

x

]
.

Για κάθε x 6= 0 έχουµε [
1

x

]
≤ 1

x
<

[
1

x

]
+ 1 .

Εποµένως,

1− x < x

[
1

x

]
≤ 1 , αν x > 0
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και

1 ≤ x
[

1

x

]
< 1− x , αν x < 0 .

΄Αρα, από το Θεώρηµα 1.16 (γ΄) έπεται ότι

lim
x→0

x

[
1

x

]
= lim

x→0+
x

[
1

x

]
= lim

x→0−
x

[
1

x

]
= 1 .

Παραλείπουµε την απόδειξη του παρακάτω ϑεωρήµατος που είναι ανάλογο του Θεωρήµατος 1.11.

Θεώρηµα 1.21 (Θεώρηµα µεταφοράς). ΄Εστω η συνάρτηση f : D ⊆ R → R, D 6= ∅ και έστω

x0 ∈ R.

(αʹ) Αν το x0 είναι από δεξιά σ.σ του D, τότε

lim
x→x+0

f(x) = λ αν και µόνο αν lim
n→∞

f(xn) = λ

για κάθε ακολουθία (xn) σηµείων του D, µε xn > x0 για κάθε n ∈ N∗ και limn→∞ xn = x0.

(ϐʹ) Αν το x0 είναι από αριστερά σ.σ του D, τότε

lim
x→x−0

f(x) = λ αν και µόνο αν lim
n→∞

f(xn) = λ

για κάθε ακολουθία (xn) σηµείων του D, µε xn < x0 για κάθε n ∈ N∗ και limn→∞ xn = x0.

Παράδειγµα 1.22. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : (0, 1)→ R είναι τέτοια ώστε

lim
x→0+

f(x) = 0 και lim
x→0+

f(x)− f(ax)

x
= 0 , 0 < a < 1 .

Τότε limx→0+
f(x)
x = 0.

Απόδειξη. ΄Εστω ε > 0. Επειδή limx→0+
f(x)−f(ax)

x = 0, υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε∣∣∣∣f(x)− f(ax)

x

∣∣∣∣ < (1− a)
ε

2
⇔ |f(x)− f(ax)| < (1− a)

ε

2
x , για κάθε x ∈ (0, δ) .

Αν x ∈ (0, δ), τότε για κάθε n ∈ N∗ το anx ∈ (0, δ) και κατά συνέπεια

|f(an−1x)− f(anx)| < (1− a)
ε

2
an−1x , για κάθε x ∈ (0, δ) .
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Εποµένως

|f(x)− f(anx)| = |(f(x)− f(ax)) + (f(ax)− f(a2x)) + · · ·+ (f(an−1x)− f(anx))|

≤ |f(x)− f(ax)|+ |f(ax)− f(a2x)|+ · · ·+ |f(an−1x)− f(anx)|

< (1− a)
ε

2
x(1 + a+ · · ·+ an−1)

= (1− a)
ε

2
x

1− an

1− a
<
ε

2
x , για κάθε x ∈ (0, δ) .

∆ηλαδή για κάθε n ∈ N∗

|f(x)− f(anx)| < ε

2
x , για κάθε x ∈ (0, δ) .

Για κάθε x ∈ (0, δ), η (anx), 0 < a < 1, είναι ακολουθία σηµείων του διαστήµατος (0, δ) µε

limn→∞ a
nx = 0. Επειδή limx→0+ f(x) = 0, το Θεώρηµα 1.21 (α΄) συνεπάγεται ότι limn→∞ f(anx) =

0 για κάθε x ∈ (0, δ). Τότε

|f(x)| = lim
n→∞

|f(x)− f(anx)| ≤ ε

2
x , για κάθε x ∈ (0, δ) .

Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι ∣∣∣∣f(x)

x

∣∣∣∣ ≤ ε

2
< ε , για κάθε x ∈ (0, δ)

και άρα limx→0+
f(x)
x = 0.

΄Απειρα όρια

Ορισµός 1.23. ΄Εστω η συνάρτηση f : D ⊆ R→ R, D 6= ∅ και έστω x0 ∈ R σ.σ του D.

(i) Η συνάρτηση f έχει όριο το ∞ καθώς το x→ x0, αν

για κάθε α ∈ R υπάρχει δ = δ(α) > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x ∈ D µε 0 < |x− x0| < δ είναι

f(x) > α .

Γράφουµε

lim
x→x0

f(x) =∞ ή f(x)→∞ καθώς το x→∞ .
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(ii) Η συνάρτηση f έχει όριο το −∞ καθώς το x→ x0, αν

για κάθε β ∈ R υπάρχει δ = δ(β) > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x ∈ D µε 0 < |x− x0| < δ είναι

f(x) < β .

Γράφουµε

lim
x→x0

f(x) = −∞ ή f(x)→ −∞ καθώς το x→∞ .

Η απόδειξη του επόµενου ϑεωρήµατος, ϑεώρηµα µεταφοράς, είναι ανάλογη της απόδειξης του

Θεωρήµατος 1.11.

Θεώρηµα 1.24 (Θεώρηµα µεταφοράς). ΄Εστω η συνάρτηση f : D ⊆ R → R, D 6= ∅ και έστω

x0 ∈ R σ.σ του D.

(αʹ) Είναι

lim
x→x0

f(x) =∞ αν και µόνο αν lim
n→∞

f(xn) =∞

για κάθε ακολουθία (xn) σηµείων του D, µε xn 6= x0 για κάθε n ∈ N∗ και limn→∞ xn = x0.

(ϐʹ) Είναι

lim
x→x0

f(x) = −∞ αν και µόνο αν lim
n→∞

f(xn) = −∞

για κάθε ακολουθία (xn) σηµείων του D, µε xn 6= x0 για κάθε n ∈ N∗ και limn→∞ xn = x0.

΄Ορια στο άπειρο

Ορισµός 1.25. ΄Εστω η συνάρτηση f : D ⊆ R→ R, D 6= ∅.

(i) Αν (a,∞) ⊆ D για κάποιο a ∈ R, ϑα λέµε ότι η συνάρτηση f έχει όριο το λ ∈ R καθώς

το x→∞, αν

για κάθε ε > 0 υπάρχει M = M(ε) > a τέτοιο ώστε για κάθε x > M να ισχύει

|f(x)− λ| < ε .

Γράφουµε

lim
x→∞

f(x) = λ ή f(x)→ λ καθώς το x→∞ .
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(ii) Αν (−∞, a) ⊆ D για κάποιο a ∈ R, ϑα λέµε ότι η συνάρτηση f έχει όριο το λ ∈ R καθώς

το x→ −∞, αν

για κάθε ε > 0 υπάρχει N = N(ε) < a τέτοιο ώστε για κάθε x < N να ισχύει

|f(x)− λ| < ε .

Γράφουµε

lim
x→−∞

f(x) = λ ή f(x)→ λ καθώς το x→ −∞ .

Το επόµενο αποτέλεσµα είναι ανάλογο του Θεωρήµατος 1.11.

Θεώρηµα 1.26 (Θεώρηµα µεταφοράς). ΄Εστω η συνάρτηση f : D ⊆ R→ R, D 6= ∅.

(αʹ) Αν (a,∞) ⊆ D για κάποιο a ∈ R, τότε

lim
x→∞

f(x) = λ αν και µόνο αν lim
n→∞

f(xn) = λ

για κάθε ακολουθία (xn) σηµείων του (a,∞) µε limn→∞ xn =∞.

(ϐʹ) Αν (−∞, a) ⊆ D για κάποιο a ∈ R, τότε

lim
x→−∞

f(x) = λ αν και µόνο αν lim
n→∞

f(xn) = λ

για κάθε ακολουθία (xn) σηµείων του (−∞, a) µε limn→∞ xn = −∞.

Αφήνουµε την απόδειξη του παραπάνω ϑεωρήµατος σαν άσκηση. Ως γνωστόν xn → ∞ (αντ.

xn → −∞), αν και µόνο αν για κάθε πραγµατικό αριθµό M υπάρχει n0 ∈ N τέτοιος ώστε για

κάθε n ≥ n0 να ισχύει xn > M (αντ. xn < M ).

Ορισµός 1.27. ΄Εστω η συνάρτηση f : D ⊆ R → R, D 6= ∅. Υποθέτουµε ότι (a,∞) ⊆ D για

κάποιο a ∈ R. Θα λέµε ότι η συνάρτηση f τείνει στο ∞(αντ. −∞) καθώς το x → ∞ και

γράφουµε

lim
x→∞

f(x) =∞ (αντίστοιχα, lim
x→∞

f(x) = −∞)

αν για κάθε α ∈ R υπάρχει M = M(α) > a τέτοιο ώστε για κάθε x > M να ισχύει

f(x) > α (αντίστοιχα, f(x) < α) .
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΄Οπως και προηγουµένως υπάρχει ένα ϑεώρηµα µεταφοράς για το όριο limx→∞ f(x) =∞(αντίστοιχα,

limx→∞ f(x) = −∞).

Θεώρηµα 1.28 (Θεώρηµα µεταφοράς). ΄Εστω η συνάρτηση f : D ⊆ R → R, D 6= ∅ και έστω

(a,∞) ⊆ D για κάποιο a ∈ R. Τότε

lim
x→∞

f(x) =∞ (αντίστοιχα, lim
x→∞

f(x) = −∞) ,

αν και µόνο αν για κάθε ακολουθία (xn) σηµείων του (a,∞) µε limn→∞ xn =∞ είναι

lim
n→∞

f(xn) =∞ (αντίστοιχα, lim
n→∞

f(xn) = −∞) .

Παράδειγµα 1.29. ΄Εστω f, g : R→ R περιοδικές συναρτήσεις τέτοιες ώστε

lim
x→∞

[f(x)− g(x)] = 0 .

Τότε f(x) = g(x), για κάθε x ∈ R.

Λύση. ΄Εστω T1 > 0 η περίοδος της f και T2 > 0 η περίοδος της g. Αν n ∈ N∗, τότε

f(x+ nT1) = f(x) και g(x+ nT2) = g(x), για κάθε x ∈ R .

΄Εστω h := f − g. Από την υπόθεση είναι limx→∞ h(x) = 0. Επειδή για κάθε x ∈ R

lim
n→∞

(x+ nT1) = lim
n→∞

(x+ nT2) = lim
n→∞

(x+ nT1 + nT2) =∞ ,

το Θεώρηµα 1.26 (α΄) συνεπάγεται ότι

lim
n→∞

h(x+ nT1) = lim
n→∞

h(x+ nT2) = lim
n→∞

h(x+ nT1 + nT2) = 0 .

΄Οµως για κάθε n ∈ N∗

h(x+ nT1) + h(x+ nT2)− h(x+ nT1 + nT2)

= [f(x+ nT1)− g(x+ nT1)] + [f(x+ nT2)− g(x+ nT2)]

−[f(x+ nT1 + nT2)− g(x+ nT1 + nT2)]

= [f(x)− g(x+ nT1)] + [f(x+ nT2)− g(x)]− [f(x+ nT2)− g(x+ nT1)] = h(x)
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και εποµένως

h(x) = lim
n→∞

[h(x+ nT1) + h(x+ nT2)− h(x+ nT1 + nT2)] = 0 ,

για κάθε x ∈ R. ΄Αρα f(x) = g(x), για κάθε x ∈ R.

Παράδειγµα 1.30. ΄Εστω f : R → R µονότονη συνάρτηση τέτοια ώστε limx→+∞
f(2x)
f(x) = 1. Τότε

limx→+∞
f(ax)
f(x) = 1, για κάθε a > 0.

Λύση. Υποθέτουµε ότι η f είναι αύξουσα συνάρτηση(αν η f είναι ϕθίνουσα, τότε ϑεωρούµε τη

−f που είναι αύξουσα). Εποµένως ϑα είναι είτε f(x) < 0 για κάθε x ∈ R ή ϑα υπάρχει x0 > 0

τέτοιο ώστε f(x) > 0 για κάθε x ≥ x0.

(i) ΄Εστω a ≥ 1. Αν k ∈ N∗, επειδή limx→+∞
f(2x)
f(x) = 1 και limx→+∞ 2k−1x = +∞, ϑα είναι και

limx→+∞
f(2kx)
f(2k−1x)

= 1(ϐλέπε άσκηση 26 (α΄) ). Τότε για κάθε n ∈ N∗ έχουµε

lim
x→+∞

f(2nx)

f(x)
= lim

x→+∞

(
f(2nx)

f(2n−1x)
· f(2n−1x)

f(2n−2x)
· · · f(2x)

f(x)

)
= 1 .

Επειδή a ≥ 1, υπάρχει n ∈ N τέτοιο ώστε 2n−1 ≤ a < 2n. Επειδή η f είναι αύξουσα, έπεται ότι

f(2n−1x) ≤ f(ax) ≤ f(2nx), για κάθε x > 0.

− Αν f(x) < 0 για κάθε x > 0, τότε

f(2n−1x)

f(x)
>
f(ax)

f(x)
>
f(2nx)

f(x)
, για κάθε x > 0 .

− Αν f(x) > 0 για κάθε x ≥ x0 > 0, τότε

f(2n−1x)

f(x)
<
f(ax)

f(x)
<
f(2nx)

f(x)
, για κάθε x ≥ x0 > 0 .

΄Οµως

lim
x→+∞

f(2n−1x)

f(x)
= lim

x→+∞

f(2nx)

f(x)
= 1 ,

οπότε και

lim
x→+∞

f(ax)

f(x)
= 1 .

(ii) ΄Εστω 0 < a < 1. Τότε 1
a > 1 και από την περίπτωση (i) έχουµε

lim
x→+∞

f
(
1
ax
)

f(x)
= lim

x→+∞

f(x)

f
(
1
ax
) = 1 .
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Εποµένως

lim
x→+∞

f(ax)

f(x)
= lim

t→+∞

f(t)

f
(
1
a t
) = 1 .

Το όριο σύνθετης συνάρτησης

Πρόταση 1.31. ΄Εστω οι συναρτήσεις f : A ⊆ R → R, A 6= ∅ και g : f(A) → R και έστω x0

σηµείο συσσώρευσης (σ.σ) του A. Υποθέτουµε ότι limx→x0 f(x) = λ ∈ R και limy→λ g(y) = µ ∈ R,

όπου λ είναι σ.σ του f(A). Αν f(x) 6= λ για κάθε x 6= x0 σε µία περιοχή (x0 − δ, x0 + δ) του x0,

τότε

lim
x→x0

g(f(x)) = µ .

Απόδειξη. ΄Εστω (xn), xn 6= x0, µία οποιαδήποτε ακολουθία σηµείων του A µε xn −→ x0. Από

το ϑεώρηµα µεταφοράς έχουµε limn→∞ f(xn) = λ ∈ R. Θέτουµε yn = f(xn). Επειδή από την

υπόθεση f(x) 6= λ για κάθε x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) \ {x0}, υπάρχει n0 ∈ N∗ τέτοιο ώστε f(xn) 6= λ

για κάθε n ≥ n0 (γιατί;). Τότε, από το ϑεώρηµα µεταφοράς limn→∞ g(yn) = µ και ισοδύναµα

limn→∞ g(f(xn)) = µ. ∆ηλαδή limn→∞(g ◦ f)(xn) = µ. ΄Αρα, από το ϑεώρηµα µεταφοράς το

όριο limx→x0(g ◦ f)(x) υπάρχει και είναι

lim
x→x0

(g ◦ f)(x) = lim
x→x0

g (f(x)) = µ .

Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα µεταφοράς, παρόµοια αποδεικνύεται η επόµενη πρόταση.

Πρόταση 1.32. ΄Εστω η συνάρτηση f : A → R µε (a,∞) ⊆ A για κάποιο a ∈ R και έστω η

συνάρτηση g : f(A) → R. Υποθέτουµε ότι limx→∞ f(x) = λ ∈ R και limy→λ g(y) = µ ∈ R, όπου

λ είναι σ.σ του f(A). Αν υπάρχει M > 0 τέτοιο ώστε f(x) 6= λ για κάθε x > M , τότε

lim
x→∞

g(f(x)) = µ .
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Παρατήρηση 1.33. Αν στην Πρόταση 1.31 η υπόθεση ῾῾f(x) 6= λ για κάθε x 6= x0 σε µία περιοχή

(x0 − δ, x0 + δ) του x0 ᾿᾿ δεν ισχύει, τότε δεν είναι κατανάγκη limx→x0 g (f(x)) = µ. Το όριο

limx→x0 g (f(x)) µπορεί να είναι διάφορο του µ ή να µην υπάρχει.

Παράδειγµα 1.34. ΄Εστω οι συναρτήσεις f, g : R→ R µε

f(x) = g(x) =


0 αν x 6= 0 ,

1 αν x = 0 .

Τότε limx→0 f(x) = limx→0 g(x) = 0. ΄Οµως

g (f(x)) =


1 αν x 6= 0 ,

0 αν x = 0

και κατά συνέπεια limx→0 g (f(x)) = 1.

Παρατηρούµε ότι δεν υπάρχει περιοχή (−δ, δ) του 0, τέτοια ώστε f(x) 6= 0 για κάθε x 6= 0 µε |x| < δ

και εποµένως δεν µπορούµε να εφαρµόσουµε την Πρόταση 1.31.

Παράδειγµα 1.35. ΄Εστω οι συναρτήσεις f(x) = x sin 1
x , x 6= 0 και g(y) = |sgn(y)|, όπου

sgn(y) =


1 αν y > 0 ,

0 αν y = 0 ,

−1 αν y < 0 .

Είναι

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

x sin
1

x
= 0 και lim

y→0
g(y) = lim

y→0
|sgn(y)| = 1 .

΄Οµως η συνάρτηση

(g ◦ f) (x) = g (f(x)) =

∣∣∣∣sgn

(
x sin

1

x

)∣∣∣∣ , x 6= 0 ,

δεν έχει όριο καθώς το x → 0. Πράγµατι, ϑεωρούµε τις ακολουθίες xn = 1
nπ και yn = 1

nπ+π/2 ,

n ∈ N∗. Είναι limn→∞ xn = limn→∞ yn = 0. Επειδή

g (f(xn)) = |sgn(0)| = 0 και g (f(yn)) =

∣∣∣∣sgn

(
(−1)n

nπ + π/2

)∣∣∣∣ = 1 ,

g (f(xn)) −→ 0 και g (f(yn)) −→ 1. Εποµένως από το ϑεώρηµα µεταφοράς το όριο limx→0 g (f(x))

δεν υπάρχει.
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Παρατηρούµε ότι δεν υπάρχει περιοχή (−δ, δ) του 0, τέτοια ώστε f(x) = x sin 1
x 6= 0 για κάθε x 6= 0

µε |x| < δ. Πράγµατι, έστω xn = 1
nπ . Τότε |xn| < δ για µεγάλα n ∈ N∗ και f(xn) = sinnπ

nπ = 0.

Εποµένως δεν µπορούµε να εφαρµόσουµε την Πρόταση 1.31.

Παράδειγµα 1.36. ΄Εστω το πολυώνυµο p(x) = akx
k + ak−1x

k−1 + · · · + a1x + a0 µε ak > 0.

Τότε

lim
x→∞

p(x)1/x = 1 .

Εφαρµογή. Αν ak > 0, τότε

lim
n→∞

n
√
p(n) = lim

n→∞
n

√
aknk + ak−1nk−1 + · · ·+ a1n+ a0 = 1 .

Ειδικά αν a > 0, limn→∞ n
√
a = 1. Επίσης,

lim
n→∞

n
√
n = 1, lim

n→∞
n
√

2n− 1 = 1, lim
n→∞

n
√
n3 − n2 + 3n = 1, κ.λ.π.

Λύση. Επειδή

lim
x→∞

p(x) = lim
x→∞

xk
(
ak +

ak−1
x

+ · · ·+ a1
xk−1

+
a0
xk

)
=∞ ,

υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x > δ είναι p(x) > 0. Θεωρούµε τη συνάρτηση

f(x) := ln(p(x))1/x =
ln(p(x))

x
, για κάθε x > δ .

Είναι

lim
x→∞

ln(p(x))

x
= lim

x→∞

ln(akx
k + ak−1x

k−1 + · · ·+ a1x+ a0)

x

= lim
x→∞

kakx
k−1 + (k − 1)ak−1x

k−2 + · · ·+ a1
akxk + ak−1xk−1 + · · ·+ a1x+ a0

(κανόνας L’Hôpital)

= lim
x→∞

kak/x+ (k − 1)ak−1/x
2 + · · ·+ a1/x

k

ak + ak−1/x+ · · ·+ a1/xk−1 + a0/xk
= 0 .

Επειδή limx→0 exp(x) = 1, από την Πρόταση 1.32 έχουµε

lim
x→∞

p(x)1/x = lim
x→∞

exp(ln(p(x))/x) = 1 .

Εφαρµογή. Αν χρησιµοποιήσουµε το ϑεώρηµα µεταφοράς, Θεώρηµα 1.26 (α΄), τότε

lim
n→∞

p(n)1/n = 1⇔ lim
n→∞

n

√
aknk + ak−1nk−1 + · · ·+ a1n+ a0 = 1 .
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1.3 Ασκήσεις

1. Εξετάστε ως προς τη σύγκλιση τα παρακάτω όρια :

(i) lim
x→0

sin

(
1

x

)
(ii) lim

x→0
tanx · sin

(
1

x2

)
(iii) lim

x→0
x cos

(
x+ 1

x2

)
(iv) lim

x→0
tan

(
1

x

)
.

2. ΄Εστω η συνάρτηση f : R \ {0} → R µε f(x) = x2 sin
(
1
x

)
. Να υπολογιστούν, αν υπάρχουν,

τα παρακάτω όρια :

lim
x→0

(
lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h

)
και lim

h→0

(
lim
x→0

f(x+ h)− f(x)

h

)
.

3. ΄Εστω η συνάρτηση f : R→ R µε

f(x) =


x αν x ∈ R \Q

−x αν x ∈ Q .

Να δείξετε ότι limx→0 f(x) = 0 και ότι το όριο limx→x0 f(x) δεν υπάρχει αν x0 6= 0.

4. ΄Εστω η συνάρτηση f(x) = 〈1/x〉∗, x 6= 0, όπου 〈y〉∗ είναι η απόσταση από το y στον

ακέραιο αριθµό που είναι πλησιέστερα στο y. Εξετάστε αν υπάρχουν τα πλευρικά όρια

limx→0− f(x) και limx→0+ f(x).

Υπόδειξη. Θεωρείστε τις ακολουθίες (xn), (yn) και (−xn), (−yn), όπου

xn =
1

n
και yn =

2

2n+ 1
, n ∈ N∗ .

5. Να υπολογιστούν, αν υπάρχουν, τα παρακάτω όρια :

(i) lim
x→0

x

a

[
b

x

]
, a, b > 0 και (ii) lim

x→0

[x]

x
.

6. Να υπολογιστούν, αν υπάρχουν, τα παρακάτω όρια :

(i) lim
x→+∞

(
3
√
x3 + 1− (x+ 1)

)
και (ii) lim

x→+∞
x3/4

(
4
√
x+ 1− 4

√
x− 1

)
.

7. Να ϐρεθεί η τιµή του a ∈ R για την οποία το όριο limx→+∞

(√
x2 + x+ 1− ax

)
υπάρχει

και στη συνέχεια να υπολογιστεί το όριο.
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8. Αν a1, a2, . . . , an είναι ϑετικοί πραγµατικοί αριθµοί, δείξτε ότι

lim
x→0

(
ax1 + ax2 + · · ·+ axn

n

)1/x

= n
√
a1a2 · · · an .

Υπόδειξη. Αν t =
ax1+a

x
2+···+axn−n
n , τότε

ln

(
ax1 + ax2 + · · ·+ axn

n

)1/x

=
t

x
ln(1 + t)1/t .

9. Αν P είναι ένα πολυώνυµο µε ϑετικούς συντελεστές, να υπολογιστεί το όριο

lim
x→∞

[P (x)]

P ([x])
,

όπου το [·] συµβολίζει το ακέραιο µέρος.

Υπόδειξη. Για κάθε x > 1 είναι

P (x)− 1

P (x)
≤ [P (x)]

P ([x])
≤ P (x)

P (x− 1)
.

10. ΄Εστω οι συναρτήσεις f, g : D ⊆ R → R, D 6= ∅ και έστω x0 ∈ D σ.σ του D. Αν

η f είναι ϕραγµένη σε µια περιοχή του x0 και limx→x0 f(x) = 0, να αποδειχθεί ότι

limx→x0 f(x)g(x) = 0.

11. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : I → R δεν είναι ϕραγµένη στο διάστηµα I. ∆είξτε ότι

υπάρχει ακολουθία (xn) σηµείων του I τέτοια ώστε limn→∞ |f(xn)| =∞.

12. ΄Εστω f : (a, b) → R συνάρτηση τέτοια ώστε για κάθε x ∈ [a, b] το όριο limt→x f(t) υπάρ-

χει, δηλαδή είναι πραγµατικός αριθµός ή ισούται µε −∞, +∞. Να δείξετε ότι η f είναι

ϕραγµένη, αν και µόνο αν για κάθε x ∈ [a, b] το όριο limt→x f(t) είναι πεπερασµένο.

13. ΄Εστω f : R → R περιοδική συνάρτηση µε περίοδο T > 0, δηλαδή f(x + T ) = f(x) για

κάθε x ∈ R. Αν το όριο limx→∞ f(x) είναι πραγµατικός αριθµός ή ισούται µε −∞, +∞,

να αποδειχθεί ότι η f είναι σταθερή. Ισοδύναµα, αν η περιοδική συνάρτηση f δεν είναι

σταθερή τότε το όριο limx→∞ f(x) δεν υπάρχει.

Εφαρµογή. Τα όρια limx→∞ sinx και limx→∞ cosx δεν υπάρχουν.

14. ΄Εστω η συνάρτηση f : (−a, a) \ {0} → R, a > 0. Αν limx→0 f(x) = λ ∈ R, τότε και

limx→0 f(|x|) = λ. Ισχύει το αντίστροφο ;
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15. ΄Εστω η συνάρτηση f : R→ R. ∆είξτε ότι limx→∞ f(x) = λ αν και µόνο αν limx→−∞ f(−x) =

λ.

16. ΄Εστω η συνάρτηση f : (−∞, 0) → R. ∆είξτε ότι limx→0− f(1/x) = λ αν και µόνο αν

limx→−∞ f(x) = λ.

17. Να δείξετε ότι αν η συνάρτηση f : (a,∞) → R είναι τέτοια ώστε limx→∞ xf(x) = λ, όπου

λ ∈ R, τότε limx→∞ f(x) = 0.

18. ΄Εστω οι συναρτήσεις f, g : (0,+∞) → R µε f(x) = 1 + x cos2 x και g(x) = 1 + x sin2 x.

∆είξτε ότι limx→+∞ f(x)g(x) = +∞. Υπάρχουν τα όρια limx→+∞ f(x) και limx→+∞ g(x);

19. ΄Εστω f : [0, 1] → R ϕραγµένη συνάρτηση µε |f(x)| ≤ M για κάθε x ∈ [0, 1] και τέτοια

ώστε

f(ax) = bf(x) , για 0 ≤ x ≤ 1

a
και a, b > 1 .

(αʹ) Πρώτα δείξτε ότι

f(anx) = bnf(x) , για 0 ≤ x ≤ 1

an
, n ∈ N∗

και στη συνέχεια ότι

|f(x)| ≤M 1

bn
, για 0 ≤ x ≤ 1

an
, n ∈ N∗ .

(ϐʹ) ∆είξτε ότι limx→0+ f(x) = f(0) = 0.

20. ΄Εστω η συνάρτηση f : D ⊆ R → R, D 6= ∅ και έστω a ∈ R από αριστερά και από δεξιά

σ.σ του D. Αν limx→a− f(x) = λ1, limx→a+ f(x) = λ2 µε λ1 < λ2, να δείξετε ότι υπάρχει

δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x, y ∈ D µε a− δ < x < a < y < a+ δ είναι f(x) < f(y).

21. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : (−a, a) \ {0} → (0,∞) είναι τέτοια ώστε

lim
x→0

(
f(x) +

1

f(x)

)
= 2 .

Αποδείξτε ότι το όριο limx→0 f(x) υπάρχει και ισούται µε 1.

22. ΄Εστω f : [a,+∞) → R, a > 0, αύξουσα συνάρτηση µε limx→+∞ f(x) = λ ∈ R. Αν η

συνάρτηση g : (a,+∞) → R µε g(x) := f(x)−f(a)
x−a είναι αύξουσα, να δείξετε ότι η f είναι

σταθερή.
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23. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : [0,∞)→ R ικανοποιεί τη σχέση

f(x)ef(x) = x , για κάθε x ≥ 0 .

Να αποδειχθεί ότι

(i) η f είναι αύξουσα , (ii) lim
x→∞

f(x) =∞ και (iii) lim
x→∞

f(x)

lnx
= 1 .

24. ΄Εστω η συνάρτηση f : R→ R µε f(x) := limn→∞
(
limm→∞(cos(n!πx))2m

)
. Να δείξετε ότι

f = χQ, όπου χQ είναι η χαρακτηριστική συνάρτηση του συνόλου των ϱητών αριθµών Q.

∆ηλαδή

χQ(x) =


1 αν x ∈ Q

0 αν x ∈ R \Q .

25. ΄Εστω οι συναρτήσεις f, g : R→ R µε

f(x) =


0 αν x = 1

n , n ∈ N∗ ,

sinx διαφορετικά
και g(x) =


0 αν x = 0 ,

sinx
x διαφορετικά .

Είναι limx→0 f(x) = 0 και limx→0 g(x) = 1. Να ϐρεθεί η συνάρτηση y = g (f(x)). Υπάρχει

το όριο limx→0 g (f(x));

26. (αʹ) Αν limx→∞ g(x) =∞ και limy→∞ f(y) = λ ∈ R, τότε

lim
x→∞

f(g(x)) = λ .

(ϐʹ) Αν limx→∞ g(x) =∞ και limy→∞ f(y) =∞, τότε

lim
x→∞

f(g(x)) =∞ .



Κεφάλαιο 2

Συνεχείς συναρτήσεις

2.1 Συνεχείς συναρτήσεις

Ορισµός 2.1. ΄Εστω η συνάρτηση f : D ⊆ R→ R, D 6= ∅ και έστω x0 ∈ D. Η συνάρτηση f είναι

συνεχής στο x0 αν για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x ∈ D µε |x− x0| < δ να

ισχύει

|f(x)− f(x0)| < ε .

Αν η f δεν είναι συνεχής στο x0, ϑα λέµε ότι η f είναι ασυνεχής στο x0.

Χρησιµοποιώντας την έννοια της περιοχής, ο ορισµός της συνέχειας διατυπώνεται και ως εξής :

Η συνάρτηση f ορισµένη στο D ⊆ R, D 6= ∅, είναι συνεχής στο x0 ∈ D αν για κάθε περιοχή

Vf(x0)(ε) = (f(x0) − ε, f(x0) + ε) του f(x0) υπάρχει περιοχή Vx0(δ) = (x0 − δ, x0 + δ) του x0,

τέτοια ώστε

για κάθε x ∈ Vx0(δ) ∩D ⇒ f(x) ∈ Vf(x0)(ε) ,

ή, πιο σύντοµα,

f (Vx0(δ) ∩D) ⊆ Vf(x0)(ε) .

Ο ορισµός της συνέχειας µιας συνάρτησης σ᾿ ένα σηµείο x0 είναι παρόµοιος µε τον ορισµό του

ορίου της συνάρτησης στο x0, όµως υπάρχουν δύο σηµαντικές διαφορές :

• Η ανισότητα 0 < |x − x0| < δ αντικαθίσταται από την |x − x0| < δ, που σηµαίνει ότι η

συνάρτηση f επιτρέπεται να παίρνει τη τιµή της και στο σηµείο x0.

29
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• Το όριο λ στον ορισµό του ορίου, Ορισµός 1.5, αντικαθίσταται από το f(x0) που είναι η

τιµή της συνάρτησης f στο x0.

Παρατήρηση 2.2. ΄Εστω η συνάρτηση f : D ⊆ R → R, D 6= ∅ και έστω x0 ∈ D. Το σηµείο x0

δεν είναι κατανάγκη σ.σ του D. Αν το x0 ∈ D είναι µεµονωµένο σηµείο του D, υπάρχει δ1 > 0

τέτοιο ώστε

(x0 − δ1, x0 + δ1) ∩D = {x0} .

Παρατηρούµε ότι για κάθε ε > 0 αν x ∈ D µε |x− x0| < δ1, τότε x = x0 και κατά συνέπεια

|f(x)− f(x0)| = 0 < ε .

∆ηλαδή η f είναι συνεχής στα µεµονωµένα σηµεία του D.

Εποµένως, η µόνη ενδιαφέρουσα περίπτωση είναι όταν το σηµείο x0 ∈ D είναι σ.σ του D.

Θεώρηµα 2.3. ΄Εστω η συνάρτηση f : D ⊆ R→ R, D 6= ∅ και έστω x0 ∈ D. Τα παρακάτω είναι

ισοδύναµα:

(αʹ) Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο x0.

(ϐʹ) Η συνάρτηση f έχει όριο στο x0 µε limx→x0 f(x) = f(x0).

(γʹ) (Θεώρηµα µεταφοράς για συνεχείς συναρτήσεις) Για κάθε ακολουθία (xn) σηµείων του

D που συγκλίνει στο x0, η ακολουθία (f(xn)) συγκλίνει στο f(x0).

Απόδειξη. (α΄)⇒ (ϐ΄): Αν η f είναι συνεχής στο x0, για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για

κάθε x ∈ D µε |x − x0| < δ ισχύει |f(x) − f(x0)| < ε. Τότε προφανώς για κάθε ε > 0 υπάρχει

δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x ∈ D µε 0 < |x− x0| < δ ισχύει |f(x)− f(x0)| < ε. Εποµένως

lim
x→x0

f(x) = f(x0) .

(ϐ΄)⇒ (α΄): Αν limx→x0 f(x) = f(x0), για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x ∈ D

µε 0 < |x− x0| < δ ισχύει |f(x)− f(x0)| < ε. ΄Οµως αν |x− x0| = 0⇔ x = x0, τότε

|f(x)− f(x0)| = 0 < ε .
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Εποµένως, για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x ∈ D µε |x − x0| < δ ισχύει

|f(x)− f(x0)| < ε. ΄Αρα η f είναι συνεχής στο x0.

(ϐ΄)⇔ (γ΄): Είναι ουσιαστικά το ϑεώρηµα µεταφοράς για το όριο συνάρτησης, Θεώρηµα 1.11.

Παράδειγµα 2.4. ΄Εστω η συνάρτηση f : R→ R µε

f(x) =


x2 αν x ϱητός

x αν x άρρητος .

Να ϐρεθούν όλα τα σηµεία του R στα οποία η f είναι συνεχής.

Λύση. ΄Εστω x ∈ R, x σταθερό. Αν (ρn) είναι ακολουθία ϱητών αριθµών µε limn→∞ ρn = x, τότε

limn→∞ f(ρn) = limn→∞ ρ
2
n = x2. Αν (αn) είναι ακολουθία άρρητων αριθµών µε limn→∞ αn =

x, τότε limn→∞ f(αn) = limn→∞ αn = x.

Είναι limn→∞ f(ρn) 6= limn→∞ f(αn) αν και µόνο αν x2 6= x⇔ x 6= 0, 1. Εποµένως το ϑεώρηµα

µεταφοράς για συνεχείς συναρτήσεις συνεπάγεται ότι η f δεν είναι συνεχής στο R \ {0, 1}.

Θα αποδείξουµε ότι η συνάρτηση f είναι συνεχής στα σηµεία 0 και 1.

(i) Είναι f(0) = 0. Για κάθε |x| < 1 έχουµε

|f(x)− f(0)| = |f(x)| ≤ max{x2, |x|} = |x|

και εποµένως limx→0 f(x) = f(0), δηλαδή η f είναι συνεχής στο 0.

(ii) Είναι f(1) = 12 = 1. Παίρνουµε |x− 1| < 1⇔ 0 < x < 2, οπότε |x2 − 1| = |x− 1||x+ 1| >

|x− 1|. Εποµένως

|f(x)− f(1)| = |f(x)− 1| ≤ max{|x2 − 1|, |x− 1|} = |x2 − 1| , για |x− 1| < 1 .

Από την προηγούµενη ανισότητα έπεται ότι limx→1 f(x) = f(1) και κατά συνέπεια η f είναι

συνεχής στο 1.

Σηµείωση. Η συνέχεια της f στο 1 προκύπτει και από την παρακάτω ανισότητα

|f(x)− f(1)| = |f(x)− 1| ≤ max{|x2 − 1|, |x− 1|} =
|x2 − 1|+ |x− 1|+

∣∣|x2 − 1| − |x− 1|
∣∣

2
.
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Παράδειγµα 2.5. ΄Εστω η συνάρτηση f : R→ R µε

f(x+ y) = f(x) + f(y) για κάθε x, y ∈ R .

Αν η f είναι συνεχής στο 0, τότε η f είναι συνεχής για κάθε x ∈ R και υπάρχει a ∈ R τέτοιο ώστε

f(x) = ax για κάθε x ∈ R.

Λύση. ΄Εστω x ∈ R. Για κάθε h ∈ R είναι

f(x+ h) = f(x) + f(h) .

Είναι f(0 + 0) = f(0) + f(0), οπότε f(0) = 0. Επειδή η f είναι συνεχής στο 0, limh→0 f(h) =

f(0) = 0 και εποµένως

lim
h→0

f(x+ h) = f(x) .

∆ηλαδή η f είναι συνεχής για κάθε x ∈ R.

Από την υπόθεση για κάθε x1, . . . , xn ∈ R έχουµε

f(x1 + · · ·+ xn) = f(x1) + · · ·+ f(xn) .

Ειδικά, για κάθε ακέραιο αριθµό n είναι

f(nx) = f (x+ · · ·+ x) = f(x) + · · ·+ f(x) = nf(x) .

Επειδή 0 = f(0) = f(x+ (−x)) = f(x) +f(−x), είναι f(−x) = −f(x). Τότε, για κάθε αρνητικό

ακέραιο q

f(qx) = f ((−q)(−x)) = −qf(−x) = qf(x) .

Εποµένως,

f(kx) = kf(x) , για κάθε k ∈ Z .

΄Εστω r ∈ Q µε r = p/q, όπου p ∈ Z και q ∈ N∗. Τότε,

f(qrx) = f(px) = pf(x) και f(qrx) = qf(rx) .

΄Αρα,

f(rx) = rf(x) , για κάθε r ∈ Q .
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Ως γνωστόν υπάρχει ακολουθία (rn) ϱητών αριθµών µε limn→∞ rn = x. Χρησιµοποιώντας το

ϑεώρηµα µεταφοράς για συνεχείς συναρτήσεις έχουµε

f(x) = lim
n→∞

f(rn) = lim
n→∞

rnf(1) = ax . (a = f(1))

Παράδειγµα 2.6. ΄Εστω f : R→ R συνεχής συνάρτηση τέτοια ώστε

f(x+ y) = f(x)f(y) για κάθε x, y ∈ R .

Τότε είτε f = 0 ή υπάρχει a ∈ R τέτοιο ώστε f(x) = eax για κάθε x ∈ R.

Λύση. Για κάθε x ∈ R

f(x) = f(x/2 + x/2) = f(x/2)f(x/2) = f2(x/2) ≥ 0 .

Υποθέτουµε ότι υπάρχει x0 ∈ R τέτοιο ώστε f(x0) = 0. Τότε,

f(x) = f((x− x0) + x0) = f(x− x0)f(x0) = 0 για κάθε x ∈ R .

Εποµένως f = 0.

Υποθέτουµε τώρα ότι f(x) 6= 0 για κάθε x ∈ R. Τότε f(x) > 0 για κάθε x ∈ R. Αν g(x) :=

ln(f(x)), είναι

g(x+ y) = ln(f(x+ y)) = ln(f(x)f(y)) = ln(f(x)) + ln(f(y)) = g(x) + g(y) για κάθε x, y ∈ R .

∆ηλαδή η g ικανοποιεί την υπόθεση του προηγούµενου παραδείγµατος και κατά συνέπεια g(x) =

ax για κάθε x ∈ R. ΄Αρα,

f(x) = exp(ln(f(x))) = exp(g(x)) = exp(ax) για κάθε x ∈ R .

Σηµεία ασυνέχειας

Ορισµός 2.7. ΄Εστω f πραγµατική συνάρτηση ορισµένη σ᾿ ένα διάστηµα I.
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1. Η f έχει απλή ασυνέχεια ή ασυνέχεια πρώτου είδους στο εσωτερικό σηµείο a του I αν τα

πλευρικά όρια f(a+) = limx→a+ f(x) και f(a−) = limx→a− f(x) υπάρχουν ενώ η f δεν

είναι συνεχής στο a. Αν το a ∈ I είναι το αριστερό(αντίστοιχα, δεξιό) άκρο του I, τότε η f

έχει ασυνέχεια πρώτου είδους στο σηµείο a αν το f(a+)(αντίστοιχα, το f(a−)) υπάρχει και η

f είναι ασυνεχής στο a.

2. Αν η f είναι ασυνεχής στο a και η ασυνέχεια δεν είναι πρώτου είδους, τότε η ασυνέχεια είναι

δεύτερου είδους.

Αν το f(a−) και το f(a+) υπάρχει, ενώ η f είναι ασυνεχής στο a, τότε είτε

(α΄) f(a−) 6= f(a+),

ή

(ϐ΄) f(a−) = f(a+) 6= f(a).

Στην περίπτωση (α΄) η f παρουσιάζει πήδηµα µε πλάτος |f(a+)−f(a−)|, ενώ στη (ϐ΄) η ασυνέχεια

της f είναι µη ουσιώδης ή διορθώσιµη. ΄Ολες οι ασυνέχειες για τις οποίες το f(a−) ή το f(a+)

δεν υπάρχει είναι ασυνέχειες δεύτερου είδους.

Παράδειγµα 2.8.

f(x) =


x2−4
x−2 αν x 6= 2

2 αν x = 2 .

Επειδή

lim
x→2−

f(x) = lim
x→2+

f(x) = 4 6= f(2) ,

η f έχει ασυνέχεια πρώτου είδους στο σηµείο 2. Μάλιστα η ασυνέχεια της f είναι µη ουσιώδης

(διορθώσιµη). Αν ορίσουµε την f στο 2 έτσι ώστε f(2) = 4, τότε η συνάρτηση f ϑα είναι συνεχής

στο 2.

Παράδειγµα 2.9. ΄Εστω η συνάρτηση f(x) = sinx
x , x 6= 0. Ως γνωστόν

lim
x→0

sinx

x
= 1 .

Αν ορίσουµε τη συνάρτηση g µε

g(x) =


f(x) αν x 6= 0

1 αν x = 0 ,
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τότε η συνάρτηση g είναι συνεχής στο 0. Λέµε ότι η g είναι η συνεχής επέκταση της f στο 0.

Παράδειγµα 2.10.

f(x) =


x αν 0 ≤ x ≤ 1

3− x2 αν x > 1 .

Είναι

f(1−) = lim
x→1+

f(x) = lim
x→1−

x = 1 = f(1)

και

f(1+) = lim
x→1+

f(x) = lim
x→1+

(3− x2) = 2 .

Εποµένως f(1−) = f(1) = 1 και f(1+) = 2. Η f είναι συνεχής από αριστερά στο 1, δεν είναι

όµως συνεχής στο 1. Επειδή limx→1+ f(x) 6= limx→1+ f(x), η f έχει ασυνέχεια πρώτου είδους στο

1 και παρουσιάζει πήδηµα πλάτους |f(1+)− f(1−)| = 1.

Παράδειγµα 2.11. Θεωρούµε τη συνάρτηση

f(x) =


0 αν x ≤ 0

sin 1
x αν x > 0,

η γραφική παράσταση της οποίας ϕαίνεται παρακάτω:

Προφανώς το f(0−) = 0. Το f(0+) δεν υπάρχει. Πράγµατι, έστω

xn =
1

nπ
και yn =

1

2nπ + π/2
, n ∈ N∗ .
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Τότε xn, yn → 0 καθώς το n → ∞, ενώ f(xn) = sinnπ = 0 και f(yn) = sin(2nπ + π/2) = 1,

για κάθε n ∈ N. Τότε limn→∞ f(xn) = 0, limn→∞ f(yn) = 1 και εποµένως το limx→0+ f(x) δεν

υπάρχει. ΄Αρα η ασυνέχεια της f στο 0 είναι δεύτερου είδους.

2.2 Συνεχείς συναρτήσεις σε διαστήµατα

Ορισµός 2.12. Η συνάρτηση f : A → R είναι ϕραγµένη στο σύνολο A ⊆ R αν υπάρχει M > 0

τέτοιο ώστε |f(x)| ≤M για κάθε x ∈ A.

∆ηλαδή µια συνάρτηση είναι ϕραγµένη αν το πεδίο τιµών της είναι ένα ϕραγµένο υποσύνολο του

R.

Θεώρηµα 2.13. ΄Εστω η συνάρτηση f : I → R είναι συνεχής στο κλειστό και ϕραγµένο διάστηµα

I = [a, b], a < b. Τότε η f είναι ϕραγµένη, δηλαδη το σύνολο f(I) είναι ϕραγµένο.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι η f δεν είναι ϕραγµένη. Τότε για κάθε n ∈ N∗ υπάρχει xn ∈ [a, b] µε

|f(xn)| > n .

Η ακολουθία (xn) είναι ϕραγµένη και εποµένως από το ϑεώρηµα Bolzano-Weierstrass για ακο-

λουθίες υπάρχει υπακολουθία (xkn) µε limn→∞ xkn = x0. Είναι a ≤ xkn ≤ b για κάθε n ∈ N∗

και κατά συνέπεια το x0 ∈ [a, b]. Επειδή η f είναι συνεχής, από το ϑεώρηµα µεταφοράς για

συνεχείς συναρτήσεις limn→∞ f(xkn) = f(x0) και κατά συνέπεια η ακολουθία (f(xkn)) είναι

ϕραγµένη. ΄Οµως αυτό είναι άτοπο επειδή

|f(xkn | > kn ≥ n , για κάθε n ∈ N∗ .

Καταλήξαµε σε άτοπο επειδή υποθέσαµε ότι η f δεν είναι ϕραγµένη. ΄Αρα η συνάρτηση f είναι

ϕραγµένη στο κλειστό και ϕραγµένο διάστηµα I = [a, b].
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Θεώρηµα 2.14. ΄Εστω η συνάρτηση f : I → R είναι συνεχής στο κλειστό και ϕραγµένο διάστηµα

I = [a, b], a < b. Η f έχει µέγιστο και ελάχιστο στο [a, b], δηλαδή υπάρχουν x0, y0 ∈ [a, b] τέτοια

ώστε

f(x0) ≤ f(x) ≤ f(y0) για κάθε x ∈ [a, b] .

Απόδειξη. Από το προηγούµενο ϑεώρηµα το σύνολο f([a, b]) = {f(x) : x ∈ [a, b]} είναι ένα ϕραγ-

µένο υποσύνολο τουR. ΄ΕστωM = sup {f(x) : x ∈ [a, b]}. Θα αποδείξουµε ότι υπάρχει y0 ∈ [a, b]

µε f(y0) = M .

1ος τρόπος. Επειδή M = sup {f(x) : x ∈ [a, b]}, για κάθε n ∈ N∗ υπάρχει xn ∈ [a, b] µε

M − 1

n
< f(xn) ≤M . (2.1)

Η ακολουθία (xn) είναι ϕραγµένη και εποµένως από το ϑεώρηµα Bolzano-Weierstrass για ακο-

λουθίες υπάρχει υπακολουθία (xkn) µε limn→∞ xkn = y0. Είναι a ≤ xkn ≤ b για κάθε n ∈ N∗

και κατά συνέπεια το y0 ∈ [a, b]. Επειδή η f είναι συνεχής, από το ϑεώρηµα µεταφοράς για

συνεχείς συναρτήσεις έχουµε limn→∞ f(xkn) = f(y0). Επόµένως απο τη (2.1) έπεται ότι

M − 1

kn
< f(xkn) ≤M , για κάθε n ∈ N∗

και κατά συνέπεια limn→∞ f(xkn) = M . ΄Αρα,

f(y0) = lim
n→∞

f(xkn) = M = sup {f(x) : x ∈ [a, b]} .

2ος τρόπος. Η απόδειξη ϑα γίνει µε την εις άτοπο απαγωγή.

Υποθέτουµε ότι f(x) < M για κάθε x ∈ [a, b] και ϑεωρούµε τη συνάρτηση g : [a, b]→ R µε

g(x) :=
1

M − f(x)
.

Η g είναι συνεχής και από το προηγούµενο ϑεώρηµα ϑα είναι ϕραγµένη. Εποµένως υπάρχει

N > 0, τέτοιο ώστε g(x) ≤ N για κάθε x ∈ [a, b]. Τότε,

1

M − f(x)
≤ N ⇔ f(x) ≤M − 1

N
για κάθε x ∈ [a, b] .

∆ηλαδή το M − 1
N είναι ένα άνω ϕράγµα του συνόλου f([a, b]) = {f(x) : x ∈ [a, b]}. ΄Οµως το

M − 1
N είναι µικρότερο από το M = sup {f(x) : x ∈ [a, b]}, άτοπο. Καταλήξαµε σε άτοπο γιατί
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υποθέσαµε ότι f(x) < M για κάθε x ∈ [a, b]. ΄Αρα υπάρχει y0 ∈ [a, b], τέτοιο ώστε f(y0) = M =

sup {f(x) : x ∈ [a, b]}.

Παρόµοια αποδεικνύεται ότι υπάρχει x0 ∈ [a, b], τέτοιο ώστε f(x0) = inf {f(x) : x ∈ [a, b]}.

Το Θεώρηµα 2.14 έχει τρεις υποθέσεις : η f είναι συνεχής, το διάστηµα είναι κλειστό και το

διάστηµα είναι ϕραγµένο. Αν µία από αυτές τις υποθέσεις δεν ικανοποιείται, τότε το συµπέ-

ϱασµα µπορεί να µην ισχύει. Στα παρακάτω τρία παραδείγµατα µόνο δύο από τις υποθέσεις

ικανοποιούνται.

• Η συνάρτηση f µε f(x) = 1/x για x 6= 0 και f(0) = 0 δεν έχει µέγιστη τιµή στο διάστηµα

[0, 1].

• Η συνάρτηση g µε g(x) = x2 δεν έχει µέγιστη τιµή στο διάστηµα [−2, 3).

• Η συνάρτηση h µε h(x) = x3 δεν έχει ελάχιστη τιµή στο διάστηµα (−∞, 0] και µέγιστη τιµή

στο διάστηµα [0,∞).

Εντοπισµός των ϱιζών συνεχούς συνάρτησης - Θεώρηµα Bolzano ή ενδιάµεσης τιµής

Το παρακάτω ϑεώρηµα χρησιµοποιείται για τον εντοπισµό των ϱιζών µιας συνεχούς συνάρτησης.

Η απόδειξη µας δίνει ένα αλγόριθµο, ονοµάζεται ῾῾µέθοδος διχοτόµησης᾿᾿, για τον υπολογισµό

των ϱιζών µε την ακρίβεια που επιθυµούµε.

Θεώρηµα 2.15 (Εντοπισµός των ϱιζών). ΄Εστω η συνάρτηση f : I → R είναι συνεχής στο

διάστηµα I = [a, b], a < b. Αν f(a) < 0 < f(b) ή f(b) < 0 < f(a), τότε υπάρχει c ∈ (a, b) τέτοιο

ώστε f(c) = 0.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι f(a) < 0 < f(b). Θα κατασκευάσουµε ακολουθία διαστηµάτων µε

διαδοχικές διχοτοµήσεις του διαστήµατος I.

΄Εστω I1 := [a1, b1], όπου a1 := a, b1 := b. Συµβολίζουµε µε x1 το µέσο του I1, δηλαδή x1 := a+b
2 .

Αν f(x1) = 0, παίρνουµε c := x1 και το ϑεώρηµα αποδείχτηκε. Αν f(x1) 6= 0, τότε είτε f(x1) > 0

ή f(x1) < 0. Αν f(x1) > 0, ϑέτουµε a2 := a1, b2 := x1, ενώ αν f(x1) < 0, ϑέτουµε a2 := x1,

b2 := b1. Σε κάθε περίπτωση, αν I2 := [a2, b2] τότε I2 ⊂ I1 και f(a2) < 0, f(b2) > 0. Εποµένως

a1 ≤ a2, b1 ≥ b2 και το µήκος του I2 ισούται µε b2 − a2 =
b− a

2
.
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Συνεχίζουµε αυτή τη διαδικασία και υποθέτουµε ότι έχουµε κατασκευάσει τα διαστήµατα

I1, I2, . . . , Ik µε I1 ⊃ I2 ⊃ · · · ⊃ Ik .

Τότε έχουµε f(ak) < 0, f(bk) > 0 και ϑέτουµε xk := ak+bk
2 . Αν f(xk) = 0, παίρνουµε c := xk

και το ϑεώρηµα αποδείχτηκε. Αν f(xk) 6= 0, τότε είτε f(xk) > 0 ή f(xk) < 0. Αν f(xk) > 0,

τότε ϑέτουµε ak+1 := ak, bk+1 := xk, ενώ αν f(xk) < 0, τότε ϑέτουµε ak+1 := xk, bk+1 := bk. Σε

κάθε περίπτωση ϑέτουµε Ik+1 := [ak+1, bk+1]. Είναι Ik+1 ⊂ Ik και f(ak+1) < 0, f(bk+1) > 0.

Παρατηρούµε ότι

ak ≤ ak+1, bk ≥ bk+1 και το µήκος του Ik+1 ισούται µε bk+1 − ak+1 =
b− a

2k
.

Η παραπάνω διαδικασία τερµατίζεται αν ϐρεθεί ένα xn µε f(xn) = 0. Αν η διαδικασία δεν τερµα-

τίζεται, τότε παίρνουµε µία ακολουθία κλειστών διαστηµάτων (In), In := [an, bn]. Η ακολουθία

(an) είναι αύξουσα και η ακολουθία (bn) είναι ϕθίνουσα µε

f(an) < 0, f(bn) > 0 και bn − an =
b− a
2n−1

, για κάθε n ∈ N∗ .

Εποµένως τα όρια limn→∞ an και limn→∞ bn υπάρχουν και είναι ίσα, έστω limn→∞ an = c =

limn→∞ bn. Τότε, από το ϑεώρηµα µεταφοράς

f(c) = lim
n→∞

f(an) ≤ 0 και f(c) = lim
n→∞

f(bn) ≥ 0 .

΄Αρα f(c) = 0.

Παράδειγµα 2.16. Η f(x) = 2 lnx +
√
x − 2 έχει ϱίζα στο διάστηµα [1, 2]. Χρησιµοποιώντας τη

µέθοδο διχοτόµησης να ϐρεθεί η ϱίζα µε σφάλµα < 10−2.

Λύση. Επειδή η f είναι συνεχής στο διάστηµα [1, 2] µε f(1) = −1 < 0 και f(2) = 2 ln 2 +
√

2 − 2 > 0, η f έχει µία ϱίζα c στο διάστηµα [1, 2]. Χρησιµοποιώντας τη µέθοδο διχοτόµησης

κατασκευάζουµε τον παρακάτω πίνακα.
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n an bn xn f (xn) 1
2 (bn − an)

1 1 2 1.5 +0.0357 0.5

2 1 1.5 1.25 -0.4357 0.25

3 1.25 1.5 1.375 -0.01905 0.125

4 1.375 1.5 1.4375 -0.0752 0.0625

5 1.4375 1.5 1.46875 -0.0193 0.03125

6 1.46875 1.5 1.484375 +0.0083 0.015625

7 1.46875 1.484375 1.4765625 -0.0054 0.0078125

Για n = 7 παίρνουµε c ≈ x7 = 1.4765625 µε σφάλµα µικρότερο του 0.0078125.

Θεώρηµα 2.17. (Bolzano ή ενδιάµεσης τιµής) ΄Εστω η συνάρτηση f : I → R είναι συνεχής

στο διάστηµα I. Υποθέτουµε ότι τα a, b ∈ I και ότι το k ∈ R είναι τέτοιο ώστε f(a) < k < f(b). Τότε

υπάρχει σηµείο c ∈ I µεταξύ a και b µε f(c) = k.

Απόδειξη. Αν a < b ϑέτουµε g(x) := f(x) − k. Τότε g(a) < 0 < g(b) και από το Θεώρηµα 2.15

υπάρχει c µε a < c < b τέτοιο ώστε 0 = g(c) = f(c)− k. Εποµένως f(c) = k.

Αν b < a ϑέτουµε h(x) := k − f(x). Τότε h(b) < 0 < h(a) και από το Θεώρηµα 2.15 υπάρχει c

µε b < c < a τέτοιο ώστε 0 = g(c) = k − f(c). Εποµένως f(c) = k.

Παράδειγµα 2.18. Κάθε πολυώνυµο µε πραγµατικούς συντελεστές και περιττό ϐαθµό έχει τουλά-

χιστον µία πραγµατική ϱίζα.

Απόδειξη. ΄Εστω το πολυώνυµο

P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1 + a0 .

Υποθέτουµε ότι το πολυώνυµο έχει ϐαθµό περιττό, n = 2k + 1 και ότι οι συντελεστές του είναι

πραγµατικοί αριθµοί. Επίσης µπορούµε να υποθέσουµε ότι an > 0(διαφορετικά ϑεωρούµε το

πολυώνυµο −P (x)). Είναι

P (x) = xn
(
an +

an−1
x

+ · · ·+ a1
xn−1

+
a0
xn

)
, για κάθε x 6= 0 .
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Επειδή n = 2k + 1, έχουµε

lim
x→−∞

P (x) = −∞ και lim
x→+∞

P (x) = +∞ .

Τότε υπάρχουν α, β ∈ R τέτοια ώστε

P (α) < 0 < P (β) .

Εποµένως από το Θεώρηµα 2.15 υπάρχει ξ ∈ (α, β) τέτοιο ώστε P (ξ) = 0.

Παράδειγµα 2.19. ΄Εστω f : [0,+∞)→ [0,+∞) συνεχής συνάρτηση µε limx→+∞
f(x)
x = λ < 1.

Τότε υπάρχει x0 ∈ [0,+∞) τέτοιο ώστε f(x0) = x0, δηλαδή η f έχει σταθερό σηµείο στο διάστηµα

[0,+∞).

Λύση. − Αν f(0) = 0, το 0 είναι ένα σταθερό σηµείο της f στο διάστηµα [0,+∞).

− ΄Εστω f(0) > 0. Αν g(x) := f(x)− x, τότε g(0) = f(0) > 0 και από την υπόθεση έχουµε

lim
x→+∞

g(x)

x
= λ− 1 ,

όπου λ ∈ [0, 1). ΄Εστω ε > 0 µε ε < 1− λ. Τότε υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε

για κάθε x > δ,
∣∣∣∣g(x)

x
− (λ− 1)

∣∣∣∣ < ε⇔ (λ− 1− ε)x < g(x) < (λ− 1 + ε)x .

Επειδή (λ − 1 − ε)x < (λ − 1 + ε)x < 0, για κάθε x > δ > 0 είναι g(x) < 0. Για ένα τέτοιο x

έχουµε g(x) < 0 < g(0) και εποµένως από το Θεώρηµα 2.15 υπάρχει x0 ∈ (0, x) µε g(x0) = 0.

΄Αρα f(x0) = x0 για κάποιο x0 > 0.

Παράδειγµα 2.20. ΄Εστω f : [0, 1] → R συνεχής συνάρτηση µε f(0) = f(1). Τότε για κάθε

n ∈ N∗ υπάρχει x0 ∈ [0, 1] τέτοιο ώστε

f

(
x0 +

1

n

)
= f(x0) .

Λύση. Για κάθε n ∈ N∗ ϑεωρούµε τη συνεχή συνάρτηση

fn(x) := f

(
x+

1

n

)
− f(x) , x ∈

[
0, 1− 1

n

]
.
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Τότε το άθροισµα

n−1∑
k=0

fn

(
k

n

)
= fn(0) + fn

(
1

n

)
+ · · ·+ fn

(
n− 1

n

)
=

[
f

(
1

n

)
− f(0)

]
+

[
f

(
2

n

)
− f

(
1

n

)]
+ · · ·+

[
f
(n
n

)
− f

(
n− 1

n

)]
= f(1)− f(0) = 0 .

1η περίπτωση. Αν fn
(
k
n

)
= 0 για κάποιο k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, τότε

f

(
x0 +

1

n

)
= f(x0) µε x0 =

k

n
∈ [0, 1] .

2η περίπτωση. Υποθέτουµε ότι fn
(
k
n

)
6= 0 για κάθε k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}. Επειδή το άθροισµα

fn(0) + fn

(
1

n

)
+ · · ·+ fn

(
n− 1

n

)
= 0 ,

δύο τουλάχιστον από τους όρους του αθροίσµατος έχουν αντίθετο πρόσηµο. ΄Εστω

fn

(
k1
n

)
· fn

(
k2
n

)
< 0 , για κάποια k1, k2 ∈ {0, 1, . . . , n− 1} µε k1 6= k2 .

Εποµένως από το Θεώρηµα 2.15 υπάρχει x0 µεταξύ των k1
n και k2n µε fn(x0) = 0 και ισοδύναµα

f

(
x0 +

1

n

)
= f(x0) , όπου x0 ∈ [0, 1] .

Θεώρηµα 2.21. ΄Εστω η συνάρτηση f : I → R ορισµένη στο διάστηµα I.

(αʹ) Αν η f είναι συνεχής και δεν είναι σταθερή στο I, τότε το f(I) είναι ένα διάστηµα.

(ϐʹ) Αν η f είναι συνεχής και δεν είναι σταθερή στο I και αν το I = [a, b] είναι κλειστό και ϕραγµένο

διάστηµα, τότε το f(I) είναι κλειστό και ϕραγµένο διάστηµα.

Απόδειξη. (αʹ) ΄Εστω J = f(I). Αν inf J < y < sup J , τότε υπάρχουν y1, y2 ∈ J τέτοια ώστε

y1 < y < y2 (γιατί ;). Από το Θεώρηµα 2.17 υπάρχει c ∈ I µε f(c) = y, δηλαδή το y ∈ J .

Εποµένως το J = f(I) είναι ένα διάστηµα µε άκρα τα inf J και sup J , όπου −∞ ≤ inf J και

sup J ≤ +∞.
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(ϐʹ) Αν m := inf f([a, b]) και M := sup f([a, b]), είναι γνωστό από το Θεώρηµα 2.14 ότι τα m

και M ανήκουν στο f([a, b]). Εποµένως f([a, b]) ⊆ [m,M ]. Αν τώρα k ∈ [m,M ], από το

Θεώρηµα 2.17 υπάρχει c ∈ [a, b] τέτοιο ώστε k = f(c). ∆ηλαδή το k ∈ f([a, b]) και κατά

συνέπεια [m,M ] ⊆ f([a, b]). ΄Αρα, f([a, b]) = [m,M ].

Στο Θεώρηµα 2.21 (α΄) τα διαστήµατα I και f(I) δεν είναι κατανάγκη του ίδιου τύπου. Για

παράδειγµα, αν f(x) = sinx και I είναι το ανοικτό και ϕραγµένο διάστηµα (−π, π), το f(I)

είναι το κλειστό και ϕραγµένο διάστηµα [−1, 1]. ΄Ενα άλλο παράδειγµα: αν g(x) = 1/x και

I = (0, 1), το f(I) = (1,∞). Σ᾿ αυτή την περίπτωση το I είναι ϕραγµένο ενώ το f(I) δεν είναι

ϕραγµένο.

Στο Θεώρηµα 2.21 (ϐ΄) αν το διάστηµα I είναι κλειστό και όχι ϕραγµένο, τότε το f(I) δεν είναι

κατανάγκη κλειστό διάστηµα. Για παράδειγµα, αν h(x) = 1/(x2 + 1) και I = (−∞, 0], το

f(I) = (0, 1] δεν είναι κλειστό διάστηµα.

2.3 Ταλάντωση (oscillation) συνάρτησης ∗

Θα αποδείξουµε ότι το σύνολο των ασυνεχειών µιας πραγµατικής συνάρτησης ορισµένης στο R

είναι ειδικού τύπου. Αρχίζουµε µε τον παρακάτω ορισµό.

Ορισµός 2.22. Το σύνολο A ⊆ R είναι ένα Fσ σύνολο αν A =
⋃∞
k=1 Fk, όπου κάθε Fk είναι ένα

κλειστό σύνολο.

Παραδείγµατα 2.23. (i) Αν το F είναι κλειστό υποσύνολο του R, το F είναι ένα Fσ σύνολο

επειδή F =
⋃∞
k=1 Fk, όπου F1 = F και F2 = F3 = · · · = ∅.

(ii) Το σύνολοQ των ϱητών αριθµών στο R είναι ένα Fσ σύνολο. Πράγµατι, αν {r1, r2, . . . , rn, . . .}

είναι µια αρίθµηση των ϱητών, τότε κάθε {rk} είναι κλειστό σύνολο και Q =
⋃∞
k=1{rk}.

(iii) Κάθε ανοικτό και ϕραγµένο διάστηµα (a, b) είναι ένα Fσ σύνολο. Πράγµατι, αν ο ϕυσικός

αριθµός m είναι τέτοιος ώστε 2
m < b− a, τότε

(a, b) =
∞⋃
k=m

[
a+

1

k
, b− 1

k

]
,

όπου τα
[
a+ 1

k , b−
1
k

]
είναι κλειστά σύνολα για κάθε k.
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Ορισµός 2.24. ΄Εστω η συνάρτηση f : R→ R. Αν I είναι ένα ανοικτό και ϕραγµένο διάστηµα του

R, η ταλάντωση(oscillation) στο I της συνάρτησης f , συµβολίζεται µε ω(f, I), ορίζεται ως εξής

ω(f, I) := sup
x∈I

f(x)− inf
x∈I

f(x) .

Από τον ορισµό εύκολα αποδεικνύεται(άσκηση) ότι

ω(f, I) = sup{|f(x)− f(y)| : x, y ∈ I} = sup{f(x)− f(y) : x, y ∈ I} .

Επίσης ω(|f |, I) ≤ ω(f, I)

΄Εστω x0 ∈ R. Η ταλάντωση (oscillation) στο x0 της συνάρτησης f , συµβολίζεται µε ω(f, x0),

ορίζεται ως εξής

ω(f, x0) := inf ω(f, I) ,

όπου το infimum το παίρνουµε πάνω σε όλα τα ανοικτά και ϕραγµένα διαστήµατα I που περιέχουν

το x0.

Από τον ορισµό είναι προφανές ότι ω(f, I) ≥ 0 και ω(f, x0) ≥ 0.

∆ίνουµε τώρα ένα κριτήριο για τη συνέχεια µιας συνάρτησης f σ᾿ ένα σηµείο x0.

Πρόταση 2.25. ΄Εστω η συνάρτηση f : R → R και έστω x0 ∈ R. Τότε ω(f, x0) = 0 αν και µόνο

αν η f είναι συνεχής στο x0.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f είναι συνεχής στο x0. ΄Εστω ε > 0. Υπάρχει δ > 0

τέτοιο ώστε

|x− x0| < δ ⇒ |f(x)− f(x0)| <
ε

2
⇔ f(x0)−

ε

2
< f(x) < f(x0) +

ε

2
.

Αν I = (x0 − δ, x0 + δ), τότε για κάθε x ∈ I είναι f(x0)− ε/2 < f(x) < f(x0) + ε/2. Εποµένως

ω(f, I) = sup
x∈I

f(x)− inf
x∈I

f(x) ≤ (f(x0) + ε/2)− ((f(x0)− ε/2)) = ε

και κατά συνέπεια

ω(f, x0) = inf ω(f, I) ≤ ε .

Επειδή για κάθε ε > 0 είναι 0 ≤ ω(f, x0) ≤ ε, έπεται ότι ω(f, x0) = 0.
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Αντίστροφα, έστω ω(f, x0) = 0. Αν η f δεν είναι συνεχής στο x0, υπάρχει ε > 0 τέτοιο ώστε σε κάθε

ανοικτό και ϕραγµένο διάστηµα που περιέχει το x0, υπάρχει x για το οποίο είναι |f(x)−f(x0)| ≥

ε. ∆ηλαδή

f(x) ≥ f(x0) + ε ή f(x) ≤ f(x0)− ε .

Εποµένως, για κάθε ανοικτό και ϕραγµένο διάστηµα I που περιέχει το x0 είναι

ω(f, I) = sup
x∈I

f(x)− inf
x∈I

f(x) ≥ (f(x0) + ε)− (f(x0)− ε) = 2ε .

Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι για κάποιο ε > 0 είναι

ω(f, x0) = inf ω(f, I) ≥ 2ε . (άτοπο)

΄Αρα η συνάρτηση f είναι συνεχής στο x0.

Θεώρηµα 2.26. ΄Εστω η συνάρτηση f : R→ R και έστω Fn = {x ∈ R : ω(f, x) ≥ 1/n}. Συµβο-

λίζουµε µε A το σύνολο των σηµείων του R στα οποία η f είναι ασυνεχής. Τότε, για κάθε n ∈ N∗ το

σύνολο Fn είναι κλειστό. Επιπλέον,

A =
∞⋃
n=1

Fn .

Εποµένως, το σύνολο των σηµείων του R στα οποία η f είναι ασυνεχής είναι ένα Fσ σύνολο.

Απόδειξη. ΄Εστω x σ.σ του Fn. Από την Πρόταση 1.3 αρκεί να δείξουµε ότι x ∈ Fn. ΄Εστω I

ανοικτό και ϕραγµένο διάστηµα που περιέχει το x. Τότε το I ϑα περιέχει ένα σηµείο y ∈ Fn.

Εποµένως

ω(f, I) ≥ ω(f, y) ≥ 1

n
.

Επειδή αυτό ισχύει για κάθε ανοικτό και ϕραγµένο διάστηµα I που περιέχει το x, έπεται ότι

ω(f, x) ≥ 1/n. ΄Αρα x ∈ Fn.

Αποµένει να δείξουµε ότι A =
⋃∞
n=1 Fn. ΄Εστω x ∈ A. Από την Πρόταση 2.25 έπεται ότι

ω(f, x) > 0. Εποµένως υπάρχει n ∈ N∗ τέτοιο ώστε ω(f, x) ≥ 1/n και κατά συνέπεια x ∈ Fn.

΄Εστω τώρα x ∈ Fn, για κάποιο n ∈ N∗. Τότε και πάλι από την Πρόταση 2.25 το x ∈ A.
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Θεώρηµα 2.27. Το σύνολο R \ Q των άρρητων αριθµών δεν είναι αριθµήσιµη ένωση κλειστών

υποσυνόλων του R. Εποµένως, δεν υπάρχει πραγµατική συνάρτηση ορισµένη στο R που να

είναι συνεχής σε κάθε ϱητό αριθµό και ασυνεχής σε κάθε άρρητο αριθµό.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι

R \Q =
∞⋃
n=1

Fn ,

όπου τα Fn είναι κλειστά σύνολα. Αν {r1, r2, . . . , rn, . . .} είναι µια αρίθµηση των ϱητών αριθµών,

τότε Q =
⋃∞
n=1{rn} και κατά συνέπεια

R =

( ∞⋃
n=1

Fn

)
∪

( ∞⋃
n=1

{rn}

)
.

Από το ϑεώρηµα κατηγορίας του Baire, παραπέµπουµε στο [2], τουλάχιστον ένα από τα Fn ϑα

πρέπει να περιέχει ένα διάστηµα. ΄Οµως κάθε διάστηµα περιέχει ϱητούς αριθµούς και Fn ⊆ R\Q,

δηλαδή το σύνολο Fn αποτελείται από άρρητους αριθµούς, άτοπο. Εποµένως το σύνολο R \ Q

των άρρητων αριθµών δεν είναι αριθµήσιµη ένωση κλειστών υποσυνόλων του R. Συµπεραίνουµε

λοιπόν από το Θεώρηµα 2.26 ότι δεν υπάρχει πραγµατική συνάρτηση ορισµένη στο R που να

είναι ασυνεχής στους άρρητους αριθµούς και συνεχής στους ϱητούς.

Θα δώσουµε τώρα ένα παράδειγµα πραγµατικής συνάρτησης ορισµένης στο R που είναι συνεχής

στους άρρητους αριθµούς και το 0 και ασυνεχής στο Q \ {0}.

Παράδειγµα 2.28. ΄Εστω η συνάρτηση f : R→ R µε

f(x) =


0 αν x άρρητος ή x = 0 ,

1
q αν x = p

q , p ∈ Z, q ∈ N∗ και p, q πρώτοι µεταξύ τους .

Η f είναι συνεχής στους άρρητους αριθµούς και το 0 και ασυνεχής στο Q \ {0}.

Απόδειξη. (i) ΄Εστω x0 ϱητός αριθµός, x0 6= 0. Υπάρχει ακολουθία (αn) άρρητων αριθµών µε

αn → x0. Αν υποθέσουµε ότι η f είναι συνεχής στο x0, από το ϑεώρηµα µεταφοράς έχουµε

0 = f(αn) → f(x0) και εποµένως f(x0) = 0. ΄Ατοπο, επειδή από τον ορισµό της f είναι

f(x0) 6= 0. ΄Αρα η f δεν είναι συνεχής στο x0.
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(ii) ΄Εστω x0 άρρητος αριθµός. Από το ϑεώρηµα µεταφοράς αρκεί να αποδείξουµε ότι για κάθε

ακολουθία (xn) πραγµατικών αριθµών µε xn → x0, η f(xn) → f(x0). Επειδή f(xn) = 0 αν xn

άρρητος ή xn = 0, µπορούµε να υποθέσουµε ότι η (xn) είναι ακολουθία ϱητών αριθµών, έστω

xn = pn/qn, µε pn ∈ Z \ {0}, qn ∈ N∗ και (pn, qn) = 1.

Επειδή f(x0) = 0 και f(xn) = f(pn/qn) = 1/qn, αρκεί να αποδείξουµε ότι η ακολουθία (qn)

ϕυσικών αριθµών τείνει στο άπειρο, δηλαδή limn→ qn =∞. Η απόδειξη ϑα γίνει µε την εις άτοπο

απαγωγή. Υποθέτουµε ότι η (qn) δεν τείνει στο άπειρο. Τότε υπάρχει υπακολουθία (qkn) ϕυσικών

αριθµών µε qkn ≤ A < ∞ για κάθε n ∈ N∗. Εποµένως πεπερασµένο το πλήθος όροι της (qkn)

είναι διάφοροι ανά δύο. Επειδή xn → x0, η υπακολουθία (xkn) = (pkn/qkn) τείνει στο x0 και

εποµένως ϑα είναι ϕραγµένη, έστω |xkn | ≤ B <∞ για κάθε n ∈ N∗. Τότε

|pkn | = qkn |xkn | ≤ AB <∞ , για κάθε n ∈ N∗

και εποµένως πεπερασµένο το πλήθος όροι της ακολουθίας ακέραιων αριθµών (pkn) είναι διάφο-

ϱοι ανά δύο. Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι το σύνολο

E :=

{
xkn =

pkn
qkn

: n ∈ N∗
}

των όρων της υπακολουθίας (xkn) είναι πεπερασµένο και κατά συνέπεια xkn → x0 ∈ E. ΄Ατο-

πο, επειδή το x0 είναι άρρητος αριθµός. Καταλήξαµε σε άτοπο γιατί υποθέσαµε ότι qn 9 ∞.

Εποµένως qn →∞ οπότε

lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

1

qn
= 0 = f(x0) .

(iii) x0 = 0. Από τον ορισµό της f είναι |f(x) ≤ |x|, για κάθε x ∈ R. Εποµένως limx→0 f(x) =

0 = f(0) και άρα η f είναι συνεχής στο 0.

2.4 Μονότονες και αντίστροφες συναρτήσεις

Αν µία συνάρτηση f είναι αύξουσα ή ϕθίνουσα σ᾿ ένα σύνολο A ⊆ R, τότε λέµε ότι η f είναι

µονότονη στο A. Ας σηµειωθεί ότι αν η f : A → R είναι αύξουσα στο A, τότε η g := −f είναι

ϕθίνουσα στο A. Αντίστοιχα, αν η f : A→ R είναι ϕθίνουσα στο A, τότε η g := −f είναι αύξουσα

στο A.
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Οι µονότονες συναρτήσεις δεν είναι κατανάγκη συνεχείς. Για παράδειγµα, αν

f(x) =


0 x ∈ [−1, 0] ,

1 x ∈ (0, 1] ,

τότε η f είναι αύξουσα στο διάστηµα [−1, 1] και δεν είναι συνεχής για x = 0. Παρατηρούµε ότι

limx→0− f(x) = 0 και limx→0+ f(x) = 1. ∆ηλαδή f(0−) = 0 και f(0+) = 1. Στο παρακάτω

ϑεώρηµα αποδεικνύουµε ότι τα πλευρικά όρια µιας µονότονης συνάρτησης πάντοτε υπάρχουν

στα εσωτερικά σηµεία του πεδίου ορισµού της.

Θεώρηµα 2.29. ΄Εστω η συνάρτηση f : I → R είναι µονότονη στο διάστηµα I και έστω το x0 ∈ I

δεν είναι άκρο του διαστήµατος. Αν η f είναι αύξουσα, τότε τα πλευρικά όρια f(x0−), f(x0+)

υπάρχουν και είναι

(i) f(x0−) = lim
x→x−0

f(x) = sup {f(x) : x ∈ I, x < x0},

(ii) f(x0+) = lim
x→x+0

f(x) = inf {f(x) : x ∈ I, x > x0},

(iii) f(x0−) ≤ f(x0) ≤ f(x0+).

Επίσης αν τα σηµεία p, q ∈ I δεν είναι άκρα του διαστήµατος, τότε

p < q ⇒ f(p+) ≤ f(q−) .

Αν η f είναι ϕθίνουσα, τότε τα πλευρικά όρια f(x0−), f(x0+) υπάρχουν και είναι

(i΄) f(x0−) = lim
x→x−0

f(x) = inf {f(x) : x ∈ I, x < x0},

(ii΄) f(x0+) = lim
x→x+0

f(x) = sup {f(x) : x ∈ I, x > x0},

(iii΄) f(x0−) ≥ f(x0) ≥ f(x0+).

Επίσης αν τα σηµεία p, q ∈ I δεν είναι άκρα του διαστήµατος, τότε

p < q ⇒ f(p+) ≥ f(q−) .
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Απόδειξη. Αρκεί να αποδείξουµε το ϑεώρηµα στην περίπτωση που η συνάρτηση f είναι αύξουσα

στο διάστηµα I.

(i) Αν x ∈ I µε x < x0, τότε f(x) ≤ f(x0) και κατά συνέπεια το σύνολο {f(x) : x ∈ I, x < x0}

είναι άνω ϕραγµένο από το f(x0). Εποµένως το

L := sup {f(x) : x ∈ I, x < x0} υπάρχει .

Τότε, από τον ορισµό του supremum έπεται ότι

∀ε > 0 υπάρχει xε ∈ I µε xε < x0, τέτοιο ώστε L− ε < f(xε) ≤ L .

Στη συνέχεια παίρνουµε δ > 0 µε δ := x0 − xε. Για κάθε x ∈ I µε x0 − δ < x < x0 έπεται

ότι xε < x < x0 και επειδή η f είναι αύξουσα έχουµε

L− ε < f(xε) ≤ f(x) ≤ L < L+ ε .

΄Εχουµε λοιπόν αποδείξει ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0, τέτοιο ώστε για κάθε x ∈ I µε

x0 − δ < x < x0 είναι |f(x)− L| < ε. ΄Αρα, f(x0−) = limx→x−0
f(x) = L.

(ii) Η απόδειξη είναι παρόµοια.

(iii) Επειδή f(x) ≤ f(x0) για κάθε x < x0 και f(x) ≥ f(x0) για κάθε x > x0, έχουµε

f(x0−) = sup
x<x0

f(x) ≤ f(x0) ≤ inf
x>x0

f(x) = f(x0+) .

Αν τα σηµεία p, q ∈ I µε p < q δεν είναι άκρα του διαστήµατος, παίρνουµε x0 τέτοιο ώστε

p < x0 < q. Τότε

f(p+) = inf
x>p

f(x) ≤ f(x0) ≤ sup
x<q

f(x) = f(q−) .

Παράδειγµα 2.30. ΄Εστω (rn)n∈N∗ είναι µια αρίθµηση των ϱητών αριθµών στο διάστηµα [0, 1].

Ορίζουµε τη συνάρτηση f : [0, 1]→ R µε

f(x) =
∑
rn<x

1

2n
.

Το άθροισµα το παίρνουµε για εκείνα τα n για τα οποία rn < x. Θέτουµε f(x) = 0 αν δεν υπάρχουν

σηµεία rn στα αριστερά του x.
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Η συνάρτηση f είναι αύξουσα στο διάστηµα [0, 1]. Για κάθε c ∈ (0, 1] είναι

f(c−) = lim
h→0+

f(c− h) = lim
h→0+

∑
rn<c−h

1

2n
=
∑
rn<c

1

2n
= f(c) ,

δηλαδή η συνάρτηση f είναι από αριστερά συνεχής για κάθε c ∈ (0, 1]. Για κάθε c ∈ [0, 1) έχουµε

f(c+) = lim
h→0+

f(c+ h)

= lim
h→0+

∑
rn<c+h

1

2n

=
∑
rn≤c

1

2n
.

Εποµένως

f(c+) =
∑
rn≤c

1

2n
=
∑
rn<c

1

2n
= f(c) (αν c άρρητος)

και

f(c+) =
∑
rn≤c

1

2n
>
∑
rn<c

1

2n
= f(c) . (αν c ϱητός)

Αν c ∈ (0, 1) είναι άρρητος αρθµός, τότε f(c−) = f(c+) = f(c) και κατά συνέπεια η συνάρτηση f

είναι συνεχής στους άρρητους αριθµούς του διαστήµατος [0, 1]. Επειδή f(c−) = f(c) και f(c+) >

f(c) για κάθε ϱητό αριθµό c ∈ [0, 1], το όριο limx→c f(x) δεν υπάρχει για κάθε ϱητό αριθµό

c ∈ [0, 1].

Η απόδειξη του επόµενου αποτελέσµατος προκύπτει εύκολα από το Θεώρηµα 1.19 και το Θεώ-

ϱηµα 2.29.

Πόρισµα 2.31. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : I → R είναι αύξουσα στο διάστηµα I και ότι το

c ∈ I δεν είναι άκρο του διαστήµατος. Οι παρακάτω προτάσεις είναι ισοδύναµες.

1. Η f είναι συνεχής στο c.

2. lim
x→c−

f(x) = f(c) = lim
x→c+

f(x).

3. sup {f(x) : x ∈ I, x < c} = f(c) = inf {f(x) : x ∈ I, x > c}.

Ανάλογο αποτέλεσµα ισχύει και στην περίπτωση που η συνάρτηση f : I → R είναι ϕθίνουσα στο

διάστηµα I.
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Ορισµός 2.32. Το A ⊂ R λέγεται αριθµήσιµο απειροσύνολο, αν υπάρχει µία 1− 1 και επί (αµ-

ϕιµονοσήµαντη) συνάρτηση f : A→ N. ∆ηλαδή τα σύνολα A και N είναι ισοδύναµα, συµβολισµός

A ∼ N.

Θα λέµε ότι το A είναι αριθµήσιµο σύνολο, αν είναι είτε πεπερασµένο σύνολο ή αριθµήσιµο

απειροσύνολο.

Πρόταση 2.33. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : I → R είναι µονότονη στο ανοικτό διάστηµα I.

Τότε, το σύνολο των σηµείων του I στα οποία η f δεν είναι συνεχής είναι αριθµήσιµο.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f είναι αύξουσα. ΄Εστω

D = {p ∈ I : η f δεν είναι συνεχής στο p} .

Τότε, p ∈ D ⇔ f(p−) < f(p+). Επειδή το σύνολο των ϱητών είναι πυκνό στο R, για κάθε p ∈ D

υπάρχει ϱητός rp µε

f(p−) < rp < f(p+) .

΄Εστω p, q ∈ D µε p < q. Από το Θεώρηµα 2.29 είναι f(p+) ≤ f(q−). Εποµένως υπάρχουν ϱητοί

αριθµοί rp, rq µε

f(p−) < rp < f(p+) ≤ f(q−) < rq < f(q+) .

∆ηλαδή p < q στο D συνεπάγεται rp < rq. Παρόµοια p > q στο D συνεπάγεται rp > rq.

΄Εχουµε λοιπόν αποδείξει ότι στα p, q ∈ D µε p 6= q αντιστοιχούν ϱητοί αριθµοί rp, rq µε rp 6= rq.

Εποµένως η συνάρτηση

E
p
−→
7−→

Q
rp

είναι ένα προς ένα. Κατά συνέπεια το σύνολο E είναι ισοδύναµο µε ένα υποσύνολο του Q. ΄Οµως

το σύνολο των ϱητών αριθµών είναι αριθµήσιµο. ΄Αρα και το σύνολο E ϑα είναι αριθµήσιµο.

Η απόδειξη είναι παρόµοια στην περίπτωση που η συνάρτηση f είναι ϕθίνουσα.

Θεώρηµα 2.34. ΄Εστω η συνάρτηση f : I → R είναι συνεχής και 1− 1 στο διάστηµα I. Τότε η f

είναι γνήσια µονότονη.
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Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f δεν είναι γνήσια µονότονη. Τότε ένα απο τα παρακάτω

ισχύει :

(i) υπάρχουν x1, x2, x3 ∈ I τέτοια ώστε x1 < x2 < x3 και f(x1) < f(x2), f(x3) < f(x2)

ή

(ii) υπάρχουν x1, x2, x3 ∈ I τέτοια ώστε x1 < x2 < x3 και f(x1) > f(x2), f(x3) > f(x2).

Θα αποδείξουµε ότι αν ισχύει η περίπτωση (i) τότε οδηγούµεθα σε άτοπο(παρόµοια οδηγούµεθα

σε άτοπο αν ισχύει η περίπτωση (ii)).

Ας υποθέσουµε ότι f(x1) < f(x3) < f(x2). Επειδή η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστηµα

[x1, x2], από το ϑεώρηµα ενδιάµεσης τιµής υπάρχει x ∈ [x1, x2] µε f(x) = f(x3). Αυτό όµως

αντίκειται στην υπόθεσή µας ότι η f είναι 1− 1.

Παρόµοια οδηγούµεθα σε άτοπο αν υποθέσουµε ότι f(x3) < f(x1) < f(x2).

Θεώρηµα 2.35. ΄Εστω f : I → R µονότονη συνάρτηση στο διάστηµα I. Αν το πεδίο τιµών f(I)

της f είναι ένα διάστηµα, τότε η f είναι συνεχής στο I.

Απόδειξη. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, µπορούµε να υποθέσουµε ότι το διάστηµα I είναι ανοι-

κτό και ότι η f είναι αύξουσα στο I(ϐλέπε άσκηση 23). Η απόδειξη ϑα γίνει µε την εις άτοπο

απαγωγή. Υποθέτουµε ότι η f δεν είναι συνεχής στο I και έστω το σηµείο c ∈ I στο οποίο η f

δεν είναι συνεχής. Αν

α = sup {f(x) : x ∈ I, x < c} και β = inf {f(x) : x ∈ I, x > c} ,

τότε από το Πόρισµα 2.31 είναι α < β. ΄Εστω u, v σηµεία του I µε u < c < v και έστω

y0 ∈ (α, β) \ {f(c)}. Τότε το y0 είναι µεταξύ του f(u) και του f(v), όµως το y0 δεν ανήκει στο

πεδίο τιµών της f .

Εποµένως το f(I) δεν είναι διάστηµα. Καταλήξαµε σε άτοπο επειδή υποθέσαµε ότι η f δεν είναι

συνεχής στο I. ΄Αρα, η f είναι συνεχής στο I.
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β

f(u)

α

y

xu vc

y=f(x)

f(c)

y
0

f(u)

Θεώρηµα 2.36. ΄Εστω η συνάρτηση f : I → R είναι γνήσια αύξουσα(αντ. ϕθίνουσα) και συνεχής

στο διάστηµα I. Τότε η αντίστροφη συνάρτηση f−1 : f(I)→ I είναι γνήσια αύξουσα(αντ. ϕθίνουσα)

και συνεχής στο διάστηµα f(I).

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι η η συνάρτηση f είναι γνήσια αύξουσα(η απόδειξη είναι παρόµοια αν

η f είναι γνήσια ϕθίνουσα). Εποµένως η f είναι 1− 1.

Επειδή η f είναι συνεχής, το f(I) είναι ένα διάστηµα. Θα αποδείξουµε ότι η f−1 είναι γνήσια

αύξουσα. ΄Εστω y1, y2 ∈ f(I) µε y1 < y2. Τότε υπάρχουν x1, x2 ∈ I µε f(x1) = y1 και

f(x2) = y2. Είναι x1 < x2. Πράγµατι, αν x1 ≥ x2 τότε ϑα έχουµε

y1 = f(x1) ≥ f(x2) = y2 . (άτοπο)

΄Αρα f−1(y1) = x1 < x2 = f−1(y2), δηλαδή η f−1 είναι γνήσια αύξουσα.

Αποµένει να δείξουµε ότι η f−1 είναι συνεχής στο διάστηµα f(I). ΄Οµως το πεδίο τιµών της

f−1 είναι το διάστηµα I και εποµένως από το Θεώρηµα 2.35 έπεται ότι η f−1 είναι συνεχής στο

διάστηµα f(I).

Αν η γνήσια µονότονη και συνεχής συνάρτηση f δεν είναι ορισµένη σε διάστηµα, τότε είναι

δυνατόν η f−1 να µην είναι συνεχής.

Παράδειγµα 2.37. ΄Εστω D = [−1, 0] ∪ (1, 2]. Ορίζουµε τη συνάρτηση f : D → R µε f(x) = x

αν −1 ≤ x ≤ 0 και f(x) = x − 1 αν 1 < x ≤ 2. Η f είναι γνήσια αύξουσα και συνεχής στο D µε

πεδίο τιµών το f(D) = [−1, 1]. Παρατηρούµε ότι η αντίστροφη συνάρτηση f−1 : [−1, 1] → D µε
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f−1(x) = x αν −1 ≤ x ≤ 0 και f−1(x) = x + 1 αν 0 < x ≤ 1 είναι ασυνεχής στο σηµείο 0 (ϐλ.

Σχήµα 2.2).

x

0 y1 2

1

-1

-1

Σχήµα 2.1: Η γραφική παράσταση της f

(Παράδειγµα 2.37).

x

0 y1

1

-1

-1

Σχήµα 2.2: Η γραφική παράσταση της

f−1 (Παράδειγµα 2.37).

Αν µια συνεχής και 1− 1 συνάρτηση είναι ορισµένη σε συµπαγές σύνολο, δηλαδή σε κλειστό και

ϕραγµένο υποσύνολο του R, τότε η αντίστροφη συνάρτηση είναι συνεχής.

Θεώρηµα 2.38. ΄Εστω f : K → R συνεχής και 1 − 1 συνάρτηση στο συµπαγές σύνολο K ⊂ R.

Τότε η αντίστροφη συνάρτηση f−1 : f(K)→ K είναι συνεχής.

Παραλείπουµε την απόδειξη του ϑεωρήµατος (ϐλέπε άσκηση 5). Αν το πεδίο ορισµού µιας συνε-

χούς και 1− 1 συνάρτησης δεν είναι συµπαγές σύνολο, τότε η αντίστροφη συνάρτηση µπορεί να

µην είναι συνεχής.

Παράδειγµα 2.39. ΄Εστω το σύνολο K = [0, 1] ∪ [2, 3). Το K δεν είναι συµπαγές. Ορίζουµε τη

συνάρτηση g : K → R µε g(x) = x αν 0 ≤ x ≤ 1 και g(x) = 4−x αν 2 ≤ x < 3. Η g είναι 1−1 και

συνεχής στο K µε πεδίο τιµών το g(K) = [0, 2]. ΄Οµως η αντίστροφη συνάρτηση g−1 : [0, 2] → K

µε g−1(x) = x αν 0 ≤ x ≤ 1 και g−1(x) = 4 − x αν 1 < x ≤ 2 είναι ασυνεχής στο σηµείο 1 (ϐλ.

Σχήµα 2.4).
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x
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Σχήµα 2.3: Η γραφική παράσταση της g

(Παράδειγµα 2.39).
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Σχήµα 2.4: Η γραφική παράσταση της

g−1 (Παράδειγµα 2.39).

2.5 Ασκήσεις

1. ΄Εστω η συνάρτηση f : R→ R. Αν η f2 είναι συνεχής, ϑα είναι και και η f συνεχής ;

2. Αν οι f, g : D → R είναι συνεχείς συναρτήσεις στο σύνολο D ⊆ R, τότε και οι συναρτήσεις

max(f, g), min(f, g) ϑα είναι συνεχείς, όπου

max(f, g)(x) = max {f(x), g(x)} , min(f, g)(x) = min {f(x), g(x)} .

3. ΄Εστω g : (0,+∞)→ R συνεχής συνάρτηση, τέτοια ώστε

g(xy) = g(x) + g(y) , για κάθε x, y > 0 .

∆είξτε ότι g(x) = a lnx, για κάποιο a ∈ R και για κάθε x > 0.

Υπόδειξη. Παράδειγµα 2.5 µε f(t) := g(et).

4. (αʹ) Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : R → R είναι συνεχής στα σηµεία 0 και 1 και τέτοια

ώστε

f(x2) = f(x) , ∀x ∈ R .

(i) ∆είξτε ότι f(−x) = f(x), για κάθε x ∈ R και

f
(
x

1
2n

)
= f(x) , για κάθε x ∈ (0,+∞) και για κάθε n ∈ N .

(ii) ∆είξτε ότι η f είναι σταθερή συνάρτηση.

(ϐʹ) ∆ώστε ένα παράδειγµα µη σταθερής συνάρτησης f : R→ R µε

f(x2) = f(x) , ∀x ∈ R .
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5. Αποδείξτε το Θεώρηµα 2.38.

Υπόδειξη. ΄Εστω (yn) ακολουθία στο f(K) µε limn→∞ yn = y0 ∈ f(K). Αν xn = f−1(yn)

και x0 = f−1(y0), δείξτε ότι limn→∞ xn = x0 ∈ K.

6. ∆είξτε ότι η εξίσωση: x2 cosx+ x sinx = −1 έχει τουλάχιστον µία ϱίζα στο R.

7. Χρησιµοποιώντας τη µέθοδο διχοτόµησης να ϐρεθούν οι ϱίζες των εξισώσεων

(i) x = cosx , 0 ≤ x ≤ π

2
και (ii) 2 tanx = 3x , 0 < x <

π

2
,

µε σφάλµα < 10−2.

8. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο R, υπάρχει a > 0 τέτοιο ώστε η f να είναι µονότονη

στο διάστηµα [0, a];

Υπόδειξη. Θεωρείστε τη συνάρτηση

f(x) =


x sin

(
1
x

)
αν x 6= 0

0 αν x = 0 .

9. ΄Εστω x0 ∈ R. ∆ώστε παράδειγµα συνάρτησης f : R → R, που είναι συνεχής µόνο στο

σηµείο x0.

10. ∆είξτε µε επαγωγή ότι √
2 +

√
2 +
√

2 + · · ·︸ ︷︷ ︸
n τετραγωνικές ϱίζες

= 2 cos
π

2n+1
.

Στη συνέχεια µε τη ϐοήθεια της παραπάνω ισότητας να υπολογιστεί το όριο της ακολουθίας

(an) που ορίζεται από την αναδροµική σχέση

a1 =
√

2, an+1 =
√

2 + an , n ∈ N .

11. Αν η συνάρτηση f : R → R είναι συνεχής και περιοδική µε περίοδο T > 0, δείξτε ότι η f

είναι ϕραγµένη.

12. Να ϐρεθούν όλες οι συνεχείς συναρτήσεις f : R→ R τέτοιες ώστε f(0) = 1 και

f(2x)− f(x) = x , για κάθε x ∈ R.
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Υπόδειξη. ∆είξτε ότι για κάθε x ∈ R

f(x)− f
( x

2n

)
= x

(
1

2
+

1

22
+ · · ·+ 1

2n

)
, n ∈ N∗ .

13. ΄Εστω η συνάρτηση f : R→ R είναι συνεχής και τέτοια ώστε

|f(x)− f(y)| ≥ a|x− y| για κάθε x, y ∈ R ,

όπου a > 0. Αποδείξτε ότι η f είναι 1− 1 και επί.

14. (αʹ) ΄Εστω f, g : [a, b] → (0,∞), a < b, συνεχείς συναρτήσεις µε g(x) > f(x) για κάθε

x ∈ [a, b]. ∆είξτε ότι

υπάρχει λ > 1, τέτοιο ώστε g(x) ≥ λf(x) για κάθε x ∈ [a, b] . (∗)

Υπόδειξη. ΄Εστω η (∗) δεν ισχύει. Τότε για κάθε n ∈ N∗ υπάρχει xn ∈ [a, b] τέτοιο ώστε

g(xn) <

(
1 +

1

n

)
f(xn) .

(ϐʹ) Με κατάλληλο αντιπαράδειγµα δείξτε ότι η (α΄) δεν ισχύει αν αντικαταστήσουµε το [a, b]

µε το ανοικτό διάστηµα (a, b).

15. ΄Εστω f : R→ R συνεχής συνάρτηση. Αν f(R) ⊆ Q, δείξτε ότι η f είναι σταθερή.

16. ΄Εστω f : [a, b] → [a, b], a < b, συνεχής συνάρτηση. ∆είξτε ότι υπάρχει x0 ∈ [a, b] τέτοιο

ώστε f(x0) = x0.

17. ΄Εστω f, g : [a, b]→ [a, b], a < b, συνεχείς συναρτήσεις τέτοιες ώστε

(f(a)− g(a))(f(b)− g(b)) ≤ 0 .

∆είξτε ότι υπάρχει x0 ∈ [a, b] τέτοιο ώστε f(x0) = g(x0).

18. ΄Εστω f, g : [a, b]→ R, a < b, συνεχείς συναρτήσεις τέτοιες ώστε

max
a≤x≤b

f(x) = max
a≤x≤b

g(x) .

∆είξτε ότι υπάρχει ξ ∈ [a, b] τέτοιο ώστε f(ξ) = g(ξ).
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19. ΄Εστω f : [a, b]→ R, a < b, συνεχής συνάρτηση και έστω p1, . . . , pn > 0. Να δείξετε ότι για

κάθε x1, . . . , xn ∈ [a, b] υπάρχει x0 ∈ [a, b] τέτοιο ώστε

f(x0) =
p1f(x1) + · · ·+ pnf(xn)

p1 + · · ·+ pn
.

Ειδικά αν p1 = · · · = pn = 1, τότε

f(x0) =
1

n
(f(x1) + · · ·+ f(xn)) .

20. ΄Εστω f : [a, b] → R, a < b, συνεχής και µη σταθερή συνάρτηση µε f(a) = f(b) και

έστω m = min {f(x) : x ∈ [a, b]}, M = max {f(x) : x ∈ [a, b]}. Αν k ∈ (m,M), δείξτε ότι

υπάρχουν δύο τουλάχιστον διαφορετικά σηµεία x1, x2 ∈ [a, b] µε f(x1) = f(x2) = k.

21. ΄Εστω f : R→ R συνεχής συνάρτηση µε limx→−∞ f(x) = limx→+∞ f(x) = +∞. ∆είξτε ότι

η f έχει ελάχιστη τιµή m ∈ R.

22. ΄Εστω f : R→ R ϕραγµένη συνάρτηση και έστω g : R→ R συνεχής συνάρτηση. ∆είξτε ότι

οι συναρτήσεις f ◦ g και g ◦ f είναι ϕραγµένες.

23. (αʹ) ΄Εστω f : [a, b]→ R, a < b, αύξουσα (αντίστοιχα, γνήσια αύξουσα) συνάρτηση στο [a, b].

∆είξτε ότι υπάρχει αύξουσα (αντίστοιχα, γνήσια αύξουσα) συνάρτηση g1 : R→ R τέτοια

ώστε f(x) = g1(x) για κάθε x ∈ [a, b].

(ϐʹ) ΄Εστω f : (a, b]→ R, a < b, αύξουσα (αντίστοιχα, γνήσια αύξουσα) συνάρτηση στο (a, b].

∆είξτε ότι υπάρχει αύξουσα (αντίστοιχα, γνήσια αύξουσα) συνάρτηση g2 σ᾿ ένα ανοικτό

διάστηµα I που περιέχει το (a, b] τέτοια ώστε f(x) = g2(x) για κάθε x ∈ (a, b].

(γʹ) ΄Εστω f : [a, b)→ R, a < b, αύξουσα (αντίστοιχα, γνήσια αύξουσα) συνάρτηση στο [a, b).

∆είξτε ότι υπάρχει αύξουσα (αντίστοιχα, γνήσια αύξουσα) συνάρτηση g3 σ᾿ ένα ανοικτό

διάστηµα J που περιέχει το [a, b) τέτοια ώστε f(x) = g3(x) για κάθε x ∈ [a, b).

24. ΄Εστω λ ∈ R, λ 6= 0. ∆είξτε ότι υπάρχει συνεχής συνάρτηση f : R→ R τέτοια ώστε

f(f(x)) = λx25 , για κάθε x ∈ R ,

αν και µόνο αν λ > 0.

Υπόδειξη. Αν υπάρχει τέτοια συνεχής συνάρτηση f , δείξτε ότι η f ϑα είναι 1 − 1 και επί.

Εποµένως η f ϑα είναι γνήσια µονότονη.



Κεφάλαιο 3

Παραγώγιση

3.1 Η παράγωγος

Ορισµός 3.1. ΄Εστω f : I → R µία συνάρτηση, όπου I ⊆ R είναι ένα διάστηµα και έστω x0 ∈ I.

Θα λέµε ότι η f είναι παραγωγίσιµη στο x0, αν το όριο

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
= λ

υπάρχει. Αυτό το µοναδικό όριο λ ∈ R είναι η παράγωγος της f στο x0 και ϑα συµβολίζεται µε

f ′(x0) ή
df(x0)

dx
ή Df(x0) .

Αν το x0 είναι εσωτερικό σηµείο του διαστήµατος I, τότε x0 + h ∈ I για κάθε αρκετά µικρό h. Ο

ορισµός της παραγώγου της f στο x0 διατυπώνεται και ως εξής

f ′(x0) = lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
.

Στον ορισµό της παραγώγου το σηµείο x0 µπορεί να είναι και ένα άκρο του διαστήµατος I. Αν το

x0 είναι το αριστερό άκρο του διαστήµατος I, τότε

f ′(x0) = lim
x→x+0

f(x)− f(x0)

x− x0
= lim

h→0+

f(x0 + h)− f(x0)

h
.

Αν το x0 είναι το δεξιό άκρο του διαστήµατος I, τότε

f ′(x0) = lim
x→x−0

f(x)− f(x0)

x− x0
= lim

h→0−

f(x0 + h)− f(x0)

h
.

59
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Παράδειγµα 3.2. ΄Εστω f : R→ R συνεχής συνάρτηση στο 0 και έστω a > 1. Αν

lim
x→0

f(ax)− f(x)

x
= λ ∈ R ,

τότε η f είναι παραγωγίσιµη στο 0 µε f ′(0) = λ
a−1 .

Λύση. ΄Εστω ε > 0. Επειδή limx→0
f(ax)−f(x)

x = λ, υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε αν 0 < |x| < δ να

ισχύει∣∣∣∣f(ax)− f(x)

x
− λ
∣∣∣∣ < ε

2
(a− 1)⇔ −ε

2
(a− 1)|x| < f(ax)− f(x)− λx < ε

2
(a− 1)|x| .

Για κάθε k ∈ N είναι 0 < |x/ak| < δ και εποµένως ισχύουν οι σχέσεις

− ε
2(a− 1)|xa | < f(x)− f

(
x
a

)
− λxa < ε

2(a− 1)|xa | ,

− ε
2(a− 1)| x

a2
| < f

(
x
a

)
− f

(
x
a2

)
− λ x

a2
< ε

2(a− 1)| x
a2
| ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

− ε
2(a− 1)| xan | < f

(
x

an−1

)
− f

(
x
an

)
− λ x

an <
ε
2(a− 1)| xan | .

Προσθέτοντας κατά µέλη τις παραπάνω ανισότητες έχουµε

−ε
2

(a− 1)|x|
n∑
k=1

1

ak
< f(x)− f

( x
an

)
− λx

n∑
k=1

1

ak
<
ε

2
(a− 1)|x|

n∑
k=1

1

ak

οπότε ∣∣∣∣∣f(x)− f
( x
an

)
− λx

n∑
k=1

1

ak

∣∣∣∣∣ < ε

2
(a− 1)|x|

n∑
k=1

1

ak
<
ε

2
(a− 1)|x|

∞∑
k=1

1

ak
.

Επειδή
∞∑
k=1

1

ak
=

∞∑
k=1

(
1

a

)k
=

1/a

1− 1/a
=

1

a− 1
,

τελικά έχουµε ∣∣∣∣∣f(x)− f
( x
an

)
− λx

n∑
k=1

1

ak

∣∣∣∣∣ < ε

2
|x| . (∗)

Επειδή η f είναι συνεχής στο 0 και limn→+∞
x
an = 0, από το ϑεώρηµα µεταφοράς για συνεχείς

συναρτήσεις limn→+∞ f
(
x
an

)
= f(0). Παίρνοντας στην (∗) το n→ +∞ έχουµε∣∣∣∣f(x)− f(0)− λ

a− 1
x

∣∣∣∣ ≤ ε

2
|x| .

Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι για 0 < |x| < δ ισχύει∣∣∣∣f(x)− f(0)

x
− λ

a− 1

∣∣∣∣ ≤ ε

2
< ε
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και άρα

f ′(0) = lim
x→0

f(x)− f(0)

x
=

λ

a− 1
.

Πρόταση 3.3. ΄Εστω η συνάρτηση f : I → R είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο x0 του διαστήµατος

I. Τότε

f(x)− f(x0) = f ′(x0)(x− x0) + u(x)(x− x0) µε lim
x→x0

u(x) = 0 (3.1)

και

f(x0 + h)− f(x0) = f ′(x0)h+ ε(h)h µε lim
h→0

ε(h) = 0 . (3.2)

Απόδειξη. Ορίζουµε τη συνάρτηση

u(x) :=
f(x)− f(x0)

x− x0
− f ′(x0) , x 6= x0 .

Από τον ορισµό της u προκύπτει η (3.1) µε limx→x0 u(x) = 0. Αν

ε(h) :=
f(x0 + h)− f(x0)

h
− f ′(x0) , h 6= 0 ,

από τον ορισµό της συνάρτησης ε προκύπτει η (3.2) µε limh→0 ε(h) = 0.

Πρόταση 3.4. Αν η συνάρτηση f : I → R είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο x0 του διαστήµατος I,

τότε η f είναι συνεχής στο x0.

Απόδειξη. Απο την (3.1) έπεται ότι limx→x0 f(x) = f(x0).

Το ϑεώρηµα µεταφοράς για το όριο συνάρτησης, Θεώρηµα 1.11, συνεπάγεται το παρακάτω απο-

τέλεσµα.
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Πρόταση 3.5. ΄Εστω η συνάρτηση f : I → R και έστω x0 ∈ I, όπου I είναι ένα διάστηµα.

Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο x0 µε παράγωγο f ′(x0) = λ αν και µόνο αν για κάθε

ακολουθία (xn) σηµείων του I \ {x0} που συγκλίνει στο x0, η ακολουθία(
f(xn)− f(x0)

xn − x0

)
συγκλίνει στο λ .

Παράδειγµα 3.6. ΄Εστω η συνάρτηση f : R→ R µε

f(x) =


x2 αν x ∈ Q ,

0 αν x ∈ R \Q .

Η f δεν είναι συνεχής στο R \ {0}. ΄Οµως η f είναι παραγωγίσιµη στο 0 µε f ′(0) = 0.

Λύση. (i) ΄Εστω x ∈ R, x 6= 0. Αν (ρn) είναι ακολουθία ϱητών αριθµών µε limn→∞ ρn = x, τότε

limn→∞ f(ρn) = limn→∞ ρ
2
n = x2. Αν (αn) είναι ακολουθία άρρητων αριθµών µε limn→∞ αn =

x, τότε limn→∞ f(αn) = 0.

Είναι limn→∞ f(ρn) 6= limn→∞ f(αn) αν και µόνο αν x2 6= 0 ⇔ x 6= 0. Εποµένως το ϑεώρηµα

µεταφοράς για συνεχείς συναρτήσεις συνεπάγεται ότι η f δεν είναι συνεχής στο R \ {0}.

(ii) Είναι

f(x)− f(0)

x
=


x αν x ∈ Q ,

0 αν x ∈ R \Q .

΄Εστω (xn), xn 6= 0, ακολουθία πραγµατικών αριθµών µε xn → 0. Επειδή f(xn)−f(0)
xn

= 0 αν xn

άρρητος, µπορούµε να υποθέσουµε ότι η (xn) είναι ακολουθία ϱητών αριθµών. Τότε

lim
n→∞

f(xn)− f(0)

xn
= lim

n→∞
xn = 0

και εποµένως από την Πρόταση 3.5 έχουµε f ′(0) = 0.

Παράδειγµα 3.7. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : I → R είναι παραγωγίσιµη στο εσωτερικό

σηµείο a του διαστήµατος I. Αν (xn), (yn) είναι δύο ακολουθίες σηµείων του I µε limn→∞ xn =

limn→∞ yn = a και xn < a < yn για κάθε n ∈ N∗, τότε

lim
n→∞

f(yn)− f(xn)

yn − xn
= f ′(a) .
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Λύση. 1ος τρόπος. Από την υπόθεση, για κάθε n ∈ N∗ είναι

f(yn)− f(xn)

yn − xn
=
f(xn)− f(a)

xn − a
· a− xn
yn − xn

+
f(yn)− f(a)

yn − a
· yn − a
yn − xn

, (∗)

όπου

0 < tn :=
yn − a
yn − xn

< 1 και 0 <
a− xn
yn − xn

= 1− tn < 1 .

Εποµένως για κάθε n ∈ N∗ από την (∗) έχουµε ξn = (1− tn)αn + tnβn, 0 < tn < 1, όπου

ξn :=
f(yn)− f(xn)

yn − xn
, αn :=

f(xn)− f(a)

xn − a
και βn :=

f(yn)− f(a)

yn − a
.

∆ηλαδή για κάθε n ∈ N∗ το ξn ϐρίσκεται µεταξύ των αn και βn και κατά συνέπεια

min{αn, βn} <
f(yn)− f(xn)

yn − xn
< max{αn, βn} .

Ισοδύναµα έχουµε

αn + βn − |αn − βn|
2

<
f(yn)− f(xn)

yn − xn
<
αn + βn + |αn − βn|

2
, (∗∗)

για κάθε n ∈ N∗. Επειδή από την Πρόταση 3.5 είναι limn→∞ αn = βn = f ′(a), από τη (∗∗) έπεται

ότι

lim
n→∞

f(yn)− f(xn)

yn − xn
= f ′(a) .

2ος τρόπος. Αν εφαρµόσουµε τη σχέση (3.1) µε a στη ϑέση του x0, τότε

f(yn)− f(xn)

yn − xn
− f ′(a) = u(xn)

a− xn
yn − xn

+ u(yn)
yn − a
yn − xn

.

Επειδή limx→a u(x) = 0 και limn→∞ xn = limn→∞ yn = a, από το ϑεώρηµα µεταφοράς έχουµε

limn→∞ u(xn) = limn→∞ u(yn) = 0 και εποµένως∣∣∣∣f(yn)− f(xn)

yn − xn
− f ′(a)

∣∣∣∣ ≤ |u(xn)| a− xn
yn − xn

+ |u(yn)| yn − a
yn − xn

< |u(xn)|+ |u(yn)| −−−→
n→∞

0 .

΄Αρα

lim
n→∞

f(yn)− f(xn)

yn − xn
= f ′(a) .
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Παράδειγµα 3.8. ΄Εστω η συνάρτηση f : [a, b]→ R είναι παραγωγίσιµη στο κλειστό και ϕραγµένο

διάστηµα [a, b]. Αν οι συναρτήσεις f , f ′ δεν έχουν καµία κοινή ϱίζα στο διάστηµα [a, b], τότε το

σύνολο των ϱιζών της f στο διάστηµα [a, b] είναι πεπερασµένο.

Λύση. Η απόδειξη ϑα γίνει µε την εις άτοπο απαγωγή. Υποθέτουµε ότι το σύνολο Z(f) :=

{x ∈ [a, b] : f(x) = 0} δεν είναι πεπερασµένο, δηλαδή το σύνολο των ϱιζών της f στο διάστηµα

[a, b] δεν είναι πεπερασµένο. Τότε υπάρχει ακολουθία (xn) ξένων ανά δύο στοιχείων του συνόλου

Z(f). Είναι f(xn) = 0 για κάθε n ∈ N∗. Η ακολουθία (xn) είναι ϕραγµένη και εποµένως από το

ϑεώρηµα Bolzano-Weierstrass για ακολουθίες υπάρχει υπακολουθία (xkn) µε limn→∞ xkn = c.

Είναι a ≤ xkn ≤ b για κάθε n ∈ N∗ και κατά συνέπεια το c ∈ [a, b]. Επειδή η f είναι συνεχής

συνάρτηση, από το ϑεώρηµα µεταφοράς για συνεχείς συναρτήσεις limn→∞ f(xkn) = f(c). ΄Οµως

f(xkn) = 0 για κάθε n ∈ N∗ οπότε και f(c) = 0, δηλαδή το c είναι ϱίζα της f . Επειδή η f είναι

παραγωγίσιµη στο c ∈ [a, b], από την Πρόταση 3.5 έχουµε

f ′(c) = lim
n→∞

f(xkn)− f(c)

xkn − c
= 0 .

Εποµένως f(c) = f ′(c) = 0, δηλαδή το c ∈ [a, b] είναι µία κοινή ϱίζα των f και f ′ που είναι

άτοπο. ΄Αρα το σύνολο των ϱιζών της f στο διάστηµα [a, b] είναι πεπερασµένο.

Ορισµός 3.9. ΄Εστω f : I → R µία συνάρτηση, όπου I ⊆ R είναι ένα διάστηµα. Αν x0 ∈ I µε

I ∩ (x0,∞) 6= ∅, η δεξιά παράγωγος της f στο x0, συµβολίζεται f ′+(x0), ορίζεται ως εξής

f ′+(x0) = lim
h→0+

f(x0 + h)− f(x0)

h
,

αν το όριο υπάρχει. Παρόµοια, αν x0 ∈ I µε (−∞, x0)∩ I 6= ∅, η αριστερή παράγωγος της f στο

x0, συµβολίζεται f ′−(x0), ορίζεται ως εξής

f ′−(x0) = lim
h→0−

f(x0 + h)− f(x0)

h
,

αν το όριο υπάρχει.

Αν το x0 είναι εσωτερικό σηµείο του διαστήµατος I, τότε η παράγωγος f ′(x0) υπάρχει αν και

µόνο αν οι πλευρικές παράγωγοι f ′−(x0) και f ′+(x0) υπάρχουν και είναι ίσες. Αν το x0 είναι το

αριστερό(αντ. δεξιό) άκρο του διαστήµατος I, τότε η παράγωγος f ′(x0) υπάρχει αν και µόνο αν η

f ′+(x0)(αντ. η f ′−(x0)) υπάρχει.
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Παρατηρήσεις 3.10. 1. ΄Εστω f παραγωγίσιµη συνάρτηση σε µια περιοχή (x0 − δ, x0 + δ)

του x0 ∈ R. Σηµειώνουµε τη διαφορά µεταξύ των πλευρικών παραγώγων f ′+(x0), f ′−(x0)

και των πλευρικών ορίων f ′(x0+) = limx→x+0
f ′(x), f ′(x0−) = limx→x−0

f ′(x) της f ′ αντί-

στοιχα. Η f ′+(x0)(αντ.f ′−(x0)) είναι η δεξιά(αντ. αριστερή) παράγωγος της f στο x0, ενώ το

f ′(x0+)(αντ.f ′(x0−)) είναι το όριο από δεξιά(αντ. αριστερά) της f ′ στο x0.

2. Αν η f ′ δεν είναι συνεχής στο x0, τότε ένα τουλάχιστον από τα πλευρικά όρια f ′(x0+) και

f ′(x0−) δεν υπάρχει. Ισοδύναµα, αν και τα δύο πλευρικά όρια f ′(x0+), f ′(x0−) υπάρχουν,

τότε f ′(x0+) = f ′(x0−) = f ′(x0), δηλαδή η f ′ είναι συνεχής στο x0(Πρόταση 3.47).

Παράδειγµα 3.11. ΄Εστω η συνάρτηση f : R→ R µε

f(x) =


x2 sin 1

x αν x 6= 0

0 αν x = 0 .

Επειδή

f ′(0) = lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0
x sin

1

x
= 0 ,

η f είναι παραγωγίσιµη στο R µε

f ′(x) =


2x sin 1

x − cos 1
x αν x 6= 0

0 αν x = 0 .
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Τα πλευρικά όρια f ′(0+) = limx→0+ f
′(x) και f ′(0−) = limx→0− f

′(x) της f ′ δεν υπάρχουν.

Πράγµατι, έστω xn = 1/2nπ και yn = 1/(2nπ + π/2), n ∈ N∗. Τότε xn, yn → 0, ενώ

f ′(xn) = − cos 2nπ = −1 και f ′(yn) =
2

2nπ + π/2
, για κάθε n ∈ N∗ .

∆ηλαδή f ′(xn) → −1 και f ′(yn) → 0. Εποµένως το limx→0+ f
′(x) δεν υπάρχει. Παρόµοια, το

limx→0− f
′(x) δεν υπάρχει. ΄Αρα η f ′ είναι ασυνεχής στο 0 και τα δύο πλευρικά όρια f ′(0+),

f ′(0−) δεν υπάρχουν. Η f ′ παρουσιάζει ασυνέχεια δεύτερου είδους στο 0.

∆ίνουµε στη συνέχεια τις ϐασικές ιδιότητες της παραγώγισης (παραλείπουµε τις αποδείξεις).

Πρόταση 3.12. ΄Εστω οι συναρτήσεις f, g : I → R είναι παραγωγίσιµες στο σηµείο x0 του διαστή-

µατος I και έστω α ∈ R. Τότε,

(αʹ) Η συνάρτηση (αf) είναι παραγωγίσιµη στο x0 µε

(αf)′(x0) = αf ′(x0) .

(ϐʹ) Η συνάρτηση f + g είναι παραγωγίσιµη στο x0 µε

(f + g)′(x0) = f ′(x0) + g′(x0) .

(γʹ) Η συνάρτηση fg είναι παραγωγίσιµη στο x0 µε

(fg)′(x0) = f ′(x0)g(x0) + f(x0)g
′(x0) .

(δʹ) Αν g′(x0) 6= 0, η συνάρτηση f/g είναι παραγωγίσιµη στο x0 µε(
f

g

)′
(x0) =

f ′(x0)g(x0)− f(x0)g
′(x0)

(g(x0))2
.

Παράγωγοι ανώτερης τάξης

Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα I, τότε η παράγωγος f ′ είναι µία συνάρτηση

στο I. Αν η f ′ είναι παραγωγίσιµη στο x0 ∈ I, τότε η f έχει δεύτερη παράγωγο x0 η οποία
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συµβολίζεται µε f ′′(x0). ∆ηλαδή,

f ′′(x0) = lim
h→0

f ′(x0 + h)− f ′(x0)
h

.

Παρόµοια µπορούµε να ορίσουµε την τρίτη παράγωγο της f στο x0 η οποία συµβολίζεται µε

f ′′′(x0) ή f (3)(x0).

Γενικά, έστω για κάποιο n ∈ N ορίζεται η f (n−1) στο διάστηµα I. Αν η f (n−1) είναι παραγωγίσιµη

στο x0 ∈ I, αυτή η παράγωγος λέγεται n-οστή παράγωγο της f στο x0 και συµβολίζεται µε

f (n)(x0) ή
dnf(x0)

dxn
ή D(n)f(x0) .

Για τη n-οστή παράγωγο έχουµε τις παρακάτω ιδιότητες :

Πρόταση 3.13. ΄Εστω οι συναρτήσεις f, g : I → R είναι n-ϕορές παραγωγίσιµες στο σηµείο x0 του

διαστήµατος I και έστω α ∈ R. Τότε,

(αʹ) Η συνάρτηση (αf) είναι n-ϕορές παραγωγίσιµη στο x0 µε

(αf)(n)(x0) = αf (n)(x0) .

(ϐʹ) Η συνάρτηση f + g είναι n-ϕορές παραγωγίσιµη στο x0 µε

(f + g)(n)(x0) = f (n)(x0) + g(n)(x0) .

(γʹ) (Τύπος του Leibniz) Η συνάρτηση fg είναι n-ϕορές παραγωγίσιµη στο x0 µε

(fg)(n)(x0) =
n∑
k=0

(
n

k

)
f (n−k)(x0)g

(k)(x0) ,

όπου
(
n
k

)
= n!

k!(n−k)! = n(n−1)···(n−k+1)
1·2·3···k .

Επαγωγικά αποδεικνύεται ότι οι n-οστές παράγωγοι του ηµιτόνου και του συνηµιτόνου δίνονται

από τους τύπους

(sinx)(n) = sin
(
x+ n

π

2

)
και (cosx)(n) = cos

(
x+ n

π

2

)
.
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3.1.1 Το διαφορικό συνάρτησης

Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : I → R είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο x0 του διαστήµατος I.

Τότε από την (3.2) έχουµε

f(x0 + h)− f(x0) = f ′(x0)h+ ε(h)h µε lim
h→0

ε(h) = 0 .

Εποµένως

lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)− f ′(x0)h
h

= 0 .

Το παραπάνω όριο συµβολίζεται και ως εξής :

f(x0 + h)− f(x0)− f ′(x0)h = o(h) (h→ 0) .

Ισοδύναµα,

f(x0 + h) = f(x0) + f ′(x0)h+ o(h) (h→ 0) (3.3)

και

f(x0 + h)− f(x0) = f ′(x0)h+ o(h) (h→ 0) .

Για h αρκετά µικρό η διαφορά f(x0 + h)− f(x0) προσεγγίζεται από το f ′(x0)h, δηλαδή

f(x0 + h)− f(x0) ≈ f ′(x0)h για h αρκετά µικρό .

Ορισµός 3.14. ΄Εστω η συνάρτηση f : I → R είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο x0 του διαστήµατος

I. Το διαφορικό της συνάρτησης f στο σηµείο x0, συµβολίζεται µε df(x0), είναι µια γραµµική

συνάρτηση df(x0) : R→ R µε

df(x0)(h) := f ′(x0)h .

Εποµένως

f(x0 + h)− f(x0) ≈ df(x0)(h) για h αρκετά µικρό . (3.4)
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θ

A

B

C

x0 +hx0 x

y

y=f(x)

+h,x0
f(        )+hx0( )

x0 , f(   )( )x0

Στο παραπάνω σχήµα η διαφορά f(x0+h)−f(x0) = AC και το διαφορικό df(x0)(h) = f ′(x0)h =

AB. Παρατηρούµε ότι για αρκετά µικρό h το AC προσεγγίζεται από το AB.

Θεωρούµε τώρα την ταυτοτική συνάρτηση id(x) := x. Το διαφορικό της ταυτοτικής συνάρτησης

είναι

dx(h) = x′h = h , για κάθε h ∈ R . (3.5)

Αν η συνάρτηση f : I → R είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο x0 του διαστήµατος I, από τον Ορισµό

3.14 έχουµε

df(x0)(h) = f ′(x0)h

= f ′(x0)dx(h) (από την (3.5))

= (f ′(x0)dx)(h) , για κάθε h ∈ R .

Εποµένως

df(x0) = f ′(x0)dx . (3.6)

Από τον Ορισµό 3.14 το df(x0) είναι µία γραµµική συνάρτηση. Επίσης το dx, το διαφορικό

της ταυτοτικής συνάρτησης, είναι γραµµική συνάρτηση. Επειδή η παράγωγος f ′(x0) είναι ένας

πραγµατικός αριθµός, έπεται ότι και το γινόµενο f ′(x0)dx είναι γραµµική συνάρτηση. ΄Αρα στην

(3.6) έχουµε ισότητα γραµµικών συναρτήσεων. Λόγω της ισότητας (3.6), η παράγωγος f ′(x0)



70 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗ

συµβολίζεται και
df(x0)

dx
.

Αν η συνάρτηση y = f(x) είναι παραγωγίσιµη για κάθε x στο διάστηµα I, τότε έχουµε

df(x) = f ′(x)dx ή dy = f ′(x)dx .

Η παράγωγος f ′(x) συµβολίζεται και
dy

dx
. (συµβολισµός Leibniz)

Παράδειγµα 3.15. Η ϑεµοκρασία T σε ένα σηµείο µιας µεταλλικής ϱάβδου τη χρονική στιγµή t

δίνεται από τον τύπο

T (t) := 100◦
(

1− 2√
π

)∫ 8/
√
t

0
e−x

2
dx .

Αν T (64) = 15, 73◦, µετά πόσο χρόνο ∆t, κατά προσέγγιση, η ϑερµοκρασία ϑα είναι T (64 + ∆t) =

17◦;

Λύση. Για ∆t αρκετά µικρό, από την (3.4) έχουµε

T (64 + ∆t)− T (64) ≈ dT (64)(∆t) = T ′(64)∆t⇔ 17◦ − 15, 73◦ ≈ T ′(64)∆t

και εποµένως

∆t ≈ 1, 27◦

T ′(64)
.

Η παράγωγος της T , παραπέµπουµε στο Πόρισµα 5.38, είναι

T ′(t) = 100◦
(
− 2√

π
e−(8/

√
t)2(8/

√
t)′
)

= 100◦ · 8
√
π
√
t3
e−64/t

και εποµένως T ′(64) = 100◦ · 1
64
√
π
e−1. ΄Αρα,

∆t ≈ 1, 27◦

100◦
64e
√
π ≈ 3, 9 .

3.1.2 Ο κανόνας αλυσίδας
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Θεώρηµα 3.16 (Κανόνας αλυσίδας). ΄Εστω I, J δύο διαστήµατα. Αν η συνάρτηση f : I → R

είναι παραγωγίσιµη στο x0 ∈ I και η συνάρτηση g : J → R, µε f(I) ⊆ J , είναι παραγωγίσιµη στο

y0 = f(x0) ∈ J , τότε η συνάρτηση h = g ◦ f : I → R είναι παραγωγίσιµη στο x0 και ισχύει ο τύπος

h′(x0) = (g ◦ f)′(x0) = g′(f(x0))f
′(x0) . (κανόνας αλυσίδας)

Απόδειξη. Επειδή η συνάρτηση y = f(x) είναι παραγωγίσιµη στο x0 ∈ I, από την (3.1) έχουµε

f(x)− f(x0) = (f ′(x0) + u(x))(x− x0) µε lim
x→x0

u(x) = 0 . (3.7)

Παρόµοια, επειδή η g είναι παραγωγίσιµη στο y0 = f(x0) ∈ J , από την (3.1) έχουµε

g(y)− g(y0) = (g′(y0) + v(y))(y − y0) µε lim
y→y0

v(y) = 0 . (3.8)

Είναι

h(x)− h(x0) = g(f(x))− g(f(x0))

= (g′(y0) + v(y))(f(x)− f(x0)) (από την (3.8))

= (g′(y0) + v(y))(f ′(x0) + u(x))(x− x0) . (από την (3.7))

Εποµένως για κάθε x 6= x0 είναι

h(x)− h(x0)

x− x0
= (g′(y0) + v(y))(f ′(x0) + u(x)) . (3.9)

Επειδή η y = f(x) είναι συνεχής στο x0,

x→ x0 ⇒ f(x)→ f(x0) , δηλαδή y → y0 .

΄Αρα από την (3.9) έπεται ότι

h′(x0) = lim
x→x0

h(x)− h(x0)

x− x0
= g′(y0)f

′(x0) = g′(f(x0))f
′(x0) .



72 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗ

Παρατήρηση 3.17. ΄Εστω η συνάρτηση f : I → R είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα I και η

συνάρτηση g : J → R, µε f(I) ⊆ J , είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα J . Από το προηγούµενο

ϑεώρηµα η συνάρτηση h = g ◦ f : I → R ϑα είναι παραγωγίσιµη στο I µε

h′(x) = (g ◦ f)′(x) = g′(f(x))f ′(x) , για κάθε x ∈ I . (κανόνας αλυσίδας)

Αν ϑέσουµε y = f(x) και z = g(y) = g(f(x)), µε το συµβολισµό Leibniz ο κανόνας αλυσίδας

εκφράζεται ως εξής

dz

dx
=

dz

dy
· dy

dx
.

Παράδειγµα 3.18. Θεωρούµε την εξίσωση Euler

3x2y′′(x) + 11xy′(x)− 3y(x) = 0⇔ 3x2
d2y

dx2
+ 11x

dy

dx
− 3y = 0 , x > 0 . (3.10)

Η διαφορική εξίσωση (3.10) µε την αντικατάσταση x = et µετασχηµατίζεται στη γραµµική διαφορική

εξίσωση µε σταθερούς συντελεστές

3
d2y∗

dt2
+ 8

dy∗

dt
− 3y∗ = 0 , (3.11)

όπου y∗(t) = y(et). Η γενική λύση της (3.11) είναι

y∗(t) = c1e
−3t + c2e

t/3 , c1, c2 ∈ R .

Εποµένως η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης (3.10) είναι

y(x) = c1x
−3 + c2x

1/3 , c1, c2 ∈ R .

Λύση. Ως γνωστόν x = et ⇔ t = lnx, x > 0. Επειδή y(x) = y∗(t(x)), όπου t(x) = lnx, x > 0,

χρησιµοποιώντας τον κανόνα αλυσίδας έχουµε

dy

dx
=

dy∗

dt
· dt

dx
=

dy∗

dt
· 1

x
=

dy∗

dt
· 1

et
= e−t

dy∗

dt
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και

d2y

dx2
=

d

dx

(
dy

dx

)
=

d

dx

(
e−t

dy∗

dt

)
=

d

dt

(
e−t

dy∗

dt

)
· dt

dx
(κανόνας αλυσίδας)

=

(
e−t

d2y∗

dt2
− e−t

dy∗

dt

)
· 1

x

=

(
e−t

d2y∗

dt2
− e−t

dy∗

dt

)
· 1

et
= e−2t

d2y∗

dt2
− e−2t

dy∗

dt
.

Αντικαθιστώντας το x, το dy
dx και το d2y

dx2
στη διαφορική εξίσωση (3.10), παίρνουµε

3e2t ·
(

e−2t
d2y∗

dt2
− e−2t

dy∗

dt

)
+ 11et

(
e−t

d∗y

dt

)
− 4y∗ = 0

και ισοδύναµα

3
d2y∗

dt2
+ 8

dy∗

dt
− 3y∗ = 0 .

3.1.3 Παραγώγιση αντίστροφης συνάρτησης

Θεώρηµα 3.19 (Παράγωγος αντίστροφης συνάρτησης). ΄Εστω f : I → R µια συνεχής και

γνήσια µονότονη συνάρτηση στο διάστηµα I. Αν η f είναι παραγωγίσιµη στο x0 ∈ I µε f ′(x0) 6= 0,

τότε η αντίστροφη συνάρτηση f−1 είναι παραγωγίσιµη στο y0 = f(x0) και ισχύει

(f−1)′(y0) =
1

f ′(x0)
. (3.12)

Απόδειξη. Πρέπει να δείξουµε ότι το όριο

lim
h→0

f−1(y0 + h)− f−1(y0)
h

υπάρχει και ισούται µε 1/f ′(x0). Παίρνουµε το h αρκετά µικρό, h 6= 0, έτσι ώστε το y0 + h να

ανήκει στο πεδίο ορισµού της f−1(δηλαδή στο πεδίο τιµών της f ). Επειδή η f είναι 1−1, υπάρχει



74 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗ

µοναδικό t 6= 0 τέτοιο ώστε y0 + h = f(x0 + t). Τότε

h = f(x0 + t)− y0 = f(x0 + t)− f(x0) .

Επίσης x0 + t = f−1(y0 + h) και κατά συνέπεια

t = f−1(y0 + h)− x0 = f−1(y0 + h)− f−1(y0) .

Επειδή ως γνωστόν η f−1 είναι συνεχής, limh→0[f
−1(y0 + h) − f−1(y0)] = 0. ∆ηλαδή το t → 0

καθώς το h→ 0 και εποµένως

lim
h→0

f−1(y0 + h)− f−1(y0)
h

= lim
t→0

t

f(x0 + t)− f(x0)

= lim
t→0

1
f(x0+t)−f(x0)

t

=
1

f ′(x0)
.

΄Αρα η παράγωγος (f−1)′(y0) υπάρχει και ισούται µε 1/f ′(x0).

Παρατήρηση 3.20. Αν γνωρίζαµε ότι η αντίστροφη συνάρτηση f−1 είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο

y0 = f(x0), τότε η απόδειξη του τύπου (3.12) προκύπτει εύκολα χρησιµοποιώντας τον κανόνα

αλυσίδας. Πράγµατι, επειδή f−1(f(x)) = x για κάθε x ∈ I, έχουµε

(f−1)′(f(x0)) · f ′(x0) = 1 και εποµένως (f−1)′(y0) =
1

f ′(x0)
.

‘‘Γεωµετρική απόδειξη’’ του ϑεωρήµατος 3.19: Υποθέτουµε ότι η συνεχής και γνήσια αύ-

ξουσα συνάρτηση y = f(x) είναι παραγωγίσιµη σ᾿ ένα σηµείο x0 του διαστήµατος I µε

f ′(x0) 6= 0. ΄Εστω y0 = f(x0).
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θ

x0 x

y

y=f(x)

x0 ,( )y
0 y

0

φ

Ο A

B

Αν tan θ είναι η κλίση της εφαπτοµένης της καµπύλης y = f(x) στο σηµείο (x0, y0), τότε

f ′(x0) = tan θ. Επίσης (f−1)′(y0) = tanϕ. Επειδή θ + ϕ = π/2, είναι

tanϕ = tan
(π

2
− θ
)

= cot θ =
1

tan θ
και εποµένως (f−1)′(y0) =

1

f ′(x0)
.

Πώς ϐρίσκουµε το γράφηµα της αντίστροφης συνάρτησης y = f−1(x); Αρκεί να εναλλά-

ξουµε τους άξονες Ox και Oy. ΄Οµως τώρα οι άξονες δεν ϑα ϐρίσκονται στην κανονική

τους ϑέση. Για να δούµε το γράφηµα της αντίστροφης συνάρτησης y = f−1(x) µε τους

άξονες στην κανονική τους ϑέση, κάνουµε το παραπάνω σχήµα σε µια κόλλα χαρτί και

στη συνέχεια εναλλάσσουµε τους άξονες Ox και Oy. Μετά στρέφουµε την κόλλα 90◦ µε

ϕορά αντίθετη της κίνησης των δεικτών του ϱολογιού και κοιτάζουµε το σχήµα από το πίσω

µέρος της κόλλας. Αυτό που ϐλέπει κανείς είναι το γράφηµα της y = f−1(x), που ως

γνωστόν είναι το συµµετρικό του γραφήµατος της y = f(x) ως προς την ευθεία y = x, µε

τους άξονες στην κανονική τους ϑέση. Επίσης, η γωνία που σχηµατίζει η εφαπτοµένη της

καµπύλης y = f−1(x) στο σηµείο (x0, y0) µε τον άξονα Ox είναι η ϕ και εποµένως η κλίση

της εφαπτοµένης της καµπύλης y = f−1(x) στο σηµείο (x0, y0) ισούται µε tanϕ.

Αν υποθέσουµε ότι η συνάρτηση f : I → R είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα I µε f ′(x) 6= 0 για

κάθε x ∈ I, τότε από το ϑεώρηµα Darboux, παραπέµπουµε στο Πόρισµα 3.52, έπεται ότι η f ϑα

είναι γνήσια µονότονη στο I. Εποµένως από το Θεώρηµα 3.19 προκύπτει ότι :
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Θεώρηµα 3.21 (Παραγώγιση αντίστροφης συνάρτησης). Υποθέσουµε ότι η συνάρτηση f : I → R

είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα I µε f ′(x) 6= 0 για κάθε x ∈ I. Τότε η συνάρτηση f αντιστρέφεται,

η αντίστροφή της f−1 είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα f(I) και ισχύει

(f−1)′(y) =
1

f ′(x)
, για κάθε y ∈ f(I) . (3.13)

Σηµείωση. Επειδή y = f(x) ⇔ x = f−1(y), χρησιµοποιώντας το συµβολισµό του Leibniz ο τύπος

(3.13) γράφεται και στη µορφή
dx

dy
=

1
dy
dx

. (3.14)

Παράδειγµα 3.22. (i) Η συνάρτηση f : R→ R µε

f(x) :=

∫ x+1

0
(1 + cos(cos t)) dt

αντιστρέφεται και η παράγωγος (f−1)′(0) = (1 + cos 1)−1.

(ii) Η συνάρτηση g : R→ R µε g(x) = x− sinx αντιστρέφεται και το όριο

lim
y→0

g−1(y)
3
√
y

=
3
√

6 .

Λύση.

(i) Είναι f ′(x) = 1 + cos(cos(x+ 1)) > 0 για κάθε x ∈ R, δηλαδή η συνάρτηση f είναι γνήσια

αύξουσα και εποµένως αντιστρέφεται. Επειδή f(−1) = 0 ⇔ f−1(0) = −1, από τον τύπο

(3.12) έχουµε

(f−1)′(0) =
1

f ′(−1)
=

1

1 + cos(cos 0)
=

1

1 + cos 1
.

(ii) Είναι g′(x) = 1− cosx ≥ 0 και η ισότητα ισχύει αν και µόνο αν x = 2kπ, k ∈ Z. Εποµένως

η συνεχής συνάρτηση g είναι γνήσια αύξουσα στο R και κατά συνέπεια αντιστρέφεται. Η

αντίστροφη συνάρτηση g−1 ϑα είναι συνεχής και γνήσια αύξουσα. Είναι g(0) = 0 οπότε και

g−1(0) = 0. Επειδή x = g−1(y)⇔ y = g(x) και limy→0 g
−1(y) = g−1(0) = 0, έπεται ότι το
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x→ 0 καθώς το y → 0. ΄Εχουµε

lim
y→0

(
g−1(y)

3
√
y

)3

= lim
x→0

x3

g(x)

= lim
x→0

3x2

1− cosx
= lim

x→0

6x

sinx
= lim

x→0

6

cosx
= 6 (κανόνας L’Hôpital)

και εποµένως

lim
y→0

g−1(y)
3
√
y

=
3
√

6 .

Παράδειγµα 3.23. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη µε παράγωγο

f ′(x) = (1 + x3)−1/2 για κάθε x ∈ I = (−1,∞) ,

τότε η αντίστροφη συνάρτηση g = f−1 ικανοποιεί τη σχέση

g′′(x) =
3

2
g(x)2 για κάθε x ∈ f(I) .

Λύση. Επειδή f ′(x) > 0 για κάθε x ∈ (−1,∞), η συνάρτηση f είναι γνήσια αύξουσα στο

διάστηµα I = (−1,∞).

1ος τρόπος. Για κάθε x ∈ f(I) έχουµε

g′(x) = (f−1)′(x) =
1

f ′(f−1(x))
(από την (3.13))

=
{

1 + [f−1(x)]3
}1/2

και εποµένως

g′′(x) =
3

2

[f−1(x)]2(f−1)′(x)

{1 + [f−1(x)]3}1/2
=

3

2
[f−1(x)]2 =

3

2
g(x)2 .

2ος τρόπος. Για κάθε y ∈ f(I) έχουµε

g′(y) = (f−1)′(y) =
1

f ′(x)
(από την (3.13))

= (1 + x3)1/2
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και εποµένως

g′′(y) =
d

dy
(1 + x3)1/2

=
d

dx
(1 + x3)1/2

dx

dy
(κανόνας αλυσίδας)

=
1

2
(1 + x3)−1/23x2 · 1

dy/dx
(από την (3.14))

=
3

2
x2(1 + x3)−1/2 · 1

(1 + x3)−1/2
( dydx = f ′(x) = (1 + x3)−1/2)

=
3

2
x2 =

3

2
g(y)2 .

Παράδειγµα 3.24. Αν η συνάρτηση f : I → R είναι δύο ϕορές παραγωγίσιµη στο διάστηµα I µε

f ′(x) 6= 0 για κάθε x ∈ I, τότε η δεύτερη παραγωγος της αντίστροφης συνάρτησης f−1 υπάρχει και

είναι

(f−1)′′(y) = − f ′′(x)

(f ′(x))3
, για κάθε y ∈ f(I) .

Αν η f είναι τρεις ϕορές παραγωγίσιµη στο διάστηµα I, να υπολογιστεί η (f−1)′′′(y).

Λύση. Αν y = f(x), τότε x = f−1(y) και

(f−1)′(y) =
1

f ′(x)
ή

dx

dy
=

1
dy
dx

.

Εποµένως

(f−1)′′(y) =
d2x

dy2
=

d

dy

(
1
dy
dx

)

=
d

dx

(
1
dy
dx

)
· dx

dy
(κανόνας αλυσίδας)

= − 1(
dy
dx

)2 · d2y

dx2
· dx

dy

= − 1(
dy
dx

)3 · d2y

dx2
= − f ′′(x)

(f ′(x))3
.

Αν παραγωγίσουµε και πάλι ως προς y, µε παρόµοιο τρόπο αποδεικνύεται ότι

(f−1)′′′(y) =
3(f ′′(x))2 − f ′(x)f ′′′(x)

(f ′(x))5
.
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3.2 Τριγωνοµετρικές συναρτήσεις και οι αντίστροφές τους

• y = sinx

Η συνάρτηση y = sinx είναι γνήσια µονότονη και συνεχής σε κάθε διάστηµα της µορφής

Ik =
[
kπ − π

2
, kπ +

π

2

]
, k ∈ Z

και έχει πεδίο τιµών το [−1, 1]. Σε κάθε ένα από τα διαστήµατα Ik η y = sinx αντιστρέφεται.

Η αντίστροφή της συµβολίζεται y = arcsinx ή y = sin−1 x, έχει πεδίο ορισµού το [−1, 1]

και πεδίο τιµών το Ik. Η y = arcsinx είναι συνεχής και γνήσια µονότονη µε το ίδιο είδος

µονοτονίας µε την y = sinx.

Ειδικά για k = 0 η y = sinx είναι γνήσια αύξουσα και συνεχής στο διάστηµα
[
−π

2 ,
π
2

]
. Η

αντίστροφή της, συµβολίζεται µε y = arcsinx ή y = sin−1 x και λέγεται πρωτεύον τόξο

ηµιτόνου, είναι συνεχής, γνήσια αύξουσα συνάρτηση µε πεδίο ορισµού το [−1, 1] και πεδίο

τιµών το
[
−π

2 ,
π
2

]
.

x

y

Ο

y=sinx

y=arcsinx y=x

Εποµένως

y = arcsinx⇔ x = sin y και −π
2
≤ y ≤ π

2
.

Είναι

arcsin(sinx) = x για −π
2
≤ x ≤ π

2

sin(arcsinx) = x για −1 ≤ x ≤ 1.
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΄Εστω y = arcsinx µε x ∈ (−1, 1). Τότε, x = sin y µε y ∈ (−π/2, π/2) και εποµένως

(arcsinx)′ =
dy

dx
=

1
dx
dy

=
1

d
dy (sin y)

=
1

cos y
=

1√
1− sin2 y

=
1√

1− x2
, ∀x ∈ (−1, 1) .

΄Αρα
d

dx
(arcsinx) =

1√
1− x2

, −1 < x < 1∫
1√

1− x2
= arcsinx+ c , −1 < x < 1 .

Πιο γενικά έχουµε

d

dx
(arcsin

x

a
) =

1√
a2 − x2

, −a < x < a, a > 0∫
1√

a2 − x2
= arcsin

x

a
+ c , −a < x < a, a > 0 .

Παράδειγµα 3.25. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα∫ 1+
√
2

√
2

1√
2
√

2x− x2
dx .

Λύση. Είναι∫ 1+
√
2

√
2

1√
2
√

2x− x2
dx =

∫ 1+
√
2

√
2

1√
2− (x−

√
2)2

dx

=

∫ 1

0

1√
2− t2

dt (αντικατάσταση t = x−
√

2)

=

∫ 1

0

1√
(
√

2)2 − t2
dt

= arcsin

(
t√
2

)∣∣∣∣t=1

t=0

= arcsin

(
1√
2

)
− arcsin 0 =

π

4
.

• y = cosx

Η συνάρτηση y = cosx είναι γνήσια µονότονη και συνεχής σε κάθε διάστηµα της µορφής

Ik = [kπ, kπ + π] , k ∈ Z
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και έχει πεδίο τιµών το [−1, 1]. Σε κάθε ένα από τα διαστήµατα Ik η y = cosx αντιστρέφεται.

Η αντίστροφή της συµβολίζεται y = arccosx ή y = cos−1 x, έχει πεδίο ορισµού το [−1, 1]

και πεδίο τιµών το Ik. Η y = arccosx είναι συνεχής και γνήσια µονότονη µε το ίδιο είδος

µονοτονίας µε την y = cosx.

Ειδικά για k = 0 η y = cosx είναι γνήσια ϕθίνουσα και συνεχής στο διάστηµα [0, π]. Η

αντίστροφή της, συµβολίζεται µε y = arccosx ή y = cos−1 x και λέγεται πρωτεύον τόξο

συνηµιτόνου, είναι συνεχής, γνήσια ϕθίνουσα συνάρτηση µε πεδίο ορισµού το [−1, 1] και

πεδίο τιµών το [0, π].

x

y

Ο

y=cosx

y=arccosx y=x

y = arccosx⇔ x = cos y και 0 ≤ y ≤ π .

Είναι

arccos(cosx) = x για 0 ≤ x ≤ π

cos(arccosx) = x για −1 ≤ x ≤ 1.

΄Εστω y = arccosx µε x ∈ (−1, 1). Τότε, x = cos y µε y ∈ (0, π) και εποµένως

(arccosx)′ =
dy

dx
=

1
dx
dy

=
1

d
dy (cos y)

= − 1

sin y
= − 1√

1− cos2 y
= − 1√

1− x2
, ∀x ∈ (−1, 1) .
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΄Αρα
d

dx
(arccosx) = − 1√

1− x2
, −1 < x < 1∫

1√
1− x2

= − arccosx+ c , −1 < x < 1 .

Πιο γενικά έχουµε

d

dx
(arccos

x

a
) = − 1√

a2 − x2
, −a < x < a, a > 0∫

1√
a2 − x2

= − arccos
x

a
+ c , −a < x < a, a > 0 .

Παράδειγµα 3.26. Για κάθε x ∈ [−1, 1] ισχύει η ταυτότητα

arcsinx+ arccosx =
π

2
.

Λύση. ΄Εστω f(x) := arcsinx+ arccosx, x ∈ [−1, 1]. Τότε,

f ′(x) =
1√

1− x2
− 1√

1− x2
= 0 για κάθε x ∈ (−1, 1)

και κατά συνέπεια f(x) = c για κάθε x ∈ (−1, 1). Είναι

c = f(0) = arcsin 0 + arccos 0 = 0 +
π

2
=
π

2

και εποµένως f(x) = arcsinx + arccosx = π/2 για κάθε x ∈ (−1, 1). Επειδή η συνάρτηση f

είναι συνεχής στο διάστηµα [−1, 1], έπεται ότι

f(−1) = arcsin(−1) + arccos(−1) = lim
x→−1+

f(x) =
π

2

και

f(1) = arcsin 1 + arccos 1 = lim
x→1−

f(x) =
π

2
.

Σηµείωση. Χωρίς να χρησιµοποιήσουµε τη συνέχεια της συνάρτησης f , εύκολα υπολογίζουµε ότι

arcsin(−1) + arccos(−1) = −π
2

+ π =
π

2
και arcsin 1 + arccos 1 =

π

2
+ 0 =

π

2
.

Παράδειγµα 3.27. Αν

F (x) :=

∫ sin2 x

0
arcsin

√
t dt+

∫ cos2 x

0
arccos

√
t dt , x ∈ R ,

τότε η συνάρτηση F είναι σταθερή και ισούται µε π/4.
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Λύση.

• Επειδή F (x + π) = F (x) για κάθε x ∈ R, η συνάρτηση F είναι π-περιοδική. Εποµένως

αρκεί να αποδείξουµε ότι F (x) = π/4 για κάθε x ∈ I, όπου I είναι ένα οποιοδήποτε

διάστηµα στο R µήκους π. Παίρνουµε I = [−π/2, π/2].

• Παρατηρούµε ότι F (−x) = F (x) για κάθε x ∈ R, δηλαδή η συνάρτηση F είναι άρτια. ΄Αρα,

αρκεί να αποδείξουµε ότι F (x) = π/4 για κάθε x ∈ [0, π/2].

Παραγωγίζοντας την F , για κάθε x ∈ [0, π/2] έχουµε

F ′(x) = arcsin
√

sin2 x · (sin2 x)′ + arccos
√

cos2 x · (cos2 x)′

= arcsin(sinx) · 2 sinx cosx+ arccos(cosx) · (−2 cosx sinx)

= 2x sinx cosx− 2x sinx cosx = 0

και κατά συνέπεια F (x) = c για κάθε x ∈ [0, π/2]. Εποµένως για κάθε x ∈ [0, π/2] είναι

F (x) = F
(π

4

)
=

∫ sin2(π/4)

0
arcsin

√
t dt+

∫ cos2(π/4)

0
arccos

√
t dt

=

∫ 1/2

0
arcsin

√
t dt+

∫ 1/2

0
arccos

√
t dt

=

∫ 1/2

0

(
arcsin

√
t+ arccos

√
t
)
dt

=

∫ 1/2

0

π

2
dt =

π

4
. (arcsin

√
t+ arccos

√
t = π

2 )

• y = tanx

Η συνάρτηση y = tanx είναι γνήσια αύξουσα και συνεχής σε κάθε διάστηµα της µορφής

Ik =
(
kπ − π

2
, kπ +

π

2

)
, k ∈ Z

και έχει πεδίο τιµών το R. Σε κάθε ένα από τα διαστήµατα Ik η y = tanx αντιστρέφεται.

Η αντίστροφή της συµβολίζεται y = arctanx ή y = tan−1 x, έχει πεδίο ορισµού το R και

πεδίο τιµών το Ik. Η y = arctanx είναι συνεχής και γνήσια αύξουσα στο R.
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Ειδικά για k = 0 η y = tanx είναι γνήσια αύξουσα και συνεχής στο διάστηµα
(
−π

2 ,
π
2

)
. Η

αντίστροφή της, συµβολίζεται µε y = arctanx ή y = tan−1 x και λέγεται πρωτεύον τόξο

εφαπτοµένης, είναι συνεχής, γνήσια αύξουσα συνάρτηση µε πεδίο ορισµού το R και πεδίο

τιµών το
(
−π

2 ,
π
2

)
.

x

y

Ο

y=arctanx

y=tanx

y=x

π_
2

π_
2

π_
2

π_
2

-

-

y = arctanx⇔ x = tan y και −π
2
< y <

π

2

µε

lim
x→−∞

arctanx = −π
2

και lim
x→+∞

arctanx =
π

2
.

Είναι

arctan(tanx) = x για −π
2
< x <

π

2

tan(arctanx) = x για x ∈ R .

΄Εστω y = arctanx µε x ∈ R. Τότε, x = tan y µε y ∈ (−π/2, π/2) και εποµένως

(arctanx)′ =
dy

dx
=

1
dx
dy

=
1

d
dy (tan y)

= cos2 y =
1

1 + tan2 y
=

1

1 + x2
, ∀x ∈ R .

΄Αρα
d

dx
(arctanx) =

1

1 + x2
, x ∈ R∫

1

1 + x2
= arctanx+ c , x ∈ R .
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Πιο γενικά έχουµε

d

dx
(arctan

x

a
) =

a

a2 + x2
, a 6= 0, x ∈ R∫

1

a2 + x2
=

1

a
arctan

x

a
+ c , a 6= 0, x ∈ R .

• y = cotx

Η συνάρτηση y = cotx είναι γνήσια ϕθίνουσα και συνεχής σε κάθε διάστηµα της µορφής

Ik = (kπ, kπ + π) , k ∈ Z

και έχει πεδίο τιµών το R. Σε κάθε ένα από τα διαστήµατα Ik η y = cotx αντιστρέφεται. Η

αντίστροφή της συνήθως συµβολίζεται µε y = cot−1 x(ή y = arccotx), έχει πεδίο ορισµού

το R και πεδίο τιµών το Ik. Η y = cot−1 x είναι συνεχής και γνήσια ϕθίνουσα στο R.

Ειδικά για k = 0 η y = cotx είναι γνήσια ϕθίνουσα και συνεχής στο διάστηµα (0, π). Η

αντίστροφή της συνήθως συµβολίζεται µε y = cot−1 x(ή y = arccotx) και λέγεται πρωτεύον

τόξο συνεφαπτοµένης. Η y = cot−1 x είναι συνεχής, γνήσια ϕθίνουσα συνάρτηση µε

πεδίο ορισµού το R και πεδίο τιµών το (0, π).

x

y

Ο

y=cotx

y=x

y=cot   x-1

π

π

Εποµένως

y = cot−1 x⇔ x = cot y και 0 < y < π

µε

lim
x→−∞

cot−1 x = π και lim
x→+∞

cot−1 x = 0 .
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Είναι

cot−1(cotx) = x για 0 < x < π

cot(cot−1 x) = x για x ∈ R .

΄Εστω y = cot−1 x µε x ∈ R. Τότε, x = cot y µε y ∈ (0, π) και εποµένως

(
cot−1 x

)′
=
dy

dx
=

1
dx
dy

=
1

d
dy (cot y)

= − sin2 y = − 1

1 + cot2 y
= − 1

1 + x2
, ∀x ∈ R .

΄Αρα
d

dx
(cot−1 x) = − 1

1 + x2
, x ∈ R∫

1

1 + x2
= − cot−1 x+ c , x ∈ R .

Πιο γενικά έχουµε

d

dx

(
cot−1

(x
a

))
= − a

a2 + x2
, a 6= 0, x ∈ R∫

1

a2 + x2
= −1

a
cot−1

(x
a

)
+ c , a 6= 0, x ∈ R .

Εύκολα αποδεικνύεται ότι ισχύει η παρακάτω ταυτότητα:

tan−1 x+ cot−1 x =
π

2
, για κάθε x ∈ R .

Παράδειγµα 3.28. Το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ +∞

−∞

1

1 + x2
dx = lim

r→−∞
R→+∞

∫ R

r

1

1 + x2
dx = π .

y

xr RO

y=
1
1+x 2
__
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Είναι ∫ +∞

−∞

1

1 + x2
dx = lim

r→−∞
R→+∞

∫ R

r

1

1 + x2
dx

= lim
r→−∞
R→+∞

(
arctanx|x=Rx=r

)
= lim

R→+∞
arctanR− lim

r→−∞
arctan r

=
π

2
−
(
−π

2

)
= π .

Παράδειγµα 3.29. (αʹ) Αν x, y ∈ R, µε xy 6= −1 και −π
2 < arctanx− arctan y < π

2 , τότε

arctanx− arctan y = arctan

(
x− y
1 + xy

)
.

(ϐʹ) Αν x, y ∈ R, µε xy 6= 1 και −π
2 < arctanx+ arctan y < π

2 , τότε

arctanx+ arctan y = arctan

(
x+ y

1− xy

)
.

(γʹ) Αν x ∈ (0,∞), τότε

arctanx+ arctan
1

x
=
π

2
.

(δʹ) Αν x ∈ (−∞, 0), τότε

arctanx+ arctan
1

x
= −π

2
.

Λύση.

(αʹ) ΄Εστω u = arctanx και v = arctan y. Τότε x = tanu και y = tan v, µε u, v ∈ (−π/2, π/2).

Επειδή από την υπόθεση το u− v ∈ (−π/2, π/2), είναι

tan (u− v) =
tanu− tan v

1 + tanu tan v
=

x− y
1 + xy

⇔ u− v = arctan

(
x− y
1 + xy

)
⇔ arctanx− arctan y = arctan

(
x− y
1 + xy

)
.

(ϐʹ)

arctanx+ arctan y = arctanx− arctan(−y) arctan

(
x+ y

1− xy

)
. (από το (α΄))
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(γʹ) Για κάθε x ∈ (0,∞) είναι(
arctanx+ arctan

1

x

)′
=

1

1 + x2
+

(
1
x

)′
1 +

(
1
x

)2 =
1

1 + x2
− 1

1 + x2
= 0

και εποµένως arctanx+ arctan
1

x
= c . ΄Οµως arctan 1 + arctan 1 = π/4 + π/4 = π/2 = c,

οπότε arctanx+ arctan
1

x
=
π

2
.

(δʹ) Αν x ∈ (−∞, 0), τότε

−
(

arctanx+ arctan
1

x

)
= arctan(−x) + arctan

(
1

−x

)
=
π

2
(από το (ϐ΄))

και εποµένως arctanx+ arctan
1

x
= −π

2
.

Παράδειγµα 3.30. Αν

F (x) :=

∫ x

0

1

1 + t2
dt+

∫ 1/x

0

1

1 + t2
dt , x > 0 ,

τότε η συνάρτηση F είναι σταθερή και ισούται µε π/2.

Λύση. Για κάθε x > 0 έχουµε

F (x) = arctan t|t=xt=0 + arctan t|t=1/x
t=0

= (arctanx− arctan 0) + (arctan(1/x)− arctan 0)

= arctanx+ arctan(1/x) =
π

2
. (Παράδειγµα 3.29 (γ΄))

Σηµείωση. Παρόµοια αποδεικνύεται ότι για κάθε x < 0 είναι

∫ x

0

1

1 + t2
dt+

∫ 1/x

0

1

1 + t2
dt = −π

2
.

Παράδειγµα 3.31. Ισχύει η ταυτότητα

4 arctan
1

5
− arctan

1

239
=
π

4
. (3.15)
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Λύση. Αν x = arctan (1/5), τότε tanx = 1/5. Εποµένως

tan 2x =
2 tanx

1− tan2 x
=

2/5

1− (1/5)2
=

5

12

και

tan 4x =
2 tan 2x

1− tan2 2x
=

5/6

1− (5/12)2
=

120

119
.

Ισοδύναµα, 4x = arctan (120/119)⇔ 4 arctan (1/5) = arctan (120/119). Επειδή

π

4
< arctan

120

119
<
π

2
και 0 < arctan

1

239
<
π

4
⇒ 0 < arctan

120

119
− arctan

1

239
<
π

2
,

είναι

4 arctan
1

5
− arctan

1

239
= arctan

120

119
− arctan

1

239

= arctan

(
120/119− 1/239

1 + 120/(119 · 239)

)
(Παράδειγµα 3.29 (α΄))

= arctan 1 =
π

4
.

Σηµείωση. Χρησιµοποιώντας το ανάπτυγµα της συνάρτησης y = arctanx σε δυναµοσειρά, καθώς

επίσης και την ταυτότητα (3.15), µπορούµε να προσεγγίσουµε µε µεγάλη ακρίβεια τον αριθµό π.

3.3 Υπερβολικές συναρτήσεις και οι αντίστροφές τους

Τις συναρτήσεις

sinhx :=
ex − e−x

2
, coshx :=

ex + e−x

2
και tanhx :=

sinhx

coshx
=
ex − e−x

ex + e−x
, x ∈ R

ονοµάζουµε υπερβολικό ηµίτονο, υπερβολικό συνηµίτονο και υπερβολική εφαπτοµένη α-

ντίστοιχα. Από τον ορισµό της y = coshx είναι προφανές ότι coshx ≥ 1 για κάθε x ∈ R.

Τη συνάρτηση

cothx :=
coshx

sinhx
=
ex + e−x

ex − e−x
, x ∈ R \ {0} ,

ονοµάζουµε υπερβολική συνεφαπτοµένη.

Εύκολα αποδεικνύονται οι παρακάτω ταυτότητες :

(i) cosh2 x− sinh2 x = 1, x ∈ R,
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(ii) cosh(x± y) = coshx cosh y ± sinhx sinh y, x, y ∈ R,

(iii) sinh(x± y) = sinhx cosh y ± coshx sinh y, x, y ∈ R,

(iv) sinh(2x) = 2 sinhx coshx, x ∈ R.

Παρατήρηση 3.32. Ως γνωστόν οι παραµετρικές εξισώσεις του µοναδιαίου κύκλου x2 + y2 = 1

είναι οι 
x = cos t

y = sin t

 , t ∈ [0, 2π] .

y

xAO

P (cos t, sin t)

1−1

x2 + y2 = 1

t

΄Εστω P (x, y) σηµείο του µοναδιαίου κύκλου. Αν t είναι η γωνία που σχηµατίζει η ακτίνα OP µε

τον άξονα Ox, τότε x = cos t και y = sin t. Ας σηµειωθεί ότι το εµβαδόν του κυκλικού τοµέα OAP

ισούται µε t/2.

Θεωρούµε τώρα την ισοσκελή υπερβολή: x2 − y2 = 1. Θα αποδείξουµε ότι οι παραµετρικές

εξισώσεις του δεξιού κλάδου της ισοσκελούς υπερβολής:

x2 − y2 = 1 , x ≥ 1 και ισοδύναµα x =
√
y2 + 1 ,

είναι οι 
x = cosh t

y = sinh t

 , t ∈ R .

Αυτός είναι ο λόγος που οι συναρτήσεις sinh, cosh ονοµάζονται ¨υπερβολικές¨.
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x

y

0 1−1

P (x, y)

x2 − y2 = 1, x ≤ −1 x2 − y2 = 1, x ≥ 1

Για κάθε t ∈ R το σηµείο P (x, y) µε x = cosh t, y = sinh t ανήκει στο δεξιό κλάδο της ισοσκελούς

υπερβολής : x2 − y2 = 1, x ≥ 1, επειδή cosh2 t− sinh2 t = 1 και x = cosh t ≥ 1.

Αντίστροφα, έστω P (x, y) σηµείο του δεξιού κλάδου της υπερβολής : x2 − y2 = 1 , x ≥ 1. ΄Οπως

ϑα δείξουµε στη µελέτη του υπερβολικού ηµιτόνου, η συνάρτηση y = sinhx είναι γνήσια αύξουσα

µε πεδίο ορισµού και πεδίο τιµών το R. Εποµένως για κάθε y ∈ R υπάρχει µοναδικό t ∈ R, τέτοιο

ώστε y = sinh t. Τότε,

cosh t =
√

sinh2 t+ 1 (cosh2(t)− sinh2(t) = 1 και cosh t ≥ 1 για κάθε t ∈ R)

=
√
y2 + 1 = x .

΄Αρα P (x, y) = P (cosh t, sinh t), για κάποιο µοναδικό t ∈ R.

Είναι αξιοσηµείωτο ότι όπως στην περίπτωση του µοναδιαίου κύκλου, έτσι και στην περίπτωση της

ισοσκελούς υπερβολής το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τον άξονα Ox, το ευθύγραµµο

τµήµα OP και το δεξιό κλάδο της υπερβολής y =
√
x2 − 1, x ≥ 1, ισούται µε t/2 (άσκηση 17).

Παράγωγοι των υπερβολικών συναρτήσεων

Εύκολα υπολογίζονται οι παράγωγοι των υπερβολικών συναρτήσεων. Είναι

(sinhx)′ = coshx , (coshx)′ = sinhx , (tanhx)′ =
1

cosh2 x
, για κάθε x ∈ R

και

(cothx)′ = − 1

sinh2 x
, για κάθε x ∈ R \ {0} .

• Το υπερβολικό ηµίτονο y = sinhx και η αντίστροφη συνάρτηση y = sinh−1 x

Είναι (sinhx)′ = coshx ≥ 1 για κάθε x ∈ R και

lim
x→−∞

sinhx = lim
x→−∞

ex − e−x

2
= −∞ , lim

x→+∞
sinhx = lim

x→+∞

ex − e−x

2
= +∞ .
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Εποµένως η συνάρτηση y = sinhx είναι γνήσια αύξουσα και συνεχής µε πεδίο ορισµού

το R και πεδίο τιµών το R. Η αντίστροφή της y = sinh−1 x : R → R είναι επίσης γνήσια

αύξουσα και συνεχής.

x

y

Ο

y=sinhx

y=x

y=sinh x
-1

Μπορούµε να εκφράσουµε τη συνάρτηση y = sinh−1 x µε τη ϐοήθεια του λογαρίθµου.

Είναι

y = sinh−1 x⇔ x = sinh y ⇔ x =
ey − e−y

2
⇔ e2y − 2xey − 1 = 0 .

Η λύση της εξίσωσης : (ey)2 − 2xey − 1 = 0 είναι ey = x ±
√
x2 + 1. Επειδή ey > 0 για

κάθε y ∈ R, έχουµε

ey = x+
√
x2 + 1⇔ y = ln(x+

√
x2 + 1) .

Εποµένως

y = sinh−1 x = ln(x+
√
x2 + 1) , ∀x ∈ R

µε παράγωγο

(sinh−1 x)′ =
1√

x2 + 1
, ∀x ∈ R .

΄Αρα
d

dx
(sinh−1 x) =

1√
x2 + 1

, ∀x ∈ R∫
1√

x2 + 1
= sinh−1 x+ c , ∀x ∈ R .
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Πιο γενικά έχουµε

d

dx

(
sinh−1

(x
a

))
=

1√
a2 + x2

, ∀x ∈ R, a > 0∫
1√

a2 + x2
= sinh−1

(x
a

)
+ c , ∀x ∈ R, a > 0

ή∫
1√

a2 + x2
= ln(x+

√
a2 + x2) + c , ∀x ∈ R, a 6= 0 .

Παράδειγµα 3.33. Η διαφορική εξίσωση

(1 + x2)
d2y

dx2
+ x

dy

dx
− 4y = 0 (3.16)

µε την αντικατάσταση t = sinh−1 x ⇔ x = sinh t µετασχηµατίζεται στη γραµµική διαφορική

εξίσωση µε σταθερούς συντελεστές

d2y∗

dt2
− 4y∗ = 0 , (3.17)

όπου y∗(t) = y(sinh t). Η γενική λύση της (3.17) είναι

y∗(t) = c1e
−2t + c2e

2t , c1, c2 ∈ R .

Επειδή t = sinh−1 x = ln(x+
√

1 + x2), η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης (3.16) είναι

y(x) = c1(x+
√

1 + x2)−2 + c2(x+
√

1 + x2)2 , c1, c2 ∈ R .

Λύση. Είναι y(x) = y∗(t(x)), όπου t(x) = sinh−1 x = ln(x+
√

1 + x2).

1ος τρόπος. Χρησιµοποιώντας τον κανόνα αλυσίδας έχουµε

dy

dx
=

dy∗

dt
· dt

dx
=

dy∗

dt
· 1√

1 + x2
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και

d2y

dx2
=

d

dx

(
dy∗

dx

)
=

d

dx

(
dy∗

dt
· 1√

1 + x2

)
=

d

dx

(
dy∗

dt

)
· 1√

1 + x2
+

dy∗

dt
· d

dx

(
1√

1 + x2

)
=

d

dt

(
dy∗

dt

)
· dt

dx
· 1√

1 + x2
− dy∗

dt
· x

(1 + x2)3/2

=
d2y∗

dt2
· 1

1 + x2
− dy∗

dt
· x

(1 + x2)3/2
.

Αντικαθιστώντας το dy
dx και το d2y

dx2
στη διαφορική εξίσωση (3.16) παίρνουµε

(1 + x2) ·
(

d2y∗

dt2
· 1

1 + x2
− dy∗

dt
· x

(1 + x2)3/2

)
+ x

dy∗

dt
· 1√

1 + x2
− 4y∗ = 0

και ισοδύναµα
d2y∗

dt2
− 4y∗ = 0 .

2ος τρόπος. Επειδή x(t) = sinh t, από το Θεώρηµα 3.21 έχουµε dt
dx = 1

dx/dt = 1
cosh t .

Εποµένως
dy

dx
=

dy∗

dt
· dt

dx
=

1

cosh t

dy∗

dt

και

d2y

dx2
=

d

dx

(
dy

dx

)
=

d

dx

(
1

cosh t

dy∗

dt

)
=

d

dt

(
1

cosh t

dy∗

dt

)
· dt

dx
(κανόνας αλυσίδας)

=

(
− sinh t

cosh2 t

dy∗

dt
+

1

cosh t

d2y∗

dt2

)
1

cosh t

=
1

cosh2 t

d2y∗

dt2
− sinh t

cosh3 t

dy∗

dt
.
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Επειδή 1+x2 = 1+sinh2 t = cosh2 t, αντικαθιστώντας το x, το dy
dx και το d2y

dx2
στη διαφορική

εξίσωση (3.16) παίρνουµε

cosh2 t

(
1

cosh2 t

d2y∗

dt2
− sinh t

cosh3 t

dy∗

dt

)
+ sinh t

1

cosh t

dy∗

dt
− 4y∗ = 0

και ισοδύναµα
d2y∗

dt2
− 4y∗ = 0 .

• Το υπερβολικό συνηµίτονο y = coshx και η αντίστροφη συνάρτηση y = cosh−1 x

Για κάθε x > 0 είναι (coshx)′ = sinhx > 0 κα για κάθε x < 0 είναι (coshx)′ = sinhx < 0.

Επειδή cosh 0 = 1 και limx→±∞ coshx = ∞, το πεδίο τιµών της y = coshx είναι το

[1,+∞). Η y = coshx είναι γνήσια αύξουσα για κάθε x ≥ 0 και γνήσια ϕθίνουσα για

κάθε x ≤ 0. Εποµένως, η αντίστροφη της coshx : [0,+∞) → [1,+∞) είναι η cosh−1 x :

[1,+∞) → [0,+∞) και η αντίστροφη της coshx : (−∞, 0] → [1,+∞) είναι η cosh−1 x :

[1,+∞)→ (−∞, 0].

x

y

y=x

y=cosh x-1

y=cosh x-1

y=coshx y=coshx

΄Οπως και στην περίπτωση της y = sinh−1 x, µπορούµε να εκφράσουµε τη συνάρτηση

y = cosh−1 x µε τη ϐοήθεια του λογαρίθµου. Εύκολα αποδεικνύεται (άσκηση) ότι για την

(α΄) cosh−1 x : [1,+∞)→ [0,+∞) είναι

y = cosh−1 x = ln(x+
√
x2 − 1) , ∀x ≥ 1
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µε παράγωγο

(cosh−1 x)′ =
1√

x2 − 1
, ∀x > 1

και για την

(ϐ΄) cosh−1 x : [1,+∞)→ (−∞, 0] έχουµε

y = cosh−1 x = ln(x−
√
x2 − 1) , ∀x ≥ 1

µε παράγωγο

(cosh−1 x)′ = − 1√
x2 − 1

, ∀x > 1 .

• Η υπερβολική εφαπτοµένη y = tanhx και η αντίστροφη συνάρτηση y = tanh−1 x

Είναι (tanhx)′ = 1/ cosh2 x > 0 για κάθε x ∈ R και

lim
x→−∞

tanhx = lim
x→−∞

ex − e−x

ex + e−x
= lim

x→−∞

e2x − 1

e2x + 1
= −1 ,

lim
x→+∞

tanhx = lim
x→+∞

ex − e−x

ex + e−x
= lim

x→+∞

1− e−2x

1 + e−2x
= 1 .

Εποµένως η συνάρτηση y = tanhx είναι γνήσια αύξουσα και συνεχής µε πεδίο ορισµού το

R και πεδίο τιµών το (−1, 1). Η αντίστροφή της y = tanh−1 x : (−1, 1) → R είναι επίσης

γνήσια αύξουσα και συνεχής.

x

y

Ο

y=tanhx

y=x

y=tanh x
-1

1

1

-1

-1

Μπορούµε να εκφράσουµε τη συνάρτηση y = tanh−1 x µε τη ϐοήθεια του λογαρίθµου.

Είναι

y = tanh−1 x⇔ x = tanh y ⇔ x =
ey − e−y

ey + e−y
⇔ x =

e2y − 1

e2y + 1
⇔ e2y =

1 + x

1− x
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και κατά συνέπεια

y =
1

2
ln

(
1 + x

1− x

)
, |x| < 1 .

Εποµένως

y = tanh−1 x =
1

2
ln

(
1 + x

1− x

)
, |x| < 1

µε παράγωγο

(tanh−1 x)′ =
1

1− x2
, |x| < 1 .

• Η υπερβολική συνεφαπτοµένη y = cothx και η αντίστροφη συνάρτηση y = coth−1 x

Είναι (cothx)′ = −1/ sinh2 x < 0 για κάθε x ∈ R \ {0} µε

lim
x→0−

cothx = lim
x→0−

ex + e−x

ex − e−x
= −∞ και lim

x→0+
cothx = lim

x→0+

ex + e−x

ex − e−x
= +∞ .

Επίσης

lim
x→−∞

cothx = lim
x→−∞

ex + e−x

ex − e−x
= lim

x→−∞

e2x + 1

e2x − 1
= −1

και

lim
x→+∞

cothx = lim
x→+∞

ex + e−x

ex − e−x
= lim

x→+∞

1 + e−2x

1− e−2x
= 1 .

Εποµένως η συνάρτηση y = cothx είναι γνήσια ϕθίνουσα και συνεχής µε πεδίο ορισµού

το x ∈ R \ {0} και πεδίο τιµών το (−∞,−1) ∪ (1,∞). Η αντίστροφή της y = coth−1 x :

(−∞,−1) ∪ (1,∞)→ R \ {0} είναι επίσης γνήσια ϕθίνουσα και συνεχής.
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x

y

y=x

y=coth x-1

y=cothx

y=coth x-1

y=cothx

O 1

1

-1

-1

Εύκολα µπορούµε να εκφράσουµε τη συνάρτηση y = coth−1 x µε τη ϐοήθεια του λογαρίθ-

µου. Είναι

y = coth−1 x =
1

2
ln

(
x+ 1

x− 1

)
, |x| > 1 .

Εποµένως

y = coth−1 x =
1

2
ln

(
x+ 1

x− 1

)
, |x| > 1

µε παράγωγο

(coth−1 x)′ =
1

1− x2
, |x| > 1 .

3.4 Το ϑεώρηµα µέσης τιµής και το ϑεώρηµα Darboux

Το ϑεώρηµα µέσης τιµής είναι σηµαντικό επειδή συνδέει τις τιµές µιας συνάρτησης µε τις τιµές

της παραγώγους της. Αρχίζουµε µε τον ορισµό του τοπικού ελάχιστου και του τοπικού µέγιστου

µιας συνάρτησης.

Ορισµός 3.34. Η συνάρτηση f : I → R έχει τοπικό ελάχιστο(αντίστοιχα, τοπικό µέγιστο)

στο σηµείο x0 του διαστήµατος I αν υπάρχει περιοχή (x0 − δ, x0 + δ) του x0, τέτοια ώστε f(x) ≥
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f(x0)(αντίστοιχα, f(x) ≤ f(x0)) για κάθε x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) ∩ I. Θα λέµε ότι η f έχει τοπικό

ακρότατο στο x0 ∈ I αν έχει είτε τοπικό ελάχιστο ή τοπικό µέγιστο στο x0.

Η συνάρτηση f έχει ελάχιστο(αντίστοιχα, µέγιστο) στο σηµείο x0 ∈ I, αν f(x) ≥ f(x0) (αντίστοι-

χα, f(x) ≤ f(x0)) για κάθε x ∈ I.

Το παρακάτω αποτέλεσµα συνδέει το τοπικό ελάχιστο ή µέγιστο µιας συνάρτησης ορισµένης σε

ένα διάστηµα µε τις τιµές της παραγώγους της.

Θεώρηµα 3.35 (Fermat). ΄Εστω η συνάρτηση f : I → R έχει τοπικό ακρότατο στο

εσωτερικό σηµείο x0 του διαστήµατος I. Αν η παράγωγος f ′(x0) υπάρχει, τότε f ′(x0) = 0.

Απόδειξη. Θα αποδείξουµε το ϑεώρηµα στην περίπτωση που η f έχει τοπικό µέγιστο στο σηµείο

x0 (η απόδειξη είναι παρόµοια αν η f έχει τοπικό ελάχιστο στο σηµείο x0).

Επειδή η f έχει τοπικό µέγιστο στο x0, υπάρχει περιοχή (x0 − δ, x0 + δ) ⊆ I του x0 τέτοια ώστε

f(x) ≤ f(x0) για κάθε x ∈ (x0 − δ, x0 + δ). Τότε,

f(x)− f(x0)

x− x0
≥ 0 , αν x0 − δ < x < x0 και

f(x)− f(x0)

x− x0
≤ 0 , αν x0 < x < x0 + δ .

Εποµένως,

f ′−(x0) = lim
x→x−0

f(x)− f(x0)

x− x0
≥ 0 και f ′+(x0) = lim

x→x+0

f(x)− f(x0)

x− x0
≤ 0 .

΄Αρα, επειδή f ′−(x0) = f ′(x0) = f ′+(x0), έχουµε ότι f ′(x0) = 0.

Πόρισµα 3.36. ΄Εστω η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστηµα I και έστω η f έχει τοπικό

ακρότατο σε ένα εσωτερικό σηµείο x0 ∈ I. Τότε είτε η παράγωγος f ′(x0) δεν υπάρχει, ή f ′(x0) = 0.

Για παράδειγµα η συνάρτηση f(x) = |x| είναι συνεχής στο R και έχει ελάχιστο στο 0. ΄Οµως η

παράγωγος f ′(0) δεν υπάρχει, είναι f ′−(0) = −1 και f ′+(0) = 1.

Πριν από το ϑεώρηµα µέσης τιµής ϑα αποδείξουµε το παρακάτω ϑεώρηµα που οφείλεται στον

Michel Rolle(1652- 1719).
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Θεώρηµα 3.37 (Rolle). ΄Εστω η συνάρτηση f : [a, b] → R είναι συνεχής στο κλειστό διάστηµα

[a, b] και παραγωγίσιµη στο ανοικτό διάστηµα (a, b). Αν f(a) = f(b), τότε υπάρχει ξ ∈ (a, b) τέτοιο

ώστε f ′(ξ) = 0.

Απόδειξη. − Αν f(x) = c για κάθε x ∈ [a, b], δηλαδή η f είναι σταθερή, τότε f ′(x) = 0 για κάθε

x ∈ [a, b].

− ΄Εστω η f δεν είναι σταθερή. Επειδή η συνάρτηση f : [a, b] → R είναι συνεχής, υπάρχουν

x1, x2 ∈ [a, b] µε

f(x1) = min
a≤x≤b

f(x) και f(x2) = max
a≤x≤b

f(x) .

• Αν x1 ∈ (a, b), από το Θεώρηµα Fermat ϑα είναι f ′(x1) = 0. Αν x2 ∈ (a, b), παρόµοια ϑα

είναι f ′(x2) = 0.

• ∆εν µπορεί να είναι x1 = a και x2 = b ή x1 = b και x2 = a, γιατί τότε

f(a) = f(x1) < f(x2) = f(b) ή f(a) = f(x2) > f(x1) = f(b) .

(άτοπο, επειδή f(a) = f(b))

Σηµείωση. Γεωµετρικά, το ϑεώρηµα Rolle µας λέει ότι αν f(a) = f(b) τότε υπάρχει ξ στο διάστηµα

(a, b), τέτοιο ώστε η εφαπτοµένη στο γράφηµα της f στο σηµείο (ξ, f(ξ)) είναι παράλληλη προς

τον άξονα Ox.

y

xa ξ bO

f(a)=f(b)

y=f(x)
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Θεώρηµα 3.38 (Γενικευµένο ϑεώρηµα µέσης τιµής του Cauchy). Υποθέτουµε ότι οι συναρ-

τήσεις f, g : [a, b] → R είναι συνεχείς στο κλειστό διάστηµα [a, b] και παραγωγίσιµες στο ανοικτό

διάστηµα (a, b). Τότε υπάρχει ξ ∈ (a, b), τέτοιο ώστε

(f(b)− f(a))g′(ξ) = (g(b)− g(a))f ′(ξ) . (3.18)

Απόδειξη. ΄Εστω

h(x) := (f(b)− f(a))g(x)− (g(b)− g(a))f(x) .

Η h είναι συνεχής στο [a, b], παραγωγίσιµη στο (a, b) µε

h(a) = f(b)g(a)− f(a)g(b) = h(b) .

Εποµένως από το ϑεώρηµα Rolle υπάρχει ξ ∈ (a, b), τέτοιο ώστε

h′(ξ) = 0⇔ (f(b)− f(a))g′(ξ)− (g(b)− g(a))f ′(ξ) = 0 .

Αν g′(x) 6= 0 για κάθε x ∈ (a, b), τότε g(a) 6= g(b) και εποµένως η (3.18) µπορεί να γραφεί ως

εξής
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=
f ′(ξ)

g′(ξ)
, για κάποιο ξ ∈ (a, b) . (3.19)

Θεώρηµα 3.39 (Θεώρηµα µέσης τιµής του Lagrange). ΄Εστω η συνάρτηση f : [a, b]→ R είναι

συνεχής στο κλειστό διάστηµα [a, b] και παραγωγίσιµη στο ανοικτό διάστηµα (a, b). Τότε υπάρχει

ξ ∈ (a, b), τέτοιο ώστε

f(b)− f(a) = (b− a)f ′(ξ) . (3.20)

Απόδειξη. Είναι εφαρµογή του γενικευµένου ϑεωρήµατος µέσης τιµής του Cauchy για g(x) = x,

για κάθε x ∈ [a, b].
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Σηµείωση. Γεωµετρικά, το ϑεώρηµα µέσης τιµής αναφέρει ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα ξ στο

διάστηµα (a, b), τέτοιο ώστε η κλίση της εφαπτοµένης στο γράφηµα της f στο σηµείο (ξ, f(ξ))

είναι ίση µε την κλίση της ευθείας η οποία διέρχεται από τα σηµεία (a, f(a)) και (b, f(b)).

y

xa ξ bO

f(a)=f(b)

y=f(x)

1
ξ2

Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο κλειστό διάστηµα µε άκρα τα a, a + h, h 6= 0 και παραγω-

γίσιµη στο αντίστοιχο ανοικτό διάστηµα, τότε η (3.20) γράφεται και στη µορφή

f(a+ h)− f(a) = hf ′(a+ θh) για κάποιο θ ∈ (0, 1) . (3.21)

Παράδειγµα 3.40. Αν η συνάρτηση f : (a, b) → R είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα (a, b) µε

b− a ≥ 4, τότε υπάρχει ξ ∈ (a, b) τέτοιο ώστε

|f ′(ξ)| < 1 + f2(ξ) .

Λύση. Θα χρησιµοποιήσουµε το ϑεώρηµα µέσης τιµής για τη συνάρτηση F (x) := arctan f(x),

x ∈ (a, b). ΄Εστω x1, x2 ∈ (a, b) µε a < x1 < x2 < b. Τότε υπάρχει ξ ∈ (x1, x2), τέτοιο ώστε

F (x2)− F (x1) = F ′(ξ)(x2 − x1)⇔ arctan f(x2)− arctan f(x1) =
f ′(ξ)

1 + f2(ξ)
(x2 − x1) .

Επειδή −π/2 < arctan f(x1), arctan f(x2) < π/2, είναι −π < arctan f(x2)− arctan f(x1) < π

και ισοδύναµα | arctan f(x2)− arctan f(x1)| < π. Εποµένως

π > | arctan f(x2)− arctan f(x1)| =
|f ′(ξ)|

1 + f2(ξ)
(x2 − x1)

και κατά συνέπεια
|f ′(ξ)|

1 + f2(ξ)
<

π

x2 − x1
.
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Επειδή b− a ≥ 4, µπορούµε να επιλέξουµε τα x1, x2 ∈ (a, b) έτσι ώστε x2 − x1 > π. Τότε,

|f ′(ξ)|
1 + f2(ξ)

<
π

π
= 1⇔ |f ′(ξ)| < 1 + f2(ξ) .

Παράδειγµα 3.41. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : (0,+∞) → R είναι παραγωγίσιµη στο

(0,+∞). Αν limx→+∞ f
′(x) = λ ∈ R, τότε limx→+∞

f(x)
x = λ.

Αν limx→+∞
f(x)
x = 1, είναι limx→+∞ f

′(x) = 1;

Λύση. Θεωρούµε τη συνάρτηση g : (0,+∞)→ R µε g(x) := f(x)−λx. Επειδή g′(x) = f ′(x)−λ,

από την υπόθεση limx→+∞ g
′(x) = 0. Εποµένως για κάθε ε > 0 υπάρχει M > 0, τέτοιο ώστε για

κάθε x > M είναι |g′(x)| < ε. ΄Εστω x σταθερό, x > M . Από το ϑεώρηµα µέσης τιµής υπάρχει

ξ ∈ (M,x) τέτοιο ώστε

g(x)− g(M) = g′(ξ)(x−M) .

Τότε, για κάθε x > M έχουµε∣∣∣∣g(x)− g(M)

x

∣∣∣∣ =
x−M
x
|g′(ξ)| < x−M

x
ε < ε .

΄Αρα limx→+∞
g(x)−g(M)

x = 0. ΄Οµως limx→+∞
g(M)
x = 0, οπότε limx→+∞

g(x)
x = 0 και αυτό

συνεπάγεται ότι limx→+∞
f(x)
x = λ.

Σηµείωση. Το αντίστροφο γενικά δεν ισχύει. ΄Εστω f(x) = x+ sinx. Τότε

lim
x→+∞

f(x)

x
= lim

x→+∞

(
1 +

sinx

x

)
= 1

ενώ το όριο limx→+∞ f
′(x) = limx→+∞(1 + cosx) δεν υπάρχει.

Πόρισµα 3.42. ΄Εστω η συνάρτηση f : [a, b] → R είναι συνεχής στο κλειστό διάστηµα [a, b] και

παραγωγίσιµη στο ανοικτό διάστηµα (a, b) µε f ′(x) = 0 για κάθε x ∈ (a, b). Τότε η f είναι σταθερή

στο κλειστό διάστηµα [a, b].

Απόδειξη. Αν x ∈ [a, b] µε x > a, από το ϑεώρηµα µέσης τιµής έχουµε

f(x)− f(a) = f ′(ξ)(x− a) για κάποιο ξ ∈ (a, x) .

Από την υπόθεση είναι f ′(ξ) = 0 και εποµένως f(x) = f(a) για κάθε x ∈ [a, b].
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Πόρισµα 3.43. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : I → R είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα I.

(αʹ) f ′(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ I αν και µόνο αν η f είναι αύξουσα στο I.

(ϐʹ) f ′(x) ≤ 0 για κάθε x ∈ I αν και µόνο αν η f είναι ϕθίνουσα στο I.

(γʹ) Αν f ′(x) > 0 για κάθε x ∈ I, τότε η f είναι γνήσια αύξουσα στο I. Το αντίστροφο γενικά δεν

ισχύει.

(δʹ) Αν f ′(x) < 0 για κάθε x ∈ I, τότε η f είναι γνήσια ϕθίνουσα στο I. Το αντίστροφο γενικά δεν

ισχύει.

Απόδειξη. (αʹ) ΄Εστω f ′(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ I. Αν x1, x2 ∈ I µε x1 < x2, από το ϑεώρηµα µέσης

τιµής

f(x2)− f(x1) = f ′(ξ)(x2 − x1) για κάποιο ξ ∈ (x1, x2) .

Επειδή f ′(ξ) ≥ 0, έπεται ότι f(x2) ≥ f(x1). ∆ηλαδή η f είναι αύξουσα στο I.

Αντίστροφα, έστω η συνάρτηση f είναι αύξουσα στο I και έστω x0 ∈ I. Τότε, για x > x0 ή

x < x0 είναι

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
≥ 0 .

(ϐʹ) Προκύπτει από την (α΄) ϑεωρώντας τη συνάρτηση −f .

(γʹ) ΄Εστω f ′(x) > 0 για κάθε x ∈ I. ΄Οπως και στην (α΄) αποδεικνύεται ότι η f είναι γνήσια

αύξουσα στο I. Το αντίστροφο γενικά δεν ισχύει. Για παράδειγµα η συνάρτηση f(x) = x3

είναι γνήσια αύξουσα στο R. ΄Οµως, f ′(0) = 0.

(δʹ) Προκύπτει από τη (γ΄) ϑεωρώντας τη συνάρτηση −f .

Παράδειγµα 3.44. ΄Εστω η συνάρτηση f : R→ R µε y = f(x) = 2x+ 2x2 + x3.

(αʹ) Η f είναι 1− 1 και επί.

(ϐʹ) Να ϐρεθεί α > 0 τέτοιο ώστε

∀y ∈ R, |f−1(y)| ≤ α|y| . (3.22)
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Λύση.

(αʹ) − Είναι f ′(x) = 2 + 4x+ 3x2 µε διακρίνουσα ∆ = 42− 4 · 2 · 3 < 0. Εποµένως f ′(x) > 0 για

κάθε x ∈ R και κατά συνέπεια η f είναι γνήσια αύξουσα.

− ΄Εστω y ∈ R. Επειδή f(x) = x3
(
1 + 2

x + 2
x2

)
, για κάθε x 6= 0, είναι limx→−∞ f(x) = −∞

και limx→+∞ f(x) = +∞. Τότε υπάρχουν a, b ∈ R τέτοια ώστε f(a) < y < f(b). Από το

ϑεώρηµα ενδιάµεσης τιµής υπάρχει x ∈ (a, b) µε f(x) = y. Εποµένως η συνάρτηση f είναι

επί.

(ϐʹ) Επειδή η f είναι 1 − 1 και επί, η (3.22) είναι ισοδύναµη µε την : |x| ≤ α|2x + 2x2 + x3|,

∀x ∈ R. Αρκεί λοιπόν να ϐρεθούν εκείνα τα α > 0 για τα οποία ισχύει η ανισότητα

|2α+ 2αx+ αx2| ≥ 1 , ∀x ∈ R .

Τότε έχουµε είτε 2α + 2αx + αx2 ≥ 1 ⇔ αx2 + 2αx + (2α − 1) ≥ 0, για κάθε x ∈ R ή

2α+ 2αx+ αx2 ≤ −1⇔ αx2 + 2αx+ (2α+ 1) ≤ 0, για κάθε x ∈ R.

− Επειδή α > 0, η ανισότητα αx2 + 2αx+ (2α− 1) ≥ 0, για κάθε x ∈ R, είναι ισοδύναµη µε

∆ = (2α)2 − 4α(2α− 1) ≤ 0⇔ α ≥ 1.

− Επειδή α > 0, η ανισότητα αx2 + 2αx+ (2α+ 1) ≤ 0 δεν ισχύει για κανένα x ∈ R.

΄Αρα η (3.22) ισχύει για κάθε α ≥ 1

Πρόταση 3.45 (Κριτήριο πρώτης παραγώγου για ακρότατα). ΄Εστω f : [a, b] → R συνεχής

συνάρτηση στο διάστηµα [a, b], έστω x0 εσωτερικό σηµείο του [a, b] και έστω (x0− δ, x0 + δ) ⊆ [a, b]

περιοχή του x0. Υποθέτουµε ότι η f είναι παραγωγίσιµη στα ανοικτά διαστήµατα (a, x0) και (x0, b).

(αʹ) Αν f ′(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ (x0 − δ, x0) και f ′(x) ≤ 0 για κάθε x ∈ (x0, x0 + δ), τότε η f έχει

τοπικό µέγιστο στο x0.

(ϐʹ) Αν f ′(x) ≤ 0 για κάθε x ∈ (x0 − δ, x0) και f ′(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ (x0, x0 + δ), τότε η f έχει

τοπικό ελάχιστο στο x0.
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Απόδειξη. (αʹ) ΄Εστω x ∈ (x0 − δ, x0). Από το ϑεώρηµα µέσης τιµής υπάρχει ξx ∈ (x, x0), τέτοιο

ώστε

f(x)− f(x0) = f ′(ξx)(x− x0) .

Επειδή f ′(ξx) ≥ 0, συµπεραίνουµε ότι f(x) ≤ f(x0) για κάθε x ∈ (x0 − δ, x0). Παρόµοια

συµπεραίνουµε ότι f(x) ≤ f(x0) για κάθε x ∈ (x0, x0 +δ). Εποµένως f(x) ≤ f(x0) για κάθε

x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) και κατά συνέπεια η f έχει τοπικό µέγιστο στο x0.

(ϐʹ) Η απόδειξη είναι παρόµοια.

Παράδειγµα 3.46. Για κάθε x > −1 είναι

x

1 + x
≤ ln(1 + x) ≤ x .

Λύση. Αν f(x) = ln(1 + x)− x
1+x , x > −1, τότε

f ′(x) =
1

1 + x
− 1

(1 + x)2
=

x

(1 + x)2
.

Είναι f ′(x) ≤ 0, για κάθε x ∈ (−1, 0] και f ′(x) ≥ 0, για κάθε x ≥ 0. Εποµένως

f(x) = ln(1 + x)− x

(1 + x
≥ f(0) = 0 .

Αν g(x) = ln(1 + x)− x, x > −1, τότε

g′(x) =
1

1 + x
− 1 = − x

1 + x
.

Είναι g′(x) ≥ 0, για κάθε x ∈ (−1, 0] και g′(x) ≤ 0, για κάθε x ≥ 0. Εποµένως

g(x) = ln(1 + x)− x ≤ g(0) = 0 .

Πρόταση 3.47. ΄Εστω f : I → R παραγωγίσιµη συνάρτηση στο διάστηµα I και έστω x0 εσωτερικό

σηµείο του I.

(αʹ) Αν το πλευρικό όριο f ′(x0+) = limx→x+0
f ′(x) υπάρχει, τότε f ′(x0+) = f ′(x0).
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(ϐʹ) Αν το πλευρικό όριο f ′(x0−) = limx→x−0
f ′(x) υπάρχει, τότε f ′(x0−) = f ′(x0).

Εποµένως αν και τα δύο πλευρικά όρια f ′(x0+), f ′(x0−) υπάρχουν, τότε f ′(x0+) = f ′(x0−) =

f ′(x0), δηλαδή η f ′ είναι συνεχής στο εσωτερικό σηµείο x0 ∈ I.

Απόδειξη. (αʹ) ΄Εστω (x0−δ, x0+δ) ⊆ I. Επειδή η f είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα [x0, x0+h],

0 < h < δ, από το ϑεώρηµα µέσης τιµής έχουµε

f(x0 + h)− f(x0)

h
= f ′(x0 + θh) , για κάποιο θ ∈ (0, 1) .

Επειδή το limx→x+0
f ′(x) = f ′(x0+) υπάρχει, δηλαδή είναι πραγµατικός αριθµός, τότε

limh→0+ f
′(x0 + θh) = f ′(x0+) και εποµένως

f ′(x0) = lim
h→0+

f(x0 + h)− f(x0)

h
= lim

h→0+
f ′(x0 + θh) = f ′(x0+) .

(ϐʹ) Η απόδειξη είναι παρόµοια.

Θεώρηµα ενδιάµεσης τιµής για παραγώγους

Το δεύτερο σηµαντικό ϑεώρηµα αυτής της παραγράφου είναι το ϑεώρηµα ενδιάµεσης τιµής για

παραγώγους και οφείλεται στον Jean Gaston Darboux(1842–1917). Το αξιοσηµείωτο µε αυτό

το ϑεώρηµα είναι ότι στην υπόθεση δεν απαιτείται η συνέχεια της παραγώγου της συνάρτησης

f . Αν η παράγωγος f ′ ήταν συνεχής, τότε το ϑεώρηµα του Darboux ϑα ήταν µία εφαρµογή του

ϑεωρήµατος Bolzano ή ενδιάµεσης µέσης τιµής για την f ′.

Θεώρηµα 3.48 (Darboux). ΄Εστω f : [a, b]→ R παραγωγίσιµη συνάρτηση µε f ′(a) 6= f ′(b). Τότε

για κάθε c µεταξύ f ′(a) και f ′(b) υπάρχει ξ ∈ (a, b) τέτοιο ώστε

f ′(ξ) = c .
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Απόδειξη. − ΄Εστω f ′(a) < f ′(b). Αν c ∈ (f ′(a), f ′(b)), ϑεωρούµε τη συνάρτηση g : [a, b] → R

µε

g(x) := f(x)− cx .

Τότε

g′(a) = f ′(a)− c < 0 και g′(b) = f ′(b)− c > 0 .

Η συνάρτηση g είναι συνεχής στο κλειστό και ϕραγµένο διάστηµα [a, b] και εποµένως ϑα παίρνει

την ελάχιστη τιµή της για κάποιο ξ ∈ [a, b].

Αν ξ = a, τότε για κάθε h > 0 µε a+ h < b είναι g(a+ h) ≥ g(a) και εποµένως

g′(a) = lim
h→0+

g(a+ h)− g(a)

h
≥ 0 . (άτοπο)

Αν ξ = b, τότε για κάθε h < 0 µε b+ h > a είναι g(b+ h) ≥ g(b) και εποµένως

g′(b) = lim
h→0−

g(b+ h)− g(b)

h
≤ 0 . (άτοπο)

΄Αρα το ξ ∈ (a, b) και το ϑεώρηµα Fermat συνεπάγεται ότι g′(ξ) = 0⇔ f ′(ξ) = c.

− Αν f ′(a) > f ′(b), η απόδειξη είναι παρόµοια.

Για µια άλλη απόδειξη του ϑεωρήµατος Darboux παραπέµπουµε στην άσκηση 40.

Πόρισµα 3.49. ΄Εστω f : I → R παραγωγίσιµη συνάρτηση στο διάστηµα I και έστω x0 εσωτερικό

σηµείο του I.

(αʹ) Αν η f ′ δεν είναι συνεχής στο x0, τότε ένα τουλάχιστον από τα πλευρικά όρια f ′(x0+) =

limx→x+0
f ′(x) και f ′(x0−) = limx→x−0

f ′(x) δεν υπάρχει.

(ϐʹ) Κανένα από τα πλευρικά όρια limx→x+0
f ′(x) και limx→x−0

f ′(x) δεν µπορεί να ισούται µε +∞

ή −∞.

Απόδειξη. (αʹ) 1ος τρόπος. Αν και τα δύο πλευρικά όρια limx→x+0
f ′(x), limx→x−0

f ′(x) υπάρ-

χουν, δηλαδή είναι πραγµατικοί αριθµοί, από την Πρόταση 3.47 η f ′ ϑα είναι συνεχής στο

x0. Εποµένως ένα τουλάχιστον από τα πλευρικά όρια limx→x+0
f ′(x) και limx→x−0

f ′(x) δεν

υπάρχει.



3.4. ΤΟ ΘΕΩΡΗΜΑ ΜΕΣΗΣ ΤΙΜΗΣ ΚΑΙ ΤΟ ΘΕΩΡΗΜΑ DARBOUX 109

2ος τρόπος. Για την απόδειξη µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε και το Θεώρηµα Darboux

(άσκηση 41).

(ϐʹ) ΄Εστω f ′(x0+) = limx→x+0
f ′(x) = +∞. Από τον ορισµό του ορίου από δεξιά της f ′ στο x0,

γιαM = f ′(x0)+1 υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x ∈ (x0, x0 +δ) ⊂ I να ισχύει f ′(x) ≥

f ′(x0) + 1. Μάλιστα µπορούµε να επιλέξουµε το δ > 0 έτσι ώστε f ′(x0) 6= f ′(x0 + δ)(γιατί ;).

Τότε από το Θεώρηµα Darboux για κάθε c στο ανοικτό διάστηµα J µε άκρα τα f ′(x0) και

f ′(x0 + δ) υπάρχει ξ ∈ (x0, x0 + δ) µε c = f ′(ξ) ≥ f ′(x0) + 1. Εποµένως το διάστηµα

[f ′(x0) + 1,+∞) ϑα περιέχει το ανοικτό διάστηµα J και κατά συνέπεια ϑα περιέχει και τα

άκρα του διαστήµατος J . Τότε f ′(x0) + 1 ≤ f ′(x0) < +∞, άτοπο. Καταλήξαµε σε άτοπο

επειδή υποθέσαµε ότι f ′(x0+) = +∞. ΄Αρα το f ′(x0+) δεν ισούται µε +∞. Παρόµοια

αποδεικνύεται ότι το f ′(x0+) δεν ισούται µε −∞.

Ανάλογα αποδεικνύεται ότι το f ′(x0−) = limx→x−0
f ′(x) δεν µπορεί να ισούται µε +∞ ή −∞.

Παρατήρηση 3.50. Αν η f ′ είναι ασυνεχής σε ένα εσωτερικό σηµείο x0 του πεδίου ορισµού της,

τότε από το Πόρισµα 3.49 ένα τουλάχιστον από τα πλευρικά όρια f ′(x0+), f ′(x0−) δεν υπάρχει.

∆ηλαδή οι ασυνέχειες της f ′ είναι δεύτερου είδους. Γεωµετρικά, παρότι η παράγωγος f ′ δεν

είναι κατανάγκη συνεχής συνάρτηση, το γράφηµα της f ′ δεν παρουσιάζει πηδήµατα στα σηµεία

ασυνέχειας. Εποµένως, η ασυνέχεια της f ′ σε ένα εσωτερικό σηµείο του πεδίου ορισµού της µπορεί

να προκύψει µόνο από υπερβολική ταλάντωση του γραφήµατός της (ϐλέπε Παράδειγµα 3.11).

Στο παρακάτω σχήµα το γράφηµα της συνάρτησης y = g(x) ορισµένης σ᾿ ένα διάστηµα I παρου-

σιάζει πήδηµα στο εσωτερικό σηµείο x0 του I στο οποίο η συνάρτηση g είναι ασυνεχής.
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y

xxO

g(x -)

y=g(x)

0

0

g(x +)0

Αν υποθέσουµε ότι η συνάρτηση f : I → R είναι παραγωγίσιµη µε f ′(x) = g(x) για κάθε x ∈ I,

τότε ϑα είναι f ′(x0−) = g(x0−) και f ′(x0+) = g(x0+) µε f ′(x0−) < f ′(x0+). ∆ηλαδή και

τα δύο πλευρικά όρια f ′(x0+), f ′(x0−) υπάρχουν, άτοπο. ΄Αρα η g δεν έχει παράγουσα στο

διάστηµα I.

Παράδειγµα 3.51.

f(x) =


x2 sin 1

x αν x 6= 0

0 αν x = 0 .

΄Οπως είδαµε στο Παράδειγµα 3.11, η f είναι παραγωγίσιµη στο R µε

f ′(x) =


2x sin 1

x − cos 1
x αν x 6= 0

0 αν x = 0 .

Η f ′ είναι ασυνεχής στο 0 και τα δύο πλευρικά όρια f ′(0+), f ′(0−) δεν υπάρχουν.

Πόρισµα 3.52. Αν η συνάρτηση f : I → R είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα I µε f ′(x) 6= 0 για

κάθε x ∈ I, τότε η f είναι γνήσια µονότονη στο I.

Απόδειξη. Θα αποδείξουµε ότι η f ′ διατηρεί το πρόσηµο στο διάστηµα I. Πράγµατι, αν υποθέ-

σουµε ότι για κάποια x, y ∈ I είναι f ′(x) < 0 < f ′(y), από το ϑεώρηµα Darboux υπάρχει ξ

µεταξύ των x και y µε f ′(ξ) = 0. ΄Ατοπο, επειδή από την υπόθεση είναι f ′(x) 6= 0 για κάθε x ∈ I

και κατά συνέπεια f ′(ξ) 6= 0.
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Εποµένως ϑα είναι είτε f ′(x) < 0 για κάθε x ∈ I ή f ′(x) > 0 για κάθε x ∈ I. ΄Αρα, είτε η f είναι

γνήσια ϕθίνουσα στο I ή η f είναι γνήσια αύξουσα στο I.

3.5 Ασκήσεις

1. Να ϐρεθούν όλες οι παραγωγίσιµες συναρτήσεις f : R→ R τέτοιες ώστε

f ′(x) =
f(x+ n)− f(x)

n
⇔ f(x+ n)− f(x) = nf ′(x) , ∀x ∈ R και ∀n ∈ N .

Υπόδειξη. (i) ∆είξτε ότι f ′(x+ 1) = f(x+ 2)− f(x+ 1) = f ′(x), ∀x ∈ R.

(ii) ∆είξτε ότι η f είναι δύο ϕορές παραγωγίσιµη µε f ′′(x) = 0, ∀x ∈ R.

2. ΄Εστω f : I → R παραγωγίσιµη συνάρτηση στο εσωτερικό σηµείο x0 του διαστήµατος I. Αν

a, b > 0, να δείξετε ότι

lim
h→0

f(x0 + bh)− f(x0 − ah)

(b+ a)h
= f ′(x0) .

3. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιµη στο a ∈ R. Αν k, n ∈ N∗,

δείξτε ότι

lim
n→∞

n

[
k∑
i=1

f

(
a+

i

n

)
− kf(a)

]
=
k(k + 1)

2
f ′(a) .

4. ΄Εστω η συνάρτηση f : (0, 1)→ R µε

f(x) =


4x2 αν x ϱητός

4x− 1 αν x άρρητος .

∆είξτε ότι η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη µόνο για x = 1/2 µε f ′(1/2) = 4.

5. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : [a, b] → R είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο x0 ∈ (a, b).

∆είξτε ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε

|f(v)− f(u)− f ′(x0)(v − u)| < ε(v − u) ,

για όλα τα u, v ∈ [a, b] µε x0 − δ < u ≤ x0 ≤ v < x0 + δ.
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6. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : R→ R είναι τέτοια ώστε για κάθε x, y ∈ R

|f(y)− f(x)| ≤ C|y − x|α ,

για κάποιο C > 0 και α > 0.

(αʹ) Αν α > 1, δείξτε ότι f ′(x) = 0 για κάθε x ∈ R και εποµένως η f είναι σταθερή.

(ϐʹ) Αν 0 < α ≤ 1, τότε η f µπορεί να µην είναι παραγωγίσιµη. Πράγµατι, αν f(x) = |x|α,

α ∈ (0, 1], δείξτε ότι

||y|α − |x|α| ≤ |y − x|α ,

για κάθε x, y ∈ R και ότι η f(x) = |x|α δεν είναι παραγωγίσιµη στο 0.

7. Αν η συνάρτηση f : R→ R είναι κλάσης C1, ορίζουµε τη συνάρτηση g : R→ R µε

g(x) =


0 αν f(x) < 0

f2(x) αν f(x) ≥ 0 .

∆είξτε ότι η g είναι κλάσης C1 στο R.

8. ΄Εστω f : [0,∞) → R συνάρτηση κλάσης C2 µε f(0) = f ′(0) = 0. ∆είξτε ότι υπάρχει

συνάρτηση g : [0,∞)→ R κλάσης C1, τέτοια ώστε f(x) = g(x2) για κάθε x ≥ 0.

9. ΄Εστω η συνάρτηση f(x) = a1 sinx + a2 sin 2x + · · · + an sinnx, όπου a1, . . . , an ∈ R. Αν

|f(x)| ≤ | sinx| για κάθε x ∈ R, δείξτε ότι

|a1 + 2a2 + · · ·+ nan| ≤ 1 .

Υπόδειξη. ∆είξτε ότι |f ′(0)| ≤ 1.

10. Να αποδειχθεί ότι

arccos

(
1− x2

1 + x2

)
= 2 |arctanx| , x ∈ R .

11. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [−1, 1], παραγωγίσιµη στο (−1, 1) και

τέτοια ώστε

f(−1) = −π
2
, f(1) =

π

2
και f ′(x) ≥ 1√

1− x2
, για κάθε x ∈ (−1, 1) .

Να αποδειχθεί ότι f(x) = arcsinx, για κάθε x ∈ [−1, 1].
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12. Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση y = f(x) = arcsinx −
√

1− x2, |x| ≤ 1, είναι γνήσια

µονότονη. Αν f−1 είναι η αντίστροφη της f , να υπολογιστεί το όριο

lim
y→−1

f−1(y)

1 + y
.

13. Αποδείξτε ότι η συνάρτηση

f(x) =


arctan 1

|x| αν x 6= 0 ,

π
2 αν x = 0 ,

είναι συνεχής στο R. Εξετάστε αν η f είναι παραγωγίσιµη στο R.

14. ΄Εστω η συνάρτηση f : R→ R µε

f(x) =


e−1/x αν x > 0

0 αν x ≤ 0 .

∆είξτε ότι

f (n)(x) =


e−1/xP2n(1/x) αν x > 0

0 αν x ≤ 0 ,

όπου P2n(1/x) είναι πολυώνυµο ϐαθµού 2n ως προς 1/x, για κάθε n ∈ N.

15. Αν f(x) = arctanx, δείξτε ότι η f είναι άπειρες ϕορές παραγωγίσιµη µε

f (n)(x) = (n− 1)! cosn(f(x)) · sin
(
n
(π

2
+ f(x)

))
, ∀n ∈ N, ∀x ∈ R .

16. Να ϐρεθούν όλες οι 1−1 και δύο ϕορές παραγωγίσιµες πραγµατικές συναρτήσεις y = f(x)

µε dy
dx = f ′(x) 6= 0, για κάθε x ∈ R, οι οποίες είναι λύσεις της εξίσωσης

d2y

dx2
+

d2x

dy2
= 0 .

17. ΄Εστω P (cosh t, sinh t), t ∈ R \ {0}, σηµείο του δεξιού κλάδου της υπερβολής x2 − y2 = 1

µε εξίσωση y =
√
x2 − 1, x ≥ 1. Να αποδειχθεί ότι το εµβαδόν του χωρίου του επιπέδου

που περικλείεται από την καµπύλη y =
√
x2 − 1, τον άξονα Ox και το ευθ. τµήµα OP

ισούται µε t/2.
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18. Να δείξετε ότι η διαφορική εξίσωση

d2y

dx2
− 2x

1− x2
dy

dx
− 4

(1− x2)2
y = 0 , |x| < 1 , (1)

µε την αντικατάσταση

t = tanh−1 x =
1

2
ln

(
1 + x

1− x

)
, |x| < 1 ,

µετασχηµατίζεται στη γραµµική διαφορική εξίσωση µε σταθερούς συντελεστές

d2y∗

dt2
− 4y∗ = 0 , (2)

όπου y∗(t) = y(tanh t). Η γενική λύση της (2) είναι

y∗(t) = c1e
−2t + c2e

2t , c1, c2 ∈ R

και άρα η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης (1) είναι

y(x) = c1
1− x
1 + x

+ c2
1 + x

1− x
, |x| < 1 , c1, c2 ∈ R .

19. ΄Εστω η συνάρτηση f : [a, b] → R, a < b, είναι συνεχής στο κλειστό διάστηµα [a, b] και

παραγωγίσιµη στο ανοικτό διάστηµα (a, b) µε f(x) 6= 0, για κάθε x ∈ [a, b]. ∆είξτε ότι

υπάρχει ξ ∈ (a, b) τέτοιο ώστε
f(b)

f(a)
= e

f ′(ξ)
f(ξ) .

20. ΄Εστω η συνάρτηση f : [0, π/4] → R είναι συνεχής στο κλειστό διάστηµα [0, π/4] και

παραγωγίσιµη στο ανοικτό διάστηµα (0, π/4) µε f(0) = 0. Να αποδειχθεί ότι υπάρχει

x0 ∈ (0, π/4), τέτοιο ώστε

f ′(x0) = f(x0)
1 + tanx0
1− tanx0

.

21. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : R→ R είναι παραγωγίσιµη µε limx→−∞ f(x) = limx→+∞ f(x) =

a ∈ R. Να αποδειχθεί ότι υπάρχει ξ ∈ R µε f ′(ξ) = 0.

Υπόδειξη. Θεωρείστε τη συνάρτηση g(x) := f(tan πx
2 ), x ∈ (−1, 1).

22. ΄Εστω f : (a, b) → (−1, 1) παραγωγίσιµη συνάρτηση στο διάστηµα (a, b) µε b − a ≥ 4.

Αποδείξτε ότι υπάρχει ξ ∈ (a, b), τέτοιο ώστε

|f ′(ξ)| <
√

1− (f(ξ))2 .

Υπόδειξη. Θεώρηµα µέσης τιµής για τη συνάρτηση F (x) := arcsin(f(x)), x ∈ (a, b).
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23. Υποθέτουµε ότι η συνεχής συνάρτηση f : [a, b] → R είναι δύο ϕορές παραγωγίσιµη στο

(a, b) µε f ′′(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ (a, b). Αν f(a) < 0 < f(b), δείξτε ότι υπάρχει µοναδικό

c ∈ (a, b) τέτοιο ώστε f(c) = 0.

24. ΄Εστω f : R → R παραγωγίσιµη συνάρτηση µε f ′(x) ≤ −1 για κάθε x ∈ R. ∆είξτε ότι

υπάρχει µοναδικό x0 ∈ R τέτοιο ώστε f(x0) = 2x0.

25. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : [a, b]→ R είναι δυο ϕορές συνεχώς παραγωγίσιµη, δηλαδή

f ∈ C2([a, b]). Αν η f έχει τρεις τουλάχιστον διαφορετικές ϱίζες στο [a, b], δείξτε ότι η

εξίσωση

f(x) + f ′′(x) = 2f ′(x)

ϑα έχει τουλάχιστον µια ϱίζα στο [a, b].

Υπόδειξη. Αν g(x) := e−xf(x), εξετάστε τις παραγώγους g′(x) και g′′(x).

26. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : (0,+∞)→ R είναι παραγωγίσιµη και ότι η παράγωγος f ′

είναι ϕραγµένη στο διάστηµα (0,+∞). Αν η ακολουθία (f(n))n∈N τείνει στο +∞, δηλαδή

limn→+∞ f(n) = +∞, να δείξετε ότι και limx→+∞ f(x) = +∞.

27. ΄Εστω η συνάρτηση f : R→ R µε f(0) = f ′(0) = 0. Αν a 6= 0, δείξτε ότι

lim
n→∞

n!

an
f

(
an

n!

)
= 0 .

28. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : R → R είναι συνεχώς παραγωγίσιµη µε f ′(0) = 1. Τότε

υπάρχει διάστηµα [−δ, δ], δ > 0, στο οποίο η f είναι γνήσια αύξουσα.

29. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιµη µε f ′(0) = 1. Υπάρχει

διάστηµα [−δ, δ], δ > 0, στο οποίο η f είναι αύξουσα ;

Υπόδειξη. Θεωρείστε τη συνάρτηση

f(x) =


x sin

(
1
x

)
αν x 6= 0

0 αν x = 0 .

30. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : [1,+∞)→ R είναι συνεχώς παραγωγίσιµη. Αν limx→+∞ f(x) =

0, υπάρχει το όριο limx→+∞ f
′(x) = 0;

Υπόδειξη. Θεωρείστε τη συνάρτηση f(x) = (1/x) sinx2.
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31. ΄Εστω η συνάρτηση f : R→ R µε y = f(x) = 2xex
2
. Να δείξετε ότι η f είναι 1− 1 και επί.

Να ϐρεθεί α > 0 τέτοιο ώστε

|f−1(y)| ≤ α|y| , για κάθε y ∈ R .

32. ΄Εστω f : [0,+∞) → R συνεχής συνάρτηση στο [0,+∞) και παραγωγίσιµη στο (0,+∞).

Υποθέτουµε ότι για κάποιο α ∈ (0, 1) είναι

|f ′(x)| ≤ xα , για κάθε x > 0 .

∆είξτε ότι limx→+∞
f(x)
x2

= 0.

33. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : (0, 1)→ R είναι παραγωγίσιµη και ότι το όριο limx→0+ f(x)

υπάρχει και είναι πραγµατικός αριθµός. Αν το όριο limx→0+ xf
′(x) = λ ∈ R, δείξτε ότι

limx→0+ xf
′(x) = 0.

Υπόδειξη. 1ος τρόπος. Με τον κανόνα L’Hôpital δείξτε ότι limx→0+(xf(x))′ = limx→0+ f(x).

2ος τρόπος.

(i) ΄Εστω limx→0+ xf
′(x) = λ > 0. ∆είξτε ότι υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x ∈ (0, δ)

είναι

f ′(x) >
λ

2x
.

(ii) ∆είξτε ότι για κάθε x ∈ (0, δ)

f
( x

2n

)
− f

( x

2n+1

)
>
λ

4
, n = 0, 1, 2, . . .

και ότι αυτό οδηγεί σε άτοπο.

34. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : R→ R είναι παραγωγίσιµη και ότι το όριο limx→+∞ f(x)

υπάρχει και είναι πραγµατικός αριθµός. Αν το όριο limx→+∞ xf
′(x) = λ ∈ R, δείξτε ότι

limx→+∞ xf
′(x) = 0.

Υπόδειξη. Με τον κανόνα L’Hôpital δείξτε ότι limx→+∞(xf(x))′ = limx→+∞ f(x).

35. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : (0,+∞) → R είναι παραγωγίσιµη στο (0,+∞). Αν

limx→+∞ f
′(x) = +∞, δείξτε ότι και limx→+∞

f(x)
x = +∞.

Υπόδειξη. Κοιτάξτε την απόδειξη στο Παράδειγµα 3.41.
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36. ΄Εστω f : (a, b)→ R παραγωγίσιµη συνάρτηση µε

lim
x→b−

f(x) =∞ .

Να αποδειχθεί ότι είτε το όριο limx→b− f
′(x) δεν υπάρχει ή limx→b− f

′(x) =∞.

Υπόδειξη. Αν limx→b− f
′(x) = λ ∈ R, δείξτε ότι υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε

|f ′(x)| < 1 + |λ| , ∀x ∈ (b− δ, b) .

Στη συνέχεια, χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα µέσης τιµής αποδείξτε ότι υπάρχει M > 0

τέτοιο ώστε

|f(y)| ≤M , ∀y ∈ (b− δ, b) .

37. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : R→ R είναι παραγωγίσιµη.

(αʹ) Αν

lim
x→∞

(f(x) + f ′(x)) = 0 ,

τότε το όριο limx→∞ f(x) υπάρχει και ισούται µε το µηδέν.

Για την απόδειξη χρησιµοποιείστε τα παρακάτω ϐήµατα:

(i) ΄Εστω ε > 0. Επειδή limx→∞(f(x) + f ′(x)) = 0,

υπάρχει A > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x > A είναι |f(x) + f ′(x)| < ε

2
.

(ii) ΄Εστω x > A. Αν g(x) := exf(x), χρησιµοποιώντας το γενικευµένο ϑεώρηµα µέσης

τιµής (ϑεώρηµα µέσης τιµής του Cauchy) για τις συναρτήσεις y = g(x) και y = ex

αποδείξτε ότι

|g(x)− g(A)| < ε

2
|ex − eA| .

(iii) Να συµπεράνετε ότι για κάθε x > A είναι

|f(x)| < ε

2
+ |f(A)eA−x|

(iv) Αποδείξτε ότι υπάρχει B > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x > B είναι

|f(A)eA−x| < ε

2
.

Αν ∆ = max {A,B}, τότε για κάθε x > ∆ είναι |f(x)| < ε.
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(ϐʹ) Αν

lim
x→∞

(f(x) + f ′(x)) = 1 ,

τότε limx→∞ f(x) = 1.

38. Χρησιµοποιώντας τη διπλή ανισότητα του παραδείγµατος 3.46, να αποδειχθεί ότι

lim
n→∞

2n∑
k=n

1

k
= ln 2 .

39. Αποδείξτε ότι

x− x3

3!
≤ sinx ≤ x , ∀x ≥ 0 .

Χρησιµοποιώντας την παραπάνω διπλή ανισότητα, να αποδειχθεί ότι

lim
n→∞

2n∑
k=n

sin

(
1

k

)
= ln 2 .

40. (Μια διαφορετική απόδειξη του ϑεωρήµατος Darboux) ΄Εστω f : [a, b] → R παραγωγίσιµη

συνάρτηση µε f ′(a) 6= f ′(b). Τότε για κάθε c µεταξύ f ′(a) και f ′(b) υπάρχει ξ ∈ (a, b)

τέτοιο ώστε

f ′(ξ) = c .

Για την απόδειξη ϑεωρείστε πρώτα τις συνεχείς συναρτήσεις fa, fb : [a, b]→ R µε

fa(x) =


f ′(a) αν x = a

f(x)−f(a)
x−a αν x 6= a

και fb(x) =


f ′(b) αν x = b

f(x)−f(b)
x−b αν x 6= b .

Τότε

fa(a) = f ′(a), fa(b) = fb(a) και fb(b) = f ′(b) .

Στη συνέχεια χρησιµοποιείστε το ϑεώρηµα Bolzano ή ενδιάµεσης τιµής και το ϑεώρηµα

µέσης τιµής.

41. ΄Εστω f : I → R παραγωγίσιµη συνάρτηση στο διάστηµα I και έστω x0 εσωτερικό σηµείο του

I. Αν και τα δύο πλευρικά όρια f ′(x0+) = limx→x+0
f ′(x), f ′(x0−) = limx→x−0

f ′(x) της

f ′ υπάρχουν, δηλαδή είναι πραγµατικοί αριθµοί, χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα Darboux

δείξτε ότι η f ′ είναι συνεχής στο x0.
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3.6 Κανόνας L’Hôpital

3.7 Τύπος και σειρά Taylor

3.7.1 Θεώρηµα Taylor

Αν η συνάρτηση f : I → R είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο x0 του διαστήµατος I, από την (3.3)

έχουµε ότι

f(x0 + h) = f(x0) + f ′(x0)h+ o(h) (h→ 0) .

Στην περίπτωση που η f είναι n-ϕορές παραγωγίσιµη στο x0, ο παραπάνω τύπος γενικεύεται.

Πρόταση 3.53. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : I → R είναι n-ϕορές παραγωγίσιµη στο σηµείο

x0 του διαστήµατος I. Τότε,

f(x0 + h) = f(x0) + f ′(x0)h+
f ′′(x0)

2!
h2 + · · ·+ f (n)(x0)

n!
hn + o(hn) (h→ 0) . (3.23)

Απόδειξη. Αν

Pn(h) := f(x0) + f ′(x0)h+
f ′′(x0)

2!
h2 + · · ·+ f (n)(x0)

n!
hn =

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
hk ,

αρκεί να αποδείξουµε ότι

lim
h→0

f(x0 + h)− Pn(h)

hn
= 0 .

Για την απόδειξη ϑα χρησιµοποιήσουµε (n− 1)-ϕορές τον κανόνα L’Hôpital. Επειδή

P (n−1)
n (h) =

(
f(x0) + f ′(x0)h+ · · ·+ f (n−1)(x0)

(n− 1)!
hn−1 +

f (n)(x0)

n!
hn

)(n−1)

= f (n−1)(x0) + f (n)(x0)h ,
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είναι

lim
h→0

f(x0 + h)− Pn(h)

hn
= lim

h→0

f ′(x0 + h)− P ′n(h)

nhn−1

= lim
h→0

f ′′(x0 + h)− P ′′n (h)

n(n− 1)hn−2

= · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

= lim
h→0

f (n−1)(x0 + h)− P (n−1)
n (h)

n!h

((n− 1)-ϕορές ο κανόνας L’Hôpital)

=
1

n!
lim
h→0

f (n−1)(x0 + h)− [f (n−1)(x0) + f (n)(x0)h]

h

=
1

n!

[
lim
h→0

f (n−1)(x0 + h)− f (n−1)(x0)
h

− f (n)(x0)

]
=

1

n!

[
f (n)(x0)− f (n)(x0)

]
= 0 .

Σηµείωση. Αν χρησιµοποιήσουµε τον κανόνα L’Hôpital n-ϕορές, τότε έχουµε

lim
h→0

f(x0 + h)− Pn(h)

hn
= lim

h→0

f (n)(x0 + h)− P (n)
n (h)

n!
(n-ϕορές ο κανόνας L’Hôpital)

=
1

n!
lim
h→0

[
f (n)(x0 + h)− f (n)(x0)

]
.

΄Οµως στην υπόθεση δεν µας δίνεται ότι η f (n) είναι συνεχής στο x0 και εποµένως δεν

µπορούµε να συµπεράνουµε ότι limh→0 f
(n)(x0 + h) = f (n)(x0).

Αν x = x0 + h ∈ I, ο τύπος (3.23) παίρνει τη µορφή

f(x) = f(x0)+f
′(x0)(x−x0)+

f ′′(x0)

2!
(x−x0)2+· · ·+f (n)(x0)

n!
(x−x0)n+o((x−x0)n) (x→ x0) .

(3.24)

Ειδικά για x0 = 0 είναι

f(x) = f(0) + f ′(0)x+
f ′′(0)

2!
x2 + · · ·+ f (n)(0)

n!
xn + o(xn) (x→ 0) . (3.25)

Παράδειγµα 3.54. Θεωρούµε την εκθετική συνάρτηση y = f(x) = ex. Επειδή f (n)(0) = e0 = 1

για κάθε n ∈ N, από τον τύπο (3.25) έχουµε

ex = 1 + x+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+ o(xn) (x→ 0) .
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Για n = 1 και n = 2 παίρνουµε αντίστοιχα

ex = 1 + x+ o(x) (x→ 0) και ex = 1 + x+
x2

2
+ o(x2) (x→ 0) .

x

y

y = 1 + x

y = 1 + x+ x2

2

y = ex

1

δ−δ

Σχήµα 3.1: Σε µια µικρή περιοχή (−δ, δ) του µηδενός το πολυώνυµο P1(x) = 1 + x είναι µια

καλή προσέγγιση της εκθετικής συνάρτησης y = ex. ΄Οπως ϕαίνεται και στο σχήµα, στην ίδια

περιοχή το πολυώνυµο P2(x) = 1 + x+ x2/2 προσεγγίζει καλύτερα την εκθετική συνάρτηση.

Παράδειγµα 3.55. Να υπολογιστεί το όριο

lim
x→0

d4

dx4

( x

sinx

)
.

Λύση. Αν f(x) = x/ sinx, Ϲητείται να υπολογιστεί η παράγωγος f (4)(0). Επειδή

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
+ o(x5) (x→ 0) ,

είναι

x

sinx
=

x

x− x3

3! + x5

5! + o(x5)
=

1

1− x2

3! + x4

5! + o(x4)
=

1

1−
(
x2

3! −
x4

5! + o(x4)
) .

΄Οµως
1

1− y
= 1 + y + y2 + o(y2) (y → 0)
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και εποµένως

x

sinx
= 1 +

(
x2

3!
− x4

5!
+ o(x4)

)
+

(
x2

3!
− x4

5!
+ o(x4)

)2

+ o(x4)

= 1 +
x2

3!
+

(
1

(3!)2
− 1

5!

)
x4 + o(x4)

= 1 +
x2

3!
+

(
1

36
− 1

120

)
x4 + o(x4) .

΄Αρα,

lim
x→0

d4

dx4

( x

sinx

)
= f (4)(0) = 4!

f (4)(0)

4!
= 4!

(
1

36
− 1

120

)
=

2

3
− 1

5
=

7

15
.

Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : I → R είναι παραγωγίσιµη σ᾿ ένα εσωτερικό σηµείο x0 του

διαστήµατος I. Τότε, από το ϑεώρηµα Fermat µία αναγκαία συνθήκη για να έχει η f τοπικό

ακρότατο στο x0 είναι η παράγωγος να µηδενίζεται στο x0, δηλαδή f ′(x0) = 0. Με το κριτήριο

της πρώτης παραγώγου, Πρόταση 3.45, εξετάζουµε αν η f έχει τοπικό ελάχιστο ή τοπικό µέγιστο

στο x0. Αν η συνάρτηση f έχει παραγώγους ανώτερης τάξης, χρησιµοποιώντας την Πρόταση 3.53

ϑα δώσουµε ένα γενικό κριτήριο για τοπικά ακρότατα.

Θεώρηµα 3.56 (Γενικό κριτήριο για ακρότατα). ΄Εστω η συνάρτηση f : I → R είναι n-ϕορές

παραγωγίσιµη, n ≥ 2, στο εσωτερικό σηµείο x0 του διαστήµατος I. Υποθέτουµε ότι

f ′(x0) = f ′′(x0) = · · · = f (n−1)(x0) = 0 και f (n)(x0) 6= 0 .

(αʹ) Αν n είναι άρτιος, n = 2k, τότε η f έχει τοπικό ελάχιστο(αντίστοιχα, τοπικό µέγιστο) στο x0

αν f (n)(x0) > 0(αντίστοιχα, f (n)(x0) < 0).

(ϐʹ) Αν n περιττός, n = 2k + 1, τότε η f δεν έχει τοπικό ακρότατο στο x0.

Απόδειξη. Από την υπόθεση, το πολυώνυµο

Pn(h) := f(x0) + f ′(x0)h+
f ′′(x0)

2!
h2 + · · ·+ f (n−1)(x0)

(n− 1)!
hn−1 +

f (n)(x0)

n!
hn

= f(x0) +
f (n)(x0)

n!
hn
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και εποµένως
f(x0 + h)− Pn(h)

hn
=
f(x0 + h)− f(x0)

hn
− f (n)(x0)

n!
.

Επειδή από την Πρόταση 3.53 είναι

lim
h→0

f(x0 + h)− Pn(h)

hn
= 0 ,

συµπεραίνουµε ότι

lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

hn
=
f (n)(x0)

n!
. (3.26)

΄Εστω f (n)(x0) 6= 0. Τότε λόγω της (3.26) υπάρχει δ > 0, τέτοιο ώστε

το
f(x0 + h)− f(x0)

hn
έχει το ίδιο πρόσηµο µε το f (n)(x0), για κάθε h ∈ (−δ, δ), h 6= 0 . (3.27)

(αʹ) ΄Εστω n = 2k. Αν f (n)(x0) > 0, επειδή hn = h2k > 0, από την (3.27) έπεται ότι f(x0 + h) >

f(x0) για κάθε h ∈ (−δ, δ), h 6= 0. Εποµένως η f έχει τοπικό ελάχιστο στο x0. Η περίπτωση

f (n)(x0) < 0 είναι παρόµοια.

(ϐʹ) ΄Εστω n = 2k + 1. Αν f (n)(x0) > 0, τότε χρησιµοποιώντας την (3.27) έχουµε

f(x0 + h) < f(x0) για κάθε h ∈ (−δ, 0)

και

f(x0 + h) > f(x0) για κάθε h ∈ (0, δ) .

Εποµένως η f δεν έχει τοπικό ακρότατο στο x0.

Αν f (n)(x0) < 0, τότε από την (3.27) έχουµε

f(x0 + h) > f(x0) για κάθε h ∈ (−δ, 0)

και

f(x0 + h) < f(x0) για κάθε h ∈ (0, δ) .

Εποµένως και πάλι η f δεν έχει τοπικό ακρότατο στο x0.



124 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗ

Αν η συνάρτηση f : I → R είναι n-ϕορές παραγωγίσιµη στο σηµείο x0 του διαστήµατος I, από

τον τύπο (3.24) για x πολύ κοντά στο x0, δηλαδή για αρκετά µικρό x− x0, έχουµε ότι

f(x) ≈ f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2!
(x− x0)2 + · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)n .

Εποµένως για x πλησίον του x0 προσεγγίζουµε τη συνάρτηση y = f(x), που είναι n-ϕορές

παραγωγίσιµη στο x0, µε ένα πολυώνυµο ϐαθµού n. Ποιο είναι το σφάλµα της προσέγγισης ;

Για να απαντήσουµε σ᾿ αυτό το ερώτηµα χρειαζόµαστε τον τύπο Taylor που γενικεύει το κλασικό

ϑεώρηµα µέσης τιµής για παραγώγους ανώτερης τάξης.

Θεώρηµα 3.57 (Taylor). ΄Εστω n ∈ N και έστω η συνεχής συνάρτηση f : [a, b] → R είναι τέτοια

ώστε οι παράγωγοι f ′, f ′′, . . . , f (n) είναι συνεχείς στο [a, b] και η f (n+1) υπάρχει στο (a, b). Αν

x0 ∈ [a, b], τότε για κάθε x ∈ [a, b] έχουµε τον τύπο Taylor:

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2!
(x− x0)2 + · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)n +Rn(x)

=

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k +Rn(x) ,

(3.28)

όπου

Pn(x) =

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k είναι το πολυώνυµο Taylor ϐαθµού n

και Rn(x) είναι το υπόλοιπο µε

Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1 , για κάποιο ξ µεταξύ x0 και x (Lagrange)

ή

Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

n!
(x− ξ)n(x− x0) , για κάποιο ξ µεταξύ x0 και x . (Cauchy)

Απόδειξη. − Απόδειξη του τύπου Taylor µε το υπόλοιπο κατά Lagrange:

΄Εστω x ∈ [a, b], x σταθερό. Η µορφή του τύπου Taylor µε το υπόλοιπο κατά Lagrange µας οδηγεί

στο να ορίσουµε δύο ϐοηθητικές συναρτήσεις F και Φ στο κλειστό διάστηµα µε άκρα τα σηµεία
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x0 και x ως εξής :

F (t) := f(x)−

[
f(t) + f ′(t)(x− t) +

f ′′(t)

2!
(x− t)2 + · · ·+ f (n)(t)

n!
(x− t)n

]
,

Φ(t) := (x− t)n+1

και στη συνέχεια να χρησιµοποιήσουµε το ῾῾γενικευµένο ϑεώρηµα µέσης τιµής του Cauchy᾿᾿,

Θεώρηµα 3.38.

Για κάποιο ξ µεταξύ x0 και x είναι

F (x)− F (x0)

Φ(x)− Φ(x0)
=
F ′(ξ)

Φ′(ξ)
⇔ F (x0)

Φ(x0)
=
F ′(ξ)

Φ′(ξ)
(F (x) = Φ(x) = 0)

⇔ F (x0) =
F ′(ξ)

Φ′(ξ)
(x− x0)n+1 .

Επειδή

F ′(t) = −f
(n+1)(t)

n!
(x− t)n και Φ′(t) = −(n+ 1)(x− t)n ,

έχουµε

F (x0) =
F ′(ξ)

Φ′(ξ)
(x− x0)n+1 =

−f (n+1)(ξ)
n!

−(n+ 1)
(x− x0)n+1 =

f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1 .

Εποµένως

F (x0) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1

και αυτό συνεπάγεται τον τύπο Taylor µε το υπόλοιπο κατά Lagrange.

− Απόδειξη του τύπου Taylor µε το υπόλοιπο κατά Cauchy:

Η απόδειξη του τύπου Taylor µε το υπόλοιπο κατά Cauchy είναι εφαρµογή του κλασικού ϑεω-

ϱήµατος µέσης τιµής του Lagrange, Θεώρηµα 3.39, για τη ϐοηθητική συνάρτηση F που ορίσαµε

παραπάνω. Παραλείπουµε την εύκολη απόδειξη.

Το ϑεώρηµα Taylor είναι γενίκευση του ϑεωρήµατος µέσης τιµής για παραγώγους ανώτερης

τάξης. Επειδή f (0)(x0) = f(x0) και 0! = 1, από τον τύπο Taylor για n = 0 έχουµε

f(x) = f(x0) + f ′(ξ)(x− x0) , για κάποιο ξ µεταξύ x0 και x . (ϑεώρηµα µέσης τιµής)
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Παρατήρηση 3.58. Αν η f είναι ένα πολυώνυµο ϐαθµού n και το x0 είναι ένας πραγµατικός

αριθµός, από τον τύπο Taylor(τύπος (3.28)) παίρνουµε

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2!
(x− x0)2 + · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)n

=

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k .

(3.29)

Αυτό ισχύει επειδή f (n+1) ≡ 0 και κατά συνέπεια Rn(x) = 0.

Εφαρµογή. Θα εκφράσουµε το πολυώνυµο P (x) = x4 + x3 − 3x2 − 3x + 1 σε µορφή δυνάµεων

του (x+ 1). Από τον τύπο (3.29) για x0 = −1 έχουµε

P (x) = P (−1) + P ′(−1)(x+ 1) +
P ′′(−1)

2!
(x+ 1)2 +

P (3)(−1)

3!
(x+ 1)3 +

P (4)(−1)

3!
(x+ 1)4 .

Επειδή P (−1) = 1, P ′(−1) = 10, P ′′(−1) = 0, P (3)(−1) = −18 και P (4)(−1) = 24, τελικά είναι

P (x) = x4 + x3 − 3x2 − 3x+ 1 = 1 + 10(x+ 1)− 3(x+ 1)3 + (x+ 1)4 .

Για x0 = 0 ο τύπος Taylor, γνωστός και σαν τύπος Maclaurin, παίρνει τη µορφή

f(x) = f(0) + f ′(0)x+
f ′′(0)

2!
x2 + · · ·+ f (n)(0)

n!
xn +Rn(x)

=

n∑
k=0

f (k)(0)

k!
xk +Rn(x) ,

όπου

Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
xn+1 , για κάποιο ξ µεταξύ x0 και x (Lagrange)

ή

Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

n!
(x− ξ)nx , για κάποιο ξ µεταξύ 0 και x . (Cauchy)

Ο τύπος Maclaurin µε το υπόλοιπο κατά Lagrange διατυπώνεται και ως εξής

f(x) = f(0) + f ′(0)x+
f ′′(0)

2!
x2 + · · ·+ f (n)(0)

n!
xn +

f (n+1)(θx)

(n+ 1)!
xn+1

=
n∑
k=0

f (k)(0)

k!
xk︸ ︷︷ ︸

Pn(x)

+
f (n+1)(θx)

(n+ 1)!
xn+1︸ ︷︷ ︸

Rn(x)

,
(3.30)
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για κάποιο θ ∈ (0, 1). Αντίστοιχα, ο τύπος Maclaurin µε το υπόλοιπο κατά Cauchy γράφεται

και στη µορφή

f(x) = f(0) + f ′(0)x+
f ′′(0)

2!
x2 + · · ·+ f (n)(0)

n!
xn +

f (n+1)(θx)

n!
(1− θ)nxn+1

=

n∑
k=0

f (k)(0)

k!
xk︸ ︷︷ ︸

Pn(x)

+
f (n+1)(θx)

n!
(1− θ)nxn+1︸ ︷︷ ︸

Rn(x)

(3.31)

για κάποιο θ ∈ (0, 1). Στον παρακάτω πίνακα δίνουµε τα αναπτύγµατα Maclaurin µερικών

ϐασικών συναρτήσεων. Είναι

ex = 1 + x+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+

xn+1

(n+ 1)!
eθx︸ ︷︷ ︸

Rn(x)

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
− · · ·+ (−1)n−1

x2n−1

(2n− 1)!
+ (−1)n

x2n+1

(2n+ 1)!
cos θx︸ ︷︷ ︸

R2n(x)

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
− · · ·+ (−1)n−1

x2n−2

(2n− 2)!
+ (−1)n

x2n

(2n)!
cos θx︸ ︷︷ ︸

R2n−1(x)

sinhx = x+
x3

3!
+
x5

5!
+

x2n−1

(2n− 1)!
+

x2n+1

(2n+ 1)!
cosh θx︸ ︷︷ ︸

R2n(x)

coshx = 1 +
x2

2!
+
x4

4!
+ · · ·+ x2n−2

(2n− 2)!
+

x2n

(2n)!
cosh θx︸ ︷︷ ︸

R2n−1(x)

ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− · · ·+ (−1)n−1

xn

n!
+Rn(x) , x > −1 ,

µε Rn(x) = (−1)n
1

(n+ 1)(1 + θx)n+1
xn+1 (υπόλοιπο κατά Lagrange)

ή Rn(x) = (−1)n
(1− θ)n

(1 + θx)n+1
xn+1 (υπόλοιπο κατά Cauchy) ,

(3.32)

για κάποιο θ ∈ (0, 1).

Στη συνέχεια αποδεικνύουµε δύο από τα παραπάνω αναπτύγµατα, η απόδειξη των υπόλοιπων

αναπτυγµάτων είναι παρόµοια.

Παράδειγµα 3.59. Είναι
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(i)

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
− · · ·+ (−1)n−1

x2n−1

(2n− 1)!
+ (−1)n

x2n+1

(2n+ 1)!
cos θx︸ ︷︷ ︸

R2n(x)

και

(ii)

ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− · · ·+ (−1)n−1

xn

n!
+Rn(x) , x > −1 ,

µε

Rn(x) = (−1)n
1

(n+ 1)(1 + θx)n+1
xn+1 (υπόλοιπο κατά Lagrange)

ή

Rn(x) = (−1)n
(1− θ)n

(1 + θx)n+1
xn+1 , (υπόλοιπο κατά Cauchy)

για κάποιο θ ∈ (0, 1).

Λύση.

(i) Η k-παράγωγος της συνάρτησης y = f(x) = sinx δίνεται από τον τύπο: (sinx)(k) =

sin
(
x+ k π2

)
. Από τον τύπο (3.30) έχουµε

f(x) = f(0)+f ′(0)x+
f ′′(0)

2!
x2+ · · ·+ f (2n−1)(0)

(2n− 1)!
x2n−1+

f (2n)(0)

(2n)!
x2n+

f (2n+1)(θx)

(2n+ 1)!
x2n+1︸ ︷︷ ︸

R2n(x)

.

Εποµένως, η απόδειξη του αναπτύγµατος Maclaurin της y = sinx προκύπτει από το γεγονός

ότι

f (k)(0) = (sinx)(k)
∣∣∣
x=0

=


0 αν k = 2n

(−1)n−1 αν k = 2n− 1

και

f (2n+1)(θx) = (sin θx)(2n+1) = sin
(
θx+ (2n+ 1)

π

2

)
= sin

(π
2

+ nπ + θx
)

= cos(nπ + θx)

= cos(nπ) cos(θx)− sin(nπ) sin(θx) = (−1)n cos(θx) .
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(ii) Παρατηρούµε ότι η n-οστή παράγωγος της f(x) = ln(1 + x), x > −1, είναι

f (n)(x) = (−1)n−1
(n− 1)!

(1 + x)n
.

Επειδή f (n)(0) = (−1)n−1(n− 1)! και

f (n+1)(θx) = (−1)n
n!

(1 + θx)n+1
,

µε εφαρµογή των τύπων (3.30) και (3.31) παίρνουµε το ανάπτυγµα Maclaurin της f(x) =

ln(1+x), x > −1, µε το υπόλοιπο κατά Lagrange και το υπόλοιπο κατά Cauchy αντίστοιχα.

Παράδειγµα 3.60. Αν k ∈ N∗, τότε για κάθε x > 0 είναι

x− 1

2
x2 + · · · − 1

2k
x2k < ln(1 + x) < x− 1

2
x2 + · · ·+ 1

2k + 1
x2k+1 . (3.33)

Λύση. Αν x > 0, από το προηγούµενο παράδειγµα έχουµε

ln(1 + x) = x− 1

2
x2 + · · ·+ (−1)n−1

1

n
xn︸ ︷︷ ︸

Pn(x)

+ (−1)n
1

(n+ 1)(1 + θx)n+1
xn+1︸ ︷︷ ︸

Rn(x)

, (3.34)

µε το υπόλοιπο κατά Lagrange, για κάποιο θ ∈ (0, 1).

(i) Αν n = 2k είναι άρτιος, τότε R2k(x) > 0 και από την (3.34) προκύπτει η αριστερή ανισότητα

της (3.33).

(ii) Αν n = 2k + 1 είναι περιττός, τότε R2k+1(x) < 0 και από την (3.34) προκύπτει η δεξιά

ανισότητα της (3.33).

Παράδειγµα 3.61. Για κάθε x ∈ [−1, 1],

sinx ≈ x− x3

3!
+
x5

5!
µε σφάλµα µικρότερο του 10−3 .

Λύση. Είναι

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
− · · ·+ (−1)n−1

x2n−1

(2n− 1)!
+ (−1)n

x2n+1

(2n+ 1)!
cos θx︸ ︷︷ ︸

R2n(x)

.

Για κάθε x ∈ [−1, 1] έχουµε

|R2n(x)| = |x|2n+1

(2n+ 1)!
| cos θx| ≤ 1

(2n+ 1)!
.
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Η ανισότητα
1

(2n+ 1)!
< 10−3 ⇔ (2n+ 1)! > 1000

ισχύει για κάθε n ≥ 3. Εποµένως, για n = 3 και για κάθε x ∈ [−1, 1] έχουµε |R2n(x)| < 10−3.

΄Αρα για κάθε x ∈ [−1, 1]

sinx ≈ x− x3

3!
+
x5

5!
,

µε το σφάλµα της προσέγγισης µικρότερο του 10−3.

Παράδειγµα 3.62 (Ανισότητα Landau). ΄Εστω η συνάρτηση f : R → R είναι δυο ϕορές παρα-

γωγίσιµη. Υποθέτουµε ότι οι συναρτήσεις f και f ′′ είναι ϕραγµένες µε

sup
x∈R
|f(x)| = M0 και sup

x∈R
|f ′′(x)| = M2 ,

όπου M0,M2 > 0. Τότε η f ′ είναι ϕραγµένη στο R µε

sup
x∈R
|f ′(x)| ≤

√
2M0M2 .

Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ R, x σταθερό. Για κάθε h > 0 από τον τύπο Taylor έχουµε

f(x+ h) = f(x) + f ′(x)h+
f ′′(ξ1)

2!
h2 , για κάποιο ξ1 ∈ (x, x+ h)

και

f(x− h) = f(x)− f ′(x)h+
f ′′(ξ2)

2!
h2 , για κάποιο ξ2 ∈ (x− h, x) .

Τότε

f(x+ h)− f(x− h) = 2f ′ (x)h+
h2

2!
[f ′′(ξ1)− f ′′(ξ2)]

και εποµένως

f ′(x) =
f(x+ h)− f(x− h)

2h
− h

4
[f ′′(ξ1)− f ′′(ξ2)] .

Είναι

|f ′(x)| ≤ |f(x+ h)− f(x− h)|
2h

+
h

4
|f ′′(ξ1)− f ′′(ξ2)|

≤ |f(x+ h)|+ |f(x− h)|
2h

+
h

4

(
|f ′′(ξ1)|+ |f ′′(ξ2)|

)
≤ M0 +M0

2h
+
h

4
(M2 +M2)

=
M0

h
+
M2h

2
.
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Αν ϕ(h) := M0
h + M2h

2 , τότε

ϕ′(h) = −M0

h2
+
M2

2
, οπότε ϕ′(h) = 0⇔ h =

√
2M0

M2
.

Εποµένως

min
h>0

ϕ(h) = ϕ

(√
2M0

M2

)
=
√

2M0M2 .

΄Αρα

|f ′(x)| ≤
√

2M0M2 , για κάθε x ∈ R

και αυτό αποδεικνύει το Ϲητούµενο.

Παράδειγµα 3.63. ΄Εστω η συνάρτηση f : [0, 1] → R είναι n-ϕορές παραγωγίσιµη στο [0, 1] µε

f (k)(0) = f (k)(1) = 0, για k = 1, 2, . . . , n− 1. Τότε υπάρχει ξ ∈ (0, 1), τέτοιο ώστε

|f (n)(ξ)| ≥ n!2n−1|f(1)− f(0)| .

Απόδειξη. Θα εφαρµόσουµε τον τύπο Taylor, τύπος (3.28) µε το υπόλοιπο κατά Lagrange, για

x = 1/2 µε x0 = 0 και x0 = 1 αντίστοιχα. Επειδή από την υπόθεση f (k)(0) = f (k)(1) = 0,

k = 1, 2, . . . , n− 1, έχουµε

f

(
1

2

)
= f(0) +

f (n)(ξ1)

n!

(
1

2

)n
,

για κάποιο ξ1 µε 0 < ξ1 < 1/2 και

f

(
1

2

)
= f(1) +

f (n)(ξ2)

n!

(
−1

2

)n
,

για κάποιο ξ2 µε 1/2 < ξ2 < 1 αντίστοιχα. Από τις παραπάνω ισότητες έπεται ότι

f(1)− f(0) =
1

n!2n

[
f (n) (ξ1)− (−1)n f (n)(ξ2)

]
και εποµένως

|f(1)− f(0)| = 1

n!2n

∣∣∣f (n)(ξ1)− (−1)nf (n)(ξ2)
∣∣∣

≤ 1

n!2n

[
|f (n)(ξ1)|+ |f (n)(ξ2)|

]
≤ 2

n!2n
|f (n)(ξ)| . (|f (n)(ξ)| = max

{
|f (n)(ξ1)|, |f (n)(ξ2)|

}
)
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΄Αρα,

|f (n)(ξ)
∣∣≥ n!2n−1|f(1)− f(0)

∣∣ .
Παρατήρηση. Αν η συνάρτηση f είναι σταθερή, τότε

|f (n)(ξ)| = 0 = n!2n−1 |f(1)− f(0)| για κάθε ξ ∈ [0, 1] .

Παράδειγµα 3.64. ΄Εστω f ∈ C3([−1, 1]), δηλαδή η συνάρτηση f : [−1, 1]→ R είναι τρεις ϕορές

συνεχώς παραγωγίσιµη στο διάστηµα [−1, 1]. Τότε η σειρά

∞∑
n=1

{
n

[
f

(
1

n

)
− f

(
− 1

n

)]
− 2f ′(0)

}
συγκλίνει.

Εφαρµογή. Η σειρά
∑∞

n=1(n arctan(1/n)− 1) συγκλίνει.

Λύση. ΄Εστω x ∈ [−1, 1], x 6= 0. Από τον τύπο Maclaurin, για κάποιο ξ µεταξύ 0 και x είναι

f(x) = f(0) + f ′(0)x+
f ′′(0)

2!
x2 +

f (3)(ξ)

3!
x3 .

Ειδικά για x = ±1/n, n ∈ N∗, έπεται ότι

f

(
1

n

)
= f(0) +

1

n
f ′(0) +

1

2n2
f ′′(0) +

1

6n3
f (3)(αn) (3.35)

και

f

(
− 1

n

)
= f(0)− 1

n
f ′(0) +

1

2n2
f ′′(0)− 1

6n3
f (3)(βn) , (3.36)

για κάποια αn, βn µε 0 < αn < 1/n και −1/n < βn < 0. Αφαιρώντας κατά µέλη τις (3.35),

(3.36) και πολλαπλασιάζοντας µε n παίρνουµε

n

[
f

(
1

n

)
− f

(
− 1

n

)]
− 2f ′(0) =

1

6n2

[
f (3)(αn) + f (3)(βn)

]
,

όπου αn, βn ∈ [−1, 1]. ΄Εστω

M := max
x∈[−1,1]

|f (3)(x)| .

Τότε ∣∣∣∣n [f ( 1

n

)
− f

(
− 1

n

)]
− 2f ′(0)

∣∣∣∣ ≤ M

3
· 1

n2
.
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Επειδή ως γνωστόν η σειρά
∑∞

n=1(1/n
2) συγκλίνει, από το κριτήριο σύγκρισης και η σειρά

∞∑
n=1

∣∣∣∣n [f ( 1

n

)
− f

(
− 1

n

)]
− 2f ′(0)

∣∣∣∣
ϑα συγκλίνει. ∆ηλαδή η σειρά

∞∑
n=1

{
n

[
f

(
1

n

)
− f

(
− 1

n

)]
− 2f ′(0)

}
συγκλίνει απόλυτα και κατά συνέπεια ϑα συγκλίνει.

Εφαρµογή. Η f(x) := arctanx είναι άπειρες ϕορές παραγωγίσιµη στο R. Επειδή

f
(
1
n

)
− f

(
− 1
n

)
= arctan

(
1
n

)
− arctan

(
− 1
n

)
= 2 arctan

(
1
n

)
και

f ′(0) =
1

1 + x2

∣∣∣∣
x=0

= 1 ,

η σειρά
∞∑
n=1

{
n
[
f
(
1
n

)
− f

(
− 1
n

)]
− 2f ′(0)

}
= 2

∞∑
n=1

(
n arctan

(
1
n

)
− 1
)

ϑα συγκλίνει. Εποµένως η σειρά
∑∞

n=1(n arctan(1/n)− 1) συγκλίνει.

Παράδειγµα 3.65. ΄Εστω η συνάρτηση f : R → R είναι κλάσης C∞, δηλαδή η f είναι άπειρες

ϕορές παραγωγίσιµη στο R. Αν υπάρχει πολυώνυµο P µε πραγµατικούς συντελεστές και περιττό

ϐαθµό τέτοιο ώστε

|f (n)(x)| ≤ |P (x)| , για κάθε n ∈ N και κάθε x ∈ R ,

τότε f ≡ 0.

Απόδειξη. Από το Παράδειγµα 2.18 το πολυώνυµο P έχει τουλάχιστον µία ϱίζα στο R, έστω

P (x0) = 0 για κάποιο x0 ∈ R. Από την υπόθεση έπεται ότι f (n)(x0) = 0 για κάθε n ∈ N. ΄Εστω

x ∈ R, x σταθερό. Τότε, από τον τύπο Taylor έχουµε ότι

f(x) =
f (n+1)(ξn)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1 , για κάποιο ξn µεταξύ x0 και x .

΄Οµως |f (n+1)(ξn)| ≤ |P (ξn)|, οπότε

|f(x)| ≤ |P (ξn)|
(n+ 1)!

|x− x0|n+1 , για κάποιο ξn µεταξύ x0 και x .
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Επειδή το πολυώνυµο P είναι συνεχής συνάρτηση στο διάστηµα [x0, x](ή [x, x0]), το P είναι

ϕραγµένο. Εποµένως υπάρχει M > 0, τέτοιο ώστε |P (t)| ≤M για κάθε t ∈ [x0, x](ή t ∈ [x, x0]).

΄Αρα,

|f(x)| ≤M |x− x0|
n+1

(n+ 1)!
για κάθε n ∈ N .

Επειδή ως γνωστόν(Λήµµα 3.68)

lim
n→∞

|x− x0|n+1

(n+ 1)!
= 0 ,

από την προηγούµενη ανισότητα έπεται ότι f(x) = 0. ΄Αρα, f ≡ 0.

Σηµείωση. Το αποτέλεσµα δεν ισχύει στην περίπτωση που ο ϐαθµός του πολυωνύµου είναι άρτιος

αριθµός. Πράγµατι, έστω f(x) = sinx. Τότε,

|f (n)(x)| ≤ 1 + x2 για κάθε n ∈ N και κάθε x ∈ R . (γιατί ;)

΄Οµως f(x) = sinx 6≡ 0.

3.7.2 Σειρά Taylor

Ορισµός 3.66. Αν η συνάρτηση f : I → R είναι άπειρες ϕορές παραγωγίσιµη στο σηµείο x0 του

διαστήµατος I, τότε η σειρά Taylor της f µε κέντρο το x0 είναι η δυναµοσειρά

∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)n

= f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2!
(x− x0)2 + · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)n + · · · .

(3.37)

Αν x0 = 0, τότε η σειρά Taylor λέγεται και σειρά Maclaurin της f . Είναι

∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn = f(0) + f ′(0)x+

f ′′(0)

2!
x2 + · · ·+ f (n)(0)

n!
xn + · · · . (3.38)

Παρατήρηση 3.67. ΄Εστω f ∈ C∞([a, b]) και έστω x0 ∈ [a, b]. Τότε, για κάθε x ∈ [a, b] και για

κάθε n ∈ N, από το ϑεώρηµα Taylor έχουµε

f(x) =

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k +

f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
xn+1︸ ︷︷ ︸

Rn(x)

,

για κάποιο ξ µεταξύ x0 και x. Το σηµείο ξ εξαρτάται από το x0, το x και το n. Ικανή και αναγκαία

συνθήκη για να συγκλίνει η σειρά Taylor στο f(x) είναι το υπόλοιπο να τείνει στο µηδέν, δηλαδή

lim
n→∞

Rn(x) = lim
n→∞

f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
xn+1 = 0 .
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Πολλές ϕορές δύσκολα αντιµετωπίζεται το παραπάνω όριο επειδή είναι άγνωστη η ϑέση του ξ.

΄Οµως σε κάποιες περιπτώσεις µπορούµε να ϐρούµε ένα κατάλληλο άνω ϕράγµα για την παράγωγο

f (n+1)(ξ) και το όριο του υπολοίπου µπορεί να αποδειχθεί ότι τείνει στο µηδέν.

Αν f ∈ C∞([a, b]), δηλαδή η συνάρτηση f : [a, b] → R είναι άπειρες ϕορές παραγωγίσιµη, ϑα

δώσουµε µία ικανή συνθήκη για να συγκλίνει η σειρά Taylor της f και να ισούται µε f(x). Θα

χρειαστούµε το παρακάτω όριο.

Λήµµα 3.68. Αν x ∈ R, x σταθερό, τότε

lim
n→∞

xn

n!
= 0 .

Απόδειξη. Αν x = 0, προφανώς το όριο είναι µηδέν. ΄Εστω x 6= 0 και έστω an = xn/n!. Τότε,

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

|x|n+1

(n+ 1)!
· n!

|x|n
= lim

n→∞

|x|
n+ 1

= 0 < 1

και από το κριτήριο του λόγου(κριτήριο D’Alembert) η σειρά
∑∞

n=1 an συγκλίνει απόλυτα. ΄Αρα,

lim
n→∞

an = lim
n→∞

xn

n!
= 0 .

Θεώρηµα 3.69. ΄Εστω f ∈ C∞((x0 − δ, x0 + δ)), δηλαδή η συνάρτηση f είναι άπειρες ϕορές

παραγωγίσιµη σε µια περιοχή (x0 − δ, x0 + δ), δ > 0, του σηµείου x0. Υποθέτουµε ότι υπάρχει

M > 0, τέτοιο ώστε

|f (n)(x)| ≤M , για κάθε x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) και κάθε n ∈ N .

Τότε, το υπόλοιπο Taylor Rn(x)→ 0 και εποµένως

f(x) =
∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)n , |x− x0| < δ .
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Απόδειξη. Στον τύπο Taylor το υπόλοιπο κατά Lagrange είναι

Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1 ,

για κάποιο ξ µεταξύ x0 και x. Επειδή |f (n+1)(ξ)| ≤M και |x− x0| < δ, έχουµε

|Rn(x)| ≤M δn+1

(n+ 1)!
.

΄Οµως από το προηγούµενο λήµµα

lim
n→∞

δn+1

(n+ 1)!
= 0

και εποµένως Rn(x)→ 0.

Παραδείγµατα 3.70. 1. Για την εκθετική συνάρτηση y = ex από τον πίνακα (3.32) έχουµε

ex = 1 + x+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+

xn+1

(n+ 1)!
eθx︸ ︷︷ ︸

Rn(x)

, για κάποιο θ ∈ (0, 1)

µε

|Rn(x)| = |x|n+1

(n+ 1)!
eθx <

|x|n+1

(n+ 1)!
e|x| .

Για κάθε x ∈ R, x σταθερό, αν n→∞, τότε |x|
n+1

(n+1)! → 0 (Λήµµα 3.68) και εποµένως

ex = 1 + x+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · ·

για κάθε x ∈ R.

2. ΄Εστω y = sinx. Από τον πίνακα (3.32) για κάποιο θ ∈ (0, 1)

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
− · · ·+ (−1)n−1

x2n−1

(2n− 1)!
+ (−1)n

x2n+1

(2n+ 1)!
cos θx︸ ︷︷ ︸

R2n(x)

.

Επειδή |R2n(x)| ≤ |x|2n+1

(2n+1)! −−−→n→∞
0 (Λήµµα 3.68), R2n(x)→ 0 καθώς το n→∞ και εποµένως

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
− · · ·+ (−1)n

x2n+1

(2n+ 1)!
+ · · ·

για κάθε x ∈ R. Παρόµοια

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
− · · ·+ (−1)n

x2n

2n!
+ · · ·

για κάθε x ∈ R.
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3. ΄Εστω y = sinhx. Από τον πίνακα (3.32) για κάποιο θ ∈ (0, 1)

sinhx = x+
x3

3!
+
x5

5!
+

x2n−1

(2n− 1)!
+

x2n+1

(2n+ 1)!
cosh θx︸ ︷︷ ︸

R2n(x)

.

Αν x ∈ R, x σταθερό, επειδή 1 ≤ cosh θx < cosh |x|, έχουµε

|R2n(x)| = |x|2n+1

(2n+ 1)!
cosh θx <

|x|2n+1

(2n+ 1)!
cosh |x| −−−→

n→∞
0 (Λήµµα 3.68)

και εποµένως R2n(x)→ 0 καθώς το n→∞. ΄Αρα

sinhx = x+
x3

3!
+
x5

5!
+ · · ·+ x2n+1

(2n+ 1)!
+ · · ·

για κάθε x ∈ R. Παρόµοια

coshx = 1 +
x2

2!
+
x4

4!
+ · · ·+ x2n

2n!
+ · · ·

για κάθε x ∈ R.

4. Για κάθε x ∈ R είναι

1 + x+ x2 + · · ·+ xn =
1− xn+1

1− x
. (άθροισµα γεωµετρικής προόδου)

Αν |x| < 1, τότε xn+1 → 0 καθώς το n→∞ και εποµένως

1

1− x
= 1 + x+ x2 + · · ·+ xn + · · · (γεωµετρική σειρά)

για κάθε |x| < 1. Αν στο παραπάνω ανάπτυγµα αντικαταστήσουµε το x µε το −x, τότε

1

1 + x
= 1− x+ x2 − x3 + · · ·+ (−1)nxn + · · · (γεωµετρική σειρά)

για κάθε |x| < 1.

5. Για τη συνάρτηση y = ln(1+x), x > −1, από τον πίνακα (3.32) έχουµε το ανάπτυγµα Maclaurin

ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− · · ·+ (−1)n−1

xn

n!
+ (−1)n

(1− θ)n

(1 + θx)n+1
xn+1︸ ︷︷ ︸

Rn(x)

µε το υπόλοιπο κατά Cauchy, για κάποιο θ ∈ (0, 1). ΄Εστω x σταθερό, |x| < 1. Υπάρχει β ∈ R

µε |x| < β < 1. Επειδή 0 < 1− θ < 1 + θx και 0 < 1− β < 1 + θx, έχουµε

0 <
1− θ

1 + θx
< 1 και 0 <

1

1 + θx
<

1

1− β
.
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Τότε,

|Rn(x)| = (1− θ)n

(1 + θx)n+1
|x|n+1 =

1

1 + θx

(
1− θ

1 + θx

)n
|x|n+1 <

1

1− β
βn+1 −−−→

n→∞
0

(0 < β < 1)

και εποµένως limn→∞Rn(x) = 0. ΄Αρα

ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− · · ·+ (−1)n−1

xn

n!
+ · · · ,

για κάθε |x| < 1. Αν στο παραπάνω ανάπτυγµα αντικαταστήσουµε το x µε το −x, τότε

− ln(1− x) = x+
x2

2
+
x3

3
+ · · ·+ xn

n!
+ · · · ,

για κάθε |x| < 1.

Παράδειγµα 3.71 (∆ιωνυµικό ϑεώρηµα του Newton). Αν α ∈ R, τότε

(1 + x)α =
∞∑
n=0

(
α

n

)
xn = 1 +

∞∑
n=1

(
α

n

)
xn , για κάθε |x| < 1 ,

όπου (
α

0

)
= 1 και

(
α

n

)
=
α(α− 1)(α− 2) · · · (α− n+ 1)

n!
.

Απόδειξη. ΄Εστω η συνάρτηση f(x) = (1 + x)α, x > −1, α ∈ R. Επειδή η n-οστή παράγωγος

f (n)(x) = α(α− 1)(α− 2) · · · (α− n+ 1)(1 + x)α−n ,

το ανάπτυγµα Maclaurin της f(x) = (1 + x)α, x > −1, είναι

(1 + x)α = 1 + αx+
α(α− 1)

2!
x2 + · · ·+ α(α− 1)(α− 2) · · · (α− n+ 1)

n!
xn +Rn(x)

µε το υπόλοιπο κατά Cauchy

Rn(x) =
α(α− 1)(α− 2) · · · (α− n)

n!
(1 + θx)α−n−1(1− θ)nxn+1

=
α(α− 1)(α− 2) · · · (α− n)

n!

(
1− θ

1 + θx

)n
(1 + θx)α−1xn+1 ,

για κάποιο θ ∈ (0, 1). ΄Εστω x σταθερό, |x| < 1. Υπάρχει β ∈ R µε |x| < β < 1. Είναι

0 < 1− θ < 1 + θx, οπότε

0 <
1− θ

1 + θx
< 1 .



3.7. ΤΥΠΟΣ ΚΑΙ ΣΕΙΡΑ TAYLOR 139

Επειδή |x| < β, υπάρχει N ∈ N∗ τέτοιο ώστε∣∣∣(1− α

k

)
x
∣∣∣ < β για κάθε k > N .

Τότε,

|Rn(x)| <
∣∣∣∣α(α− 1)(α− 2) · · · (α− n)

n!

∣∣∣∣ (1 + θx)α−1|x|n+1

= |αx|
∣∣∣(1− α

1

)
x
∣∣∣ ∣∣∣(1− α

2

)
x
∣∣∣ · · · ∣∣∣(1− α

N

)
x
∣∣∣

·
∣∣∣∣(1− α

N + 1

)
x

∣∣∣∣ · · · ∣∣∣(1− α

n

)
x
∣∣∣ (1 + θx)α−1

< |α|(1 + |α|)N | · βn−N (1 + θx)α−1 .

Επειδή 0 < 1− β < 1 + θx, για κάθε α < 1 είναι (1 + θx)α−1 < (1− β)α−1. Εποµένως

(1 + θx)α−1 ≤


2α−1 αν α ≥ 1

(1− β)α−1 αν α < 1 .

Θέτουµε M = 2α−1 αν α ≥ 1 και M = (1− β)α−1 αν α < 1, το M δεν εξαρτάται από το n. Τότε,

|Rn(x)| < M |α||(1 + |α|)Nβn−N −−−→
n→∞

0 (0 < β < 1)

και κατά συνέπεια limn→∞Rn(x) = 0. ΄Αρα

(1 + x)α = 1 + αx+
α(α− 1)

2!
x2 + · · ·+ α(α− 1)(α− 2) · · · (α− n+ 1)

n!
xn + · · ·

για κάθε |x| < 1. Αυτό το ανάπτυγµα το απέδειξε ο Newton και είναι γνωστό σαν διωνυµικό

ϑεώρηµα του Newton.

Στον παρακάτω πίνακα αναφέρουµε τα αναπτύγµατα σε δυναµοσειρές (σειρές Maclaurin) ϐασικών

συναρτήσεων που αποδείξαµε στα προηγούµενα παραδείγµατα.
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Πίνακας µε αναπτύγµατα γνωστών συναρτήσεων σε δυναµοσειρές

ex =
∞∑
n=0

xn

n!
x ∈ R

sinx =
∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
x ∈ R

cosx =

∞∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
x ∈ R

sinhx =
∞∑
n=0

x2n+1

(2n+ 1)!
x ∈ R

coshx =

∞∑
n=0

x2n

(2n)!
x ∈ R

1

1− x
=

∞∑
n=0

xn (γεωµετρική σειρά) |x| < 1

1

1 + x
=
∞∑
n=0

(−1)nxn (γεωµετρική σειρά) |x| < 1

ln(1 + x) =

∞∑
n=1

(−1)n−1
xn

n
|x| < 1

− ln(1− x) =
∞∑
n=1

xn

n
|x| < 1

1

2
ln

(
1 + x

1− x

)
=

∞∑
n=0

x2n+1

2n+ 1
|x| < 1

(1 + x)α =
∞∑
n=0

(
α

n

)
xn (διωνυµική σειρά) |x| < 1

(3.39)

Σηµείωση. Στο ανάπτυγµα της συνάρτησης y = (1 + x)α, α ∈ R, σε δυναµοσειρά, ορίζουµε(
α

0

)
= 1 και

(
α

n

)
=
α(α− 1)(α− 2) · · · (α− n+ 1)

n!
.
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Παράδειγµα 3.72. Από το ανάπτυγµα της εκθετικής συνάρτησης y = ex σε σειρά Maclaurin, για

x = 1 έχουµε

e =
∞∑
k=0

1

k!
= 1 + 1 +

1

2!
+

1

3!
+ · · ·+ 1

n!
+ · · · .

(i) Αν Sn =
∑n

k=0
1
k! , τότε

0 < e− Sn <
1

n!n
(3.40)

για κάθε n ∈ N.

(ii) Ο αριθµός e είναι άρρητος.

Απόδειξη. (i) Για n ∈ N έχουµε

0 < e− Sn =
∞∑

k=n+1

1

k!

=
1

n!

(
1

n+ 1
+

1

(n+ 1)(n+ 2)
+

1

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)
+ · · ·

)
<

1

n!

(
1

n+ 1
+

1

(n+ 1)2
+

1

(n+ 1)3
+ · · ·

)
=

1

n!(n+ 1)

(
1 +

1

(n+ 1)
+

1

(n+ 1)2
+ · · ·

)
=

1

n!(n+ 1)
· 1

1− 1/(n+ 1)
(άθροισµα γεωµετρικής σειράς)

=
1

n!n
.

(ii) Υποθέτουµε ότι ο e είναι ϱητός αριθµός, έστω e = p
q µε p, q ∈ N∗. Αν ϑέσουµε e = p

q και

n = q στον τύπο (3.40), τότε

0 <
p

q
− Sq <

1

q!q
⇔ 0 < (q − 1)!p− q!Sq <

1

q
.

Επειδή q!Sq = q!
∑q

k=0
1
k! ∈ N, η διαφορά (q − 1)!p− q!Sq είναι ακέραιος αριθµός µε

0 < (q − 1)!p− q!Sq <
1

q
≤ 1 .

∆ηλαδή ο ακέραιος αριθµός (q−1)!p−q!Sq ϐρίσκεται µεταξύ 0 και 1, άτοπο. ΄Αρα ο αριθµός

e είναι άρρητος.

Παρατήρηση. Από την (3.40) έπεται ότι

Sn < e < Sn +
1

n!n
.
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Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τις παραπάνω ανισότητες για να υπολογίσουµε µε µεγάλη

ακρίβεια τον αριθµό e. Αν π.χ. n = 12, τότε παίρνουµε

S12 < e < S12 +
1

12!12
⇔ 0, 718281826 < e < 0, 718281832 .

Παράδειγµα 3.73. Για κάθε ακέραιο n ≥ 0 είναι

lim
|t|→∞

tne−t
2

= 0 .

Λύση. Αρκεί να αποδείξουµε ότι

lim
|t|→∞

∣∣∣tne−t2∣∣∣ = lim
|t|→∞

|t|ne−t2 = 0 .

Ισοδύναµα, αρκεί να αποδειχθεί ότι

lim
t→∞

tne−t
2

= 0 .

Χρησιµοποιώντας το ανάπτυγµα της y = ex σε δυναµοσειρά µε x = t2 έχουµε

et
2

= 1 + t2 +
t4

2!
+ · · ·+ t2n

n!
+

t2(n+1)

(n+ 1)!
+ · · ·

και εποµένως

et
2
>

t2(n+1)

(n+ 1)!
.

΄Αρα,

tne−t
2

= tn
1

et2
< tn

(n+ 1)!

t2n+2
=

(n+ 1)!

tn+2
.

Επειδή limt→∞ 1/tn+2 = 0, συµπεραίνουµε ότι και limt→∞ t
ne−t

2
= 0.

Σηµείωση. Ο υπολογισµός του ορίου γίνεται και µε τον κανόνα L’Hôpital.

Παράδειγµα 3.74. Να ϐρεθούν όλα τα c ∈ R, τέτοια ώστε

coshx ≤ ecx2 , για κάθε x ∈ R . (3.41)

Λύση. Επειδή

coshx =
ex + e−x

2
=
∞∑
n=0

x2n

(2n)!

≤
∞∑
n=0

x2n

n!2n
((2n)! ≥ n!2n)

=
∞∑
n=0

(x2/2)n

n!
= ex

2/2 ,
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για c ≥ 1/2 η ανισότητα coshx ≤ ecx2 ισχύει.

Υποθέτουµε τώρα ότι η ανισότητα (3.41) ισχύει. Τότε

0 ≤ ecx
2 − coshx

x2
, για κάθε x 6= 0 .

Επειδή

ecx
2

= 1 + cx2 +
c2x4

2!
+ o(x4) και coshx = 1 +

x2

2!
+
x4

4!
+ o(x4) (x→ 0) ,

έχουµε

lim
x→0

ecx
2 − coshx

x2
= lim

x→0

(
1 + cx2 + c2x4

2! + o(x4)
)
−
(

1 + x2

2! + x4

4! + o(x4)
)

x2

=

(
c− 1

2!

)
+ lim
x→0

((
c2

2!
− 1

4!

)
x2 + o(x2)

)
= c− 1

2!

και εποµένως c− 1
2! ≥ 0⇔ c ≥ 1

2 .

΄Αρα, η ανισότητα (3.41) ισχύει αν και µόνο αν c ≥ 1
2 .

Στο επόµενο παράδειγµα η συνάρτηση f είναι άπειρες ϕορές παραγωγίσιµη στο R και η σειρά

Maclaurin της f συγκλίνει για κάθε x ∈ R. ΄Οµως για κάθε x 6= 0 η σειρά Maclaurin της f δεν

ισούται µε f(x).

Παράδειγµα 3.75 (Cauchy). ΄Εστω η συνάρτηση f : R→ R µε

f(x) =


e−1/x

2
αν x 6= 0

0 αν x = 0 .

Τότε η f είναι άπειρες ϕορές παραγωγίσιµη µε f (n)(0) = 0 για καθε n ∈ N.

Συµπέρασµα. Είναι
∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn = 0 6= f(x) , για κάθε x 6= 0 .

΄Αρα, σε οποιαδήποτε περιοχή του µηδενός η σειρά Maclaurin της f δεν ισούται µε την f(x).

Λύση. Πρώτα ϑα αποδείξουµε ότι για κάθε n ∈ N και για κάθε x 6= 0

f (n)(x) = P3n

(
1

x

)
e−1/x

2
, (3.42)

όπου P3n(1/x) είναι πολυώνυµο ϐαθµού 3n ως προς 1/x.
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x

y

1

O

y = e−
1
x2

− Η (3.42) προφανώς ισχύει για n = 0 µε P0 ≡ 1.

− Αν η (3.42) ισχύει για n = k ≥ 0, τότε

f (k+1)(x) =

(
P3k

(
1

x

)
e−1/x

2

)′
=

2

x3
P3k

(
1

x

)
e−1/x

2 − 1

x2
P ′3k

(
1

x

)
e−1/x

2

=

(
2

x3
P3k

(
1

x

)
− 1

x2
P ′3k

(
1

x

))
e−1/x

2

= P3(k+1)

(
1

x

)
e−1/x

2

και εποµένως η (3.42) ισχύει για n = k + 1 µε

P3(k+1)

(
1

x

)
= P3k+3

(
1

x

)
:=

2

x3
P3k

(
1

x

)
− 1

x2
P ′3k

(
1

x

)
.

Εποµένως η (3.42) ισχύει για κάθε n ≥ 0 και για κάθε x 6= 0.

Στη συνέχεια ϑα αποδείξουµε ότι για κάθε n ∈ N

f (n)(0) = 0 . (3.43)

− Από τον ορισµό της f η (3.43) ισχύει για n = 0.
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− Αν η (3.43) ισχύει για n = k ≥ 0, τότε

f (k+1)(0) = lim
x→0

f (k)(x)− f (k)(0)

x− 0

= lim
x→0

1

x
P3k

(
1

x

)
e−1/x

2
((3.42) για n = k)

= lim
|t|→∞

tP3k(t)e
−t2

= 0 (Παράδειγµα 3.73)

και εποµένως η (3.43) ισχύει για n = k + 1. ΄Αρα η (3.43) ισχύει για κάθε n ≥ 0.

3.8 Ασκήσεις

1. Με τον κανόνα L’Hôpital υπολογίστε τα όρια

(α′) lim
x→1

arctan
(
x2−1
x2+1

)
x− 1

, (β′) lim
x→0+

(
sinx

x

)1/x

.

2. Χρησιµοποιώντας τον κανόνα L’Hôpital δείξτε ότι για κάθε πολυώνυµο P (x)

lim
x→∞

P (x)

ex
= 0 , και lim

x→∞

lnx

P (x)
= 0 .

Για το δεύτερο όριο υποθέτουµε ότι το πολυώνυµο P (x) είναι ϐαθµού n ≥ 1.

3. Αποδείξτε ότι αν n ∈ N και x < 0, τότε

1 + x+
x2

2!
+ · · ·+ x2n+1

(2n+ 1)!
< ex < 1 + x+

x2

2!
+ · · ·+ x2n

(2n)!
.

4. (αʹ) Αποδείξτε ότι αν n ∈ N∗, n άρτιος και x ≥ 0, τότε

x− x3

3!
+
x5

5!
− · · · − x2n−1

(2n− 1)!
≤ sinx ≤ x− x3

3!
+
x5

5!
− · · · − x2n−1

(2n− 1)!
+

x2n+1

(2n+ 1)!
.

(ϐʹ) Αποδείξτε ότι αν n ∈ N∗, n περιττός και x ≥ 0, τότε

x− x3

3!
+
x5

5!
− · · ·+ x2n−1

(2n− 1)!
− x2n+1

(2n+ 1)!
≤ sinx ≤ x− x3

3!
+
x5

5!
− · · ·+ x2n−1

(2n− 1)!
.
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5. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : (0,∞) → R είναι δυο ϕορές συνεχώς παραγωγίσιµη και

τέτοια ώστε limx→∞ xf(x) = 2, limx→∞ xf
′′(x) = 0. Αν x > 0, να αποδειχθεί ότι για

κάποιο ξ ∈ (x, x+ 1) είναι

xf ′(x) =
x

x+ 1
(x+ 1)f(x+ 1)− xf(x)− 1

2
xf ′′(ξ)

και στη συνέχεια να υπολογιστεί το όριο limx→∞ xf
′(x).

6. Αν η συνάρτηση f : R → R είναι τρεις ϕορές παραγωγίσιµη µε limx→∞ f(x) = c ∈ R και

limx→∞ f
′′′(x) = 0, να υπολογιστούν τα όρια limx→∞ f

′(x) και limx→∞ f
′′(x).

Υπόδειξη. Για κάθε x ∈ R, από τον τύπο Taylor είναι

f(x+ 1) = f(x) + f ′(x) +
f ′′(x)

2!
+
f ′′′(x+ θ1)

3!

και

f(x− 1) = f(x)− f ′(x) +
f ′′(x)

2!
− f ′′′(x+ θ2)

3!
,

για κάποια θ1, θ2 µε 0 < θ1, θ2 < 1.

7. ΄Εστω η συνάρτηση f : [0, 1] → R έχει συνεχή παράγωγο στο [0, 1] και η f ′′ υπάρχει στο

ανοικτό διάστηµα (0, 1). Αν

f(0) = f ′(0) = f ′(1) = 0 και f(1) = 1 ,

να αποδειχθεί ότι υπάρχει ξ ∈ (0, 1) τέτοιο ώστε |f ′′(ξ)| ≥ 4.

Πρακτική εφαρµογή: Αν ο χρόνος ενός αθλητή των 100m είναι 10 sec, τότε κάποια χρονική

στιγµή η επιτάχυνση του αθλητή είναι τουλάχιστον 4m/ sec2.

8. (Ανισότητα Kolmogorov) ΄Εστω η συνάρτηση f : R→ R είναι τρεις ϕορές παραγωγίσιµη.

Υποθέτουµε ότι οι συναρτήσεις f και f ′′′ είναι ϕραγµένες µε

sup
x∈R
|f(x)| = M0 και sup

x∈R
|f ′′′(x)| = M3 .

∆είξτε ότι η f ′ είναι ϕραγµένη µε

sup
x∈R
|f ′(x)| ≤ 1

2
3

√
9M2

0M3 .
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9. ΄Εστω η συνάρτηση f : [a, b] → R έχει συνεχή παράγωγο στο [a, b] και η f ′′ υπάρχει στο

ανοικτό διάστηµα (a, b). Αν f ′(a) = f ′(b) = 0, δείξτε ότι υπάρχει ξ ∈ (a, b) τέτοιο ώστε

|f ′′(ξ)| ≥ 4

(b− a)2
|f(b)− f(a)| .

10. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : R → R είναι δύο ϕορές παραγωγίσιµη και τέτοια ώστε

limx→+∞ f
′′(x) = 0. ∆είξτε ότι

lim
x→+∞

(f(x+ 2) + f(x)− 2f(x+ 1)) = 0 .

11. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : R→ R είναι κλάσης C2 και τέτοια ώστε

f(x+ y)f(x− y) ≤ (f(x))2 , για κάθε x, y ∈ R .

∆είξτε ότι

f(x)f ′′(x) ≤ (f ′(x))2 , για κάθε x ∈ R .

12. Χρησιµοποιώντας τον τύπο Taylor για τη συνάρτηση f(x) = 1/xα, x 6= 0, µε α > 0, να

αποδειχθεί ότι

1

n1+α
<

1

α

(
1

(n− 1)α
− 1

nα

)
, α > 0, n = 2, 3, . . . .

Εφαρµογή. Για α > 0 να δείξετε ότι η σειρά
∑∞

n=1(1/n
1+α) συγκλίνει.

13. ΄Εστω f : R→ R άπειρες ϕορές παραγωγίσιµη συνάρτηση µε f
(
1
n

)
= 0, για κάθε n ∈ N∗.

∆είξτε ότι f (n)(0) = 0, για κάθε n ∈ N.

14. (αʹ) Χρησιµοποιώντας τον τύπο Maclaurin για τη συνάρτηση y = sinx, δείξτε ότι

| sinx− x| ≤ 1

6
|x|3 , ∀x ∈ R .

(ϐʹ) Αν a ∈ R και c > 0, για κάθε x > 0 δείξτε ότι

|xa sin(x−c)− xa−c| ≤ 1

6
xa−3c

και υπολογίστε το όριο : limx→+∞ x
a sin(x−c). Εξετάστε τις περιπτώσεις (i) a < c, (ii)

a = c και (iii) a > c.
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15. Ζητείται να ϐρεθεί µη συγκλίνουσα ϕραγµένη ακολουθία (an), τέτοια ώστε

|an−1 + an+1 − 2an| ≤ n−2 , ∀n ≥ 2 .

Υπόδειξη. Αν f(x) := 1
2 sin(ln(x+1)), x > −1, ορίζουµε την ακολουθία (an) µε an = f(n).

Εφαρµόζοντας τον τύπο Taylor για την f µέχρι τον όρο δεύτερης τάξης και κέντρο το x0 = n,

δείξτε ότι

|f(n− 1) + f(n+ 1)− 2an| = |f ′′(ξ)| , για κάποιο ξ ∈ (n− 1, n+ 1) ,

µε |f ′′(ξ)| ≤ n−2.

16. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : [0, a]→ R, a > 0, είναι δύο ϕορές συνεχώς παραγωγίσιµη

µε f(0) = 0. ΄Εστω η ακολουθία (Sn) µε

Sn =

n∑
k=1

f

(
k

n2

)
, n ∈ N∗ , n >

1

a
.

(αʹ) Αν n ∈ N∗, n > 1/a, χρησιµοποιώντας τον τύπο Maclaurin δείξτε ότι

Sn =
n+ 1

2n
f ′(0) +

1

2n4

n∑
k=1

k2f ′′(θk,n) ,

για κάποιο θk,n ∈
(
0, k

n2

)
.

(ϐʹ) ∆είξτε ότι

lim
n→∞

Sn =
f ′(0)

2
.

17. Η n-οστή παράγωγος της συνάρτησης f(x) = 1/x2 στο (0,∞) είναι

f (n)(x) = (−1)n(n+ 1)!x−(n+2) , ∀x > 0 .

(αʹ) Χρησιµοποιώντας τον τύπο Taylor, µε κέντρο το x0 = 1, δείξτε ότι

f(x) = Pn(x) +Rn(x) ,

όπου το πολυώνυµο Taylor

Pn(x) =

n∑
k=0

(−1)k(k + 1)(x− 1)k

και το υπόλοιπο

Rn(x) = (−1)n+1n+ 2

ξn+3
(x− 1)n+1 , για κάποιο ξ µεταξύ x και 1 .
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(ϐʹ) Για κάθε x ∈ (0, 1) δείξτε ότι

|f(x)− Pn(x)| ≤ n+ 2

x2

(
1− x
x

)n+1

.

(γʹ) Για κάθε x ∈
(
1
2 , 1
)
δείξτε ότι limn→∞ |f(x)− Pn(x)| = 0 και εποµένως

1

x2
=
∞∑
k=0

(−1)k(k + 1)(x− 1)k .
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Κεφάλαιο 4

Αόριστο Ολοκλήρωµα

4.1 Παράγουσες

Ορισµός 4.1. ΄Εστω f : I → R µία συνάρτηση στο διάστηµα I. Ονοµάζουµε παράγουσα της f

στο I κάθε συνάρτηση F ορισµένη στο I τέτοια ώστε

(i) Η F είναι παραγωγίσιµη σε κάθε εσωτερικό σηµείο x0 του I µε F ′(x0) = f(x0).

(ii) Αν το I έχει ελάχιστο (αντίστοιχα, µέγιστο) στοιχείο a, τότε η f είναι παραγωγίσιµη από δεξιά

(αντίστοιχα, από αριστερά) στο a και F ′+(a) = f(a) (αντίστοιχα, F ′−(a) = f(a)).

Πρόταση 4.2. Αν η συνάρτηση f : I → R έχει µία παράγουσα F1 στο διάστηµα I, τότε για κάθε

πραγµατική σταθερά C η F1 + C είναι και πάλι παράγουσα της f στο I. Αντίστροφα, αν F2 είναι

µία παράγουσα της f στο I, υπάρχει σταθερά C τέτοια ώστε F2 = F1 + C.

Απόδειξη. Επειδή (F1 + C)′(x) = (F1(x) + C)′ = F ′1(x) = f(x), η F1 + C είναι παράγουσα της

f στο I. Αντίστροφα, η συνάρτηση F2−F1 είναι παραγωγίσιµη στο I µε (F2−F1)
′(x) = F ′2(x)−

F ′1(x) = f(x)−f(x) = 0 για κάθε x ∈ I. ΄Αρα F2(x)−F1(x) = C, δηλαδή F2(x) = F1(x)+C.

΄Εστω F µία παράγουσα της συνάρτησης f στο διάστηµα I. Το αόριστο ολοκλήρωµα της f είναι

το σύνολο F + C όλων των παραγουσών της f στο I και συµβολίζεται µε
∫
f(x) dx. ∆ηλαδή∫

f(x) dx = F (x) + C . (4.1)

151
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Αν F ′(x) = f(x), δηλαδή η F είναι µία παραγουσα της f σε κάποιο διάστηµα I, από την (4.1)

έχουµε

d

∫
f(x) dx = dF (x) = F ′(x)dx = f(x)dx . (4.2)

Επίσης από την (4.1) προκύπτει ότι

∫
dF (x) =

∫
F ′(x) dx = F (x) + C . (4.3)

Αν α, β ∈ R και οι συναρτήσεις f, g : I → R έχουν παράγουσες στο διάστηµα I, τότε από τον

ορισµό του αόριστου ολοκληρώµατος έπεται άµεσα η ιδιότητα :∫
(αf(x) + βg(x)) dx = α

∫
f(x) dx+ β

∫
g(x) dx . (4.4)

Πίνακας ολοκληρωµάτων ϐασικών στοιχειωδών συναρτήσεων

1.
∫
xα dx =

1

α+ 1
xα+1 + c , α 6= −1, x > 0

2.
∫

1

x
dx = ln |x|+ c , x 6= 0

3.
∫
ax dx =

1

ln a
ax + c , 0 < a 6= 1

4.
∫
ex dx = ex + c

5.
∫

sinx dx = − cosx+ c

6.
∫

cosx dx = sinx+ c

7.
∫

1

cos2 x
dx = tanx+ c , x ∈

(
kπ − π

2
, kπ +

π

2

)
, k ∈ Z

8.
∫

1

sin2 x
dx = − cotx+ c , x ∈ (kπ, (k + 1)π) , k ∈ Z

9.
∫

1√
a2 − x2

dx =


arcsin

(
x
a

)
+ c1,

− arccos
(
x
a

)
+ c2,

a > 0 , x ∈ (−a, a)
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10.
∫

1

a2 + x2
dx =


1
a arctan

(
x
a

)
+ c1,

− 1
a arccot

(
x
a

)
+ c2,

a 6= 0

11.
∫

1√
a2 + x2

dx =


ln(x+

√
a2 + x2) + c1, a 6= 0,

sinh−1
(
x
a

)
+ c2, a > 0.

12.
∫

1√
x2 − a2

dx = ln |x+
√
x2 − a2|+ c , |x| > |a| > 0

13.
∫

sinhx dx = coshx+ c

14.
∫

coshx dx = sinhx+ c

15.
∫

1

cosh2 x
dx = tanhx+ c

16.
∫

1

sinh2 x
dx = − cothx+ c , x 6= 0

4.2 Μέθοδοι Ολοκλήρωσης

4.2.1 Παραγοντική Ολοκλήρωση

΄Εστω f, g : I → R συνεχώς παραγωγίσιµες συναρτήσεις στο διάστηµα I. Επειδή (f(x)g(x))′ =

f ′(x)g(x) + f(x)g′(x), ισχύει η σχέση

∫
f(x)g′(x) dx = f(x)g(x)−

∫
f ′(x)g(x) dx+ c . (4.5)

Παράδειγµα 4.3. Αν a, b ∈ R, ab 6= 0, τότε

(i)

∫
eax sin bx dx =

a sin bx− b cos bx

a2 + b2
eax + c

και

(ii)

∫
eax cos bx dx =

a cos bx+ b sin bx

a2 + b2
eax + c .
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Λύση. (i) Αν I =
∫
eax sin bx dx, εφαρµόζοντας παραγοντική ολοκλήρωση έχουµε

I =
1

a

∫
sin bx deax

=
1

a
eax sin bx− 1

a

∫
eax d sin bx

=
1

a
eax sin bx− b

a

∫
eax cos bx dx

=
1

a
eax sin bx− b

a2

∫
cos bx deax

=
1

a
eax sin bx− b

a2

(
eax cos bx−

∫
eax d cos bx

)
=

1

a
eax sin bx− b

a2
eax cos bx− b2

a2
I .

Εποµένως (
1 +

b2

a2

)
I =

a sin bx− b cos bx

a2
eax ⇒ I =

a sin bx− b cos bx

a2 + b2
eax + c .

(ii) Η απόδειξη είναι παρόµοια.

Παρατήρηση 4.4. Για τον υπολογισµό των παραπάνω ολοκληρωµάτων ϑα µπορούσαµε να χρη-

σιµοποιήσουµε και τον τύπο του Euler, δηλαδή

e(a+ib)x = eax cos bx+ ieax sin bx , για κάθε a, b ∈ R .

Τότε (
1

a+ ib
e(a+ib)x

)′
= e(a+ib)x

και

1

a+ ib
e(a+ib)x =

a− ib
a2 + b2

e(a+ib)x

=
a− ib
a2 + b2

(eax cos bx+ ieax sin bx)

=
a cos bx+ b sin bx

a2 + b2
eax + i

a sin bx− b cos bx

a2 + b2
eax .

Παράδειγµα 4.5. Αν n ∈ N∗, n ≥ 2, τότε ισχύουν οι παρακάτω αναγωγικοί τύποι

(αʹ)

∫
sinn x dx = − 1

n
sinn−1 x cosx+

n− 1

n

∫
sinn−2 x dx ,

(ϐʹ)

∫
cosn x dx =

1

n
cosn−1 x sinx+

n− 1

n

∫
cosn−2 x dx .
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Απόδειξη. (αʹ) Αν In :=
∫

sinn x dx, χρησιµοποιώντας παραγοντική ολοκλήρωση έχουµε

In =

∫
sinn−1 x sinx dx

=

∫
sinn−1 x(− cosx)′ dx

= − sinn−1 x cosx+ (n− 1)

∫
sinn−2 x cos2 x dx

= − sinn−1 x cosx+ (n− 1)

∫
sinn−2 x(1− sin2 x) dx

= − sinn−1 x cosx+ (n− 1)

∫
sinn−2 x dx− (n− 1)

∫
sinn x dx

= − sinn−1 x cosx+ (n− 1)In−2 − (n− 1)In ,

οπότε

nIn = − sinn−1 x cosx+ (n− 1)In−2 ⇔ In = − 1

n
sinn−1 x cosx+

n− 1

n
In−2 .

(ϐʹ) Η απόδειξη είναι παρόµοια.

4.2.2 Ολοκλήρωση µε αντικατάσταση

Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση ϕ : I → R είναι συνεχώς παραγωγίσιµη στο διάστηµα I και η

συνάρτηση f : J → R είναι συνεχής στο διάστηµα J µε ϕ(I) ⊆ J . Αν F είναι µία παράγουσα

της f στο J , από τον κανόνα αλυσίδας είναι

(F ◦ ϕ)′(t) = F ′(ϕ(t))ϕ′(t) = f(ϕ(t))ϕ′(t) , t ∈ I

και εποµένως∫
(f ◦ ϕ)(t) · ϕ′(t) dt =

∫
f(ϕ(t)) dϕ(t) =

∫
f(x) dx = F (x) + c = F (ϕ(t)) + c . (4.6)

Παράδειγµα 4.6. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

I =

∫
x5 + x2

x6 + 1
dx .

Λύση. Επειδή

I =

∫
x5

x6 + 1
dx︸ ︷︷ ︸

I1

+

∫
x2

x6 + 1
dx︸ ︷︷ ︸

I2

,
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αρκεί να υπολογίσουµε τα ολοκληρώµατα I1 και I2. Είναι

I1 =
1

6

∫
1

u
du (αντικατάσταση u = x6 + 1)

=
1

6
ln |u|+ c1 =

1

6
ln(x6 + 1) + c1

και

I2 =
1

3

∫
1

v2 + 1
dv (αντικατάσταση v = x3)

=
1

3
arctan v + c2 =

1

3
arctan(x3) + c2 .

Εποµένως

I =
1

6
ln(x6 + 1) +

1

3
arctan(x3) + c .

4.2.3 Ολοκληρώµατα Ρητών Συναρτήσεων

Για τον υπολογισµό ενός ολοκληρώµατος της µορφής
∫
R(x) dx, όπου R(x) = P (x)/Q(x) είναι

ο λόγος δύο πολυωνύµων, χρειαζόµαστε το παρακάτω χρήσιµο αποτέλεσµα της άλγεβρας.

Πρόταση 4.7. ΄Εστω P και Q δύο πολυώνυµα µε πραγµατικούς συντελεστές και τέτοια ώστε

degP (x) < degQ(x), δηλαδή ο ϐαθµός του P (x) είναι µικρότερος του ϐαθµού του Q(x). Αν

Q(x) = (x− x1)k1 · · · (x− xl)kl(x2 + p1x+ q1)
m1 · · · (x2 + pnx+ qn)mn ,

ο λόγος P (x)/Q(x) γράφεται κατά µοναδικό τρόπο στη µορφή

P (x)

Q(x)
=

l∑
j=1

 kj∑
k=1

ajk
(x− xj)k

+

n∑
j=1

(mj∑
k=1

bjkx+ cjk
(x2 + pjx+ qj)k

)
,

όπου ajk, bjk και cjk είναι πραγµατικοί αριθµοί.

Παράδειγµα 4.8. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

I =

∫
5x2 + 3x− 2

x3 + 2x2
dx .



4.2. ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗΣ 157

Λύση. Σύµφωνα µε την Πρόταση 4.7 είναι

5x2 + 3x− 2

x3 + 2x2
=

5x2 + 3x− 2

x2(x+ 2)

=
A

x
+
B

x2
+

C

x+ 2

=
Ax(x+ 2) +B(x+ 2) + Cx2

x2(x+ 2)

=
(A+ C)x2 + (2A+B)x+ 2B

x2(x+ 2)
.

Επειδή 5x2 + 3x− 2 ≡ (A+ C)x2 + (2A+B)x+ 2B, παίρνουµε το σύστηµα
A+ C = 5

2A+B = 3

2B = −2


από το οποίο έπεται ότι A = 2, B = −1 και C = 3. Εποµένως

I = 2

∫
1

x
dx−

∫
1

x2
dx+ 3

∫
1

x+ 2
dx = 2 ln |x|+ 1

x
+ 3 ln |x+ 2|+ c .

Παράδειγµα 4.9. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

I =

∫
x8 + 3x7 + 3x6 + 5x5 + 3x4 + x3 − 3x2 − x

(x+ 1)3(x2 + 1)2
dx .

Λύση. ∆ιαιρώντας το πολυώνυµο P (x) = x8 + 3x7 + 3x6 + 5x5 + 3x4 + x3 − 3x2 − x µε το

Q(x) = (x+ 1)3(x2 + 1)2 = x7 + 3x6 + 5x5 + 7x4 + 7x3 + 5x2 + 3x+ 1, έχουµε

x8 + 3x7 + 3x6 + 5x5 + 3x4 + x3 − 3x2 − x
(x+ 1)3(x2 + 1)2

= x− 2x6 + 2x5 + 4x4 + 4x3 + 6x2 + 2x

(x+ 1)3(x2 + 1)2
.

Σύµφωνα µε την Πρόταση 4.7 είναι

2x6 + 2x5 + 4x4 + 4x3 + 6x2 + 2x

(x+ 1)3(x2 + 1)2
=

A

x+ 1
+

B

(x+ 1)2
+

C

(x+ 1)3
+
Dx+ E

x2 + 1
+
Fx+G

(x2 + 1)2
. (4.7)

Η εύρεση των συντελεστών ανάγεται στην επίλυση ενός συστήµατος επτά εξισώσεων µε επτά α-

γνώστους. ΄Οµως µπορούµε να εργαστούµε και ως εξής :

Αν πολλαπλασιάσουµε την (4.7) µε (x+1)3 και στη συνέχεια ϑέσουµε x = −1, παίρνουµε C = 1.

Αφαιρώντας τον όρο 1/(x+ 1)3 και από τα δύο µέλη της (4.7) έχουµε

2x5 + 3x3 + x2 + 3x− 1

(x+ 1)2(x2 + 1)2
=

A

x+ 1
+

B

(x+ 1)2
+
Dx+ E

x2 + 1
+

Fx+G

(x2 + 1)2
. (4.8)
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Αν πολλαπλασιάσουµε την (4.8) µε (x + 1)2 και στη συνέχεια ϑέσουµε x = −1, παίρνουµε

B = −2. Προσθέτοντας τον όρο 2/(x+ 1)2 και στα δύο µέλη της (4.8) έχουµε

2x4 + 3x2 + 2x+ 1

(x+ 1)(x2 + 1)2
=

A

x+ 1
+
Dx+ E

x2 + 1
+

Fx+G

(x2 + 1)2
. (4.9)

Αν πολλαπλασιάσουµε την (4.9) µε x + 1 και στη συνέχεια ϑέσουµε x = −1, παίρνουµε A = 1.

Αφαιρώντας τον όρο 1/ (x+ 1) και από τα δύο µέλη της (4.9) προκύπτει ότι

x3 − x2 + 2x

(x2 + 1)2
=
Dx+ E

x2 + 1
+

Fx+G

(x2 + 1)2
=
Dx3 + Ex2 + (D + F )x+ (E +G)

(x2 + 1)2
.

Επειδή x3 − x2 + 2x ≡ Dx3 + Ex2 + (D + F )x+ (E +G), παίρνουµε το σύστηµα

D = 1

E = −1

D + F = 2

E +G = 0


από το οποίο έπεται ότι D = F = G = 1 και E = −1. Είναι λοιπόν

P (x)

Q(x)
= x−

[
1

x+ 1
− 2

(x+ 1)2
+

1

(x+ 1)3
+

x− 1

x2 + 1
+

x+ 1

(x2 + 1)2

]
.

Εποµένως

I =

∫
x dx−

∫
1

x+ 1
dx+ 2

∫
1

(x+ 1)2
dx−

∫
1

(x+ 1)3
dx−

∫
x− 1

x2 + 1
dx−

∫
x+ 1

(x2 + 1)2
dx

=

∫
x dx−

∫
1

x+ 1
dx+ 2

∫
1

(x+ 1)2
dx−

∫
1

(x+ 1)3
dx−

∫
x

x2 + 1
dx+

∫
1

x2 + 1
dx

−
∫

x

(x2 + 1)2
dx−

∫
1

(x2 + 1)2
dx︸ ︷︷ ︸

I2

=
x2

2
− ln |x+ 1| − 2

x+ 1
+

1

2

1

(x+ 1)2
− 1

2
ln(x2 + 1) + arctanx+

1

2

1

x2 + 1
− I2 .

΄Οµως από την άσκηση 2 έχουµε

I2 =
1

2

x

x2 + 1
+

1

2
I1 =

1

2

x

x2 + 1
+

1

2

∫
1

x2 + 1)
dx =

1

2

x

x2 + 1
+

1

2
arctanx ,

οπότε

I =
x2

2
− ln |x+ 1| − 2

x+ 1
+

1

2

1

(x+ 1)2
− 1

2
ln(x2 + 1) +

1

2
arctanx− 1

2

x− 1

x2 + 1
+ c .
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4.2.4 Ολοκληρώµατα της µορφής
∫
R (cosx, sinx) dx

΄Εστω R(u, v) ϱητή συνάρτηση των u και v, δηλαδή R(u, v) = P (u, v)/Q(u, v), όπου τα πολυώ-

νυµα P και Q είναι γραµµικοί συνδυασµοί των µονονύµων umvn, µε m,n = 0, 1, 2, . . . .

Υπάρχουν πολλοί µέθοδοι για τον υπολογισµό του ολοκληρώµατος
∫
R(cosx, sinx) dx, η πρώτη

µέθοδος που αναφέρουµε είναι πολύ γενική, δεν είναι όµως πάντα και η πλέον αποτελεσµατική.

(αʹ) Χρησιµοποιούµε το µετασχηµατισµό t = tan x
2 , x ∈ (−π, π), οπότε x = 2 arctan t. Επειδή

cosx =
1− tan2 x

2

1 + tan2 x
2

=
1− t2

1 + t2
, sinx =

2 tan x
2

1 + tan2 x
2

=
2t

1 + t2
και dx =

2

1 + t2
dt ,

έπεται ότι ∫
R (cosx, sinx) dx =

∫
R

(
1− t2

1 + t2
,

2t

1 + t2

)
2

1 + t2
dt ,

δηλαδή έχουµε να ολοκληρώσουµε µια ϱητή συνάρτηση.

Παράδειγµα 4.10. Να υπολογιστεί το αόριστο ολοκλήρωµα

I =

∫
1

sinx
dx , x 6= nπ, n ∈ Z .

Λύση. 1ος τρόπος.

I = −
∫ 1

sinx

(
− 1

sinx − cotx
)

1
sinx + cotx

dx = −
∫ (

1
1

sinx + cotx

)′
dx = − ln

∣∣∣∣ 1

sinx
+ cotx

∣∣∣∣+ c .

2ος τρόπος.

I =

∫
sinx

sin2 x
dx =

∫
sinx

1− cos2 x
dx

= −
∫

1

1− t2
dt (αντικατάσταση t = cosx)

= −1

2

∫ [
1

1− t
+

1

1 + t

]
dt

=
1

2
ln |1− t| − 1

2
ln |1 + t|+ c

=
1

2
ln

∣∣∣∣1− t1 + t

∣∣∣∣+ c =
1

2
ln

∣∣∣∣1− cosx

1 + cosx

∣∣∣∣+ c = ln |tan (x/2)|+ c .

3ος τρόπος.

I =

∫
sin2 (x/2) + cos2 (x/2)

2 sin (x/2) cos (x/2)
dx =

1

2

∫
tan (x/2) dx+

1

2

∫
cot (x/2) dx

= − ln |cos (x/2)|+ ln |sin (x/2)|+ c

= ln |tan (x/2)|+ c .
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4ος τρόπος. Χρησιµοποιώντας το µετασχηµατισµό t = tan x
2 , x ∈ (−π, π), οπότε x =

2 arctan t, έχουµε

sinx =
2 tan x

2

1 + tan2 x
2

=
2t

1 + t2
και dx =

2

1 + t2
dt .

Εποµένως

I =

∫
1

2t/ (1 + t2)

2

1 + t2
dt =

∫
1

t
dt = ln |t|+ c = ln |tan (x/2)|+ c .

Παράδειγµα 4.11. Αν a, b ∈ R \ {0}, να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

I =

∫
1

a sinx+ b cosx
dx .

Λύση. Χρησιµοποιώντας το µετασχηµατισµό t = tan x
2 , x ∈ (−π, π), έχουµε

I =

∫
1

2at/ (1 + t2) + b (1− t2) / (1 + t2)

2

1 + t2
dt

=

∫
2

2at+ b (1− t2)
dt

= −2

b

∫
1

t2 − 2 (a/b) t− 1
dt

= −2

b

∫
1

(t− a/b)2 − (1 + a2/b2)
dt

= −2

b

∫
1(

t− a/b−
√
a2 + b2/b

)(
t− a/b+

√
a2 + b2/b

) dt
=

1√
a2 + b2

∫ (
1

t− a/b+
√
a2 + b2/b

− 1

t− a/b−
√
a2 + b2/b

)
dt

=
1√

a2 + b2

(
ln
∣∣∣t− a/b+

√
a2 + b2/b

∣∣∣− ln
∣∣∣t− a/b−√a2 + b2/b

∣∣∣)+ c

=
1√

a2 + b2
ln

∣∣∣∣∣bt− a+
√
a2 + b2

bt− a−
√
a2 + b2

∣∣∣∣∣+ c

=
1√

a2 + b2
ln

∣∣∣∣∣b tan (x/2)− a+
√
a2 + b2

b tan (x/2)− a−
√
a2 + b2

∣∣∣∣∣+ c .

Ας σηµειωθεί ότι η ϱητή συνάρτηση που προκύπτει µε τον προηγούµενο µετασχηµατισµό

µπορεί να είναι αρκετά πολύπλοκη. Γι᾿ αυτό το λόγο, ανάλογα µε την περίπτωση, χρησιµο-

ποιούνται και άλλοι µετασχηµατισµοί.
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(ϐʹ) Στην περίπτωση ολοκληρωµάτων της µορφής∫
R
(
cos2 x, sin2 x

)
dx ή

∫
r (tanx) dx ,

όπου r είναι ϱητή συνάρτηση, χρησιµοποιείται ο µετασχηµατισµός t = tanx, x ∈ (−π/2, π/2),

οπότε x = arctan t. Επειδή

cos2 x =
1

1 + tan2 x
=

1

1 + t2
, sin2 x =

tan2 x

1 + tan2 x
=

t2

1 + t2
και dx =

1

1 + t2
dt ,

προκύπτουν ολοκληρώµατα ϱητών συναρτήσεων∫
R
(
cos2 x, sin2 x

)
dx =

∫
R

(
1

1 + t2
,

t2

1 + t2

)
1

1 + t2
dt ,∫

r (tanx) dx =

∫
r (t)

1

1 + t2
dt .

Παράδειγµα 4.12. Αν a, b ∈ R \ {0}, να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

I =

∫
1

a2 sin2 x+ b2 cos2 x
dx .

Λύση. Χρησιµοποιώντας το µετασχηµατισµό t = tanx, x ∈ (−π/2, π/2), έχουµε

I =

∫
1

cos2 x (a2 tan2 x+ b2)
dx

=

∫
1

a2t2 + b2
dt

=
1

a2

∫
1

t2 + (b/a)2
dt

=
1

ab
arctan

(
at

b

)
+ c

=
1

ab
arctan

(
a tanx

b

)
+ c .

(γʹ) Στην περίπτωση ολοκληρωµάτων της µορφής∫
R
(
cosx, sin2 x

)
sinx dx ή

∫
R
(
cos2 x, sinx

)
cosx dx ,

χρησιµοποιείται ο µετασχηµατισµός t = cosx ή t = sinx αντίστοιχα. Τα ολοκληρώµατα

παίρνουν τη µορφή

−
∫
R
(
t, 1− t2

)
dt ή

∫
R
(
1− t2, t

)
dt .
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Παράδειγµα 4.13.∫
cos3 x

sin7 x
dx =

∫
cos2 x

sin7 x
d sinx

=

∫
1− t2

t7
dt (αντικατάσταση t = sinx)

=

∫ (
t−7 − t−5

)
dt = −1

6
t−6 +

1

4
t−4 + c =

1

4 sin4 x
− 1

6 sin6 x
+ c .

4.2.5 Ολοκληρώµατα της µορφής
∫
R (x,y (x)) dx

(I) Αν y = n

√
ax+ b

cx+ d
, n ∈ N, ϑέτουµε tn =

ax+ b

cx+ d
. Τότε

x =
dtn − b
a− ctn

, y = t ,

και η προς ολοκλήρωση συνάρτηση µετασχηµατίζεται σε µια ϱητή συνάρτηση.

Παράδειγµα 4.14. Να υπολογιστεί το

I =

∫
3

√
x+ 1

x− 1
dx .

Λύση. Θέτουµε

t = 3

√
x+ 1

x− 1
και ισοδύναµα x =

t3 + 1

t3 − 1
.

Τότε

I =

∫
t d

(
t3 + 1

t3 − 1

)
= t

t3 + 1

t3 − 1
−
∫
t3 + 1

t3 − 1
dt (παραγοντική ολοκλήρωση)

= t
t3 + 1

t3 − 1
−
∫ (

t3 − 1
)

+ 2

t3 − 1
dt

= t
t3 + 1

t3 − 1
− t−

∫
2

t3 − 1
dt =

2t

t3 − 1
−
∫

2

t3 − 1
dt︸ ︷︷ ︸

I1

.

΄Οµως
2

t3 − 1
=

2

(t− 1) (t2 + t+ 1)
=

2

3
· 1

t− 1
− 2

3
· t+ 2

t2 + t+ 1
,
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οπότε

I1 =
2

3

∫
1

t− 1
dt− 1

3

∫
2t+ 4

t2 + t+ 1
dt

=
2

3
ln |t− 1| − 1

3

∫
(2t+ 1) + 3

t2 + t+ 1
dt

=
2

3
ln |t− 1| − 1

3

∫
2t+ 1

t2 + t+ 1
dt−

∫
1

t2 + t+ 1
dt

=
2

3
ln |t− 1| − 1

3
ln
(
t2 + t+ 1

)
−
∫

1

(t+ 1/2)2 +
(√

3/2
)2 dt

=
2

3
ln |t− 1| − 1

3
ln
(
t2 + t+ 1

)
− 2√

3
arctan

2 (t+ 1/2)√
3

=
2

3
ln |t− 1| − 1

3
ln
(
t2 + t+ 1

)
− 2√

3
arctan

2t+ 1√
3

.

΄Αρα

I =
2t

t3 − 1
− 2

3
ln |t− 1|+ 1

3
ln
(
t2 + t+ 1

)
+

2√
3

arctan
2t+ 1√

3
+ c .

(II) Αν y =
√
ax2 + bx+ c, µε ax2 + bx+ c ≥ 0, τότε πρόκειται για ολοκληρώµατα της µορφής∫

R
(
x,
√
ax2 + bx+ c

)
dx .

Επειδή

ax2 + bx+ c = a

(
x+

b

2a

)2

− b2 − 4ac

4a
,

χρησιµοποιώντας την αντικατάσταση

x+
b

2a
=


t
2a

√
b2 − 4ac αν b2 − 4ac > 0 ,

t
2a

√
4ac− b2 αν b2 − 4ac < 0 ,

το ολοκλήρωµα ανάγεται σε ολοκληρώµατα της µορφής∫
R
(
t,
√
t2 + 1

)
dt ,

∫
R
(
t,
√

1− t2
)
dt ,

∫
R
(
t,
√
t2 − 1

)
dt .

− Το
∫
R
(
t,
√
t2 + 1

)
dt ανάγεται σε ολοκλήρωµα ϱητής συνάρτησης αν χρησιµοποιήσου-

µε το µετασχηµατισµό

√
t2 + 1 = tu+ 1 , ή

√
t2 + 1 = tu− 1 , ή

√
t2 + 1 = t− u .
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− Το
∫
R
(
t,
√

1− t2
)
dt ανάγεται σε ολοκλήρωµα ϱητής συνάρτησης αν χρησιµοποιήσου-

µε το µετασχηµατισµό√
1− t2 = u (1− t) , ή

√
1− t2 = u (1 + t) , ή

√
t2 + 1 = tu± 1 .

− Το
∫
R
(
t,
√
t2 − 1

)
dt ανάγεται σε ολοκλήρωµα ϱητής συνάρτησης αν χρησιµοποιήσου-

µε το µετασχηµατισµό√
t2 − 1 = u (t− 1) , ή

√
t2 + 1 = u (t+ 1) , ή

√
t2 + 1 = t− u .

Οι παραπάνω µετασχηµατισµοί οφείλονται στον Euler [Leonhard Euler (1707–1783) ].

Τα προηγούµενα ολοκληρώµατα µετασχηµατίζονται και σε τριγωνοµετρικά ολοκληρώµατα.

− Το
∫
R
(
t,
√
t2 + 1

)
dt ανάγεται σε τριγωνοµετρικό ολοκλήρωµα αν χρησιµοποιήσουµε

το µετασχηµατισµό

t = tan θ , θ ∈ (−π/2, π/2) , οπότε
√
t2 + 1 =

1

cos θ
.

Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε και το µετασχηµατισµό t = sinhu οπότε
√
t2 + 1 =

coshu.

− Το
∫
R
(
t,
√

1− t2
)
dt ανάγεται σε τριγωνοµετρικό ολοκλήρωµα αν χρησιµοποιήσουµε

το µετασχηµατισµό

t = sin θ , θ ∈ [−π/2, π/2] , οπότε
√

1− t2 = cos θ ,

ή

t = cos θ , θ ∈ [0, π] , οπότε
√

1− t2 = sin θ .

− Το
∫
R
(
t,
√
t2 − 1

)
dt ανάγεται σε τριγωνοµετρικό ολοκλήρωµα αν χρησιµοποιήσουµε

το µετασχηµατισµό

t =
1

cos θ
, θ ∈ [0, π/2) ή θ ∈ [π, 3π/2) , οπότε

√
t2 − 1 = tan θ .

Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε και το µετασχηµατισµό t = coshu, u ≥ 0, οπότε
√
t2 − 1 =

sinhu.

Παράδειγµα 4.15. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

I =

∫
1

x+
√
x2 + 2x+ 2

dx .
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Λύση. Είναι

I =

∫
1

x+
√

(x+ 1)2 + 1
dx

=

∫
1

t− 1 +
√
t2 + 1

dt . (αντικατάσταση t = x+ 1)

Αν ϑέσουµε
√
t2 + 1 = t − u, έχουµε t2 + 1 = t2 − 2tu + u2, οπότε t =

(
u2 − 1

)
/2u.

Εποµένως √
t2 + 1 =

u2 − 1

2u
− u = −u

2 + 1

2u
και dt =

u2 + 1

2u2
du .

΄Αρα

I =

∫
1

(u2 − 1) /2u− 1− (u2 + 1) /2u

u2 + 1

2u2
du

= −1

2

∫
u2 + 1

u2 + u
du

= −1

2

∫ (
u2 + u

)
+ (1− u)

u2 + u
du

= −1

2

∫
du+

1

2

∫
u− 1

u (u+ 1)
du

= −1

2
u+

1

2

∫ (
2

u+ 1
− 1

u

)
du

= −1

2
u+ ln |u+ 1| − 1

2
ln |u|+ c

= −1

2

(
t−
√
t2 + 1

)
+ ln

∣∣∣t+ 1−
√
t2 + 1

∣∣∣− 1

2
ln
∣∣∣t−√t2 + 1

∣∣∣+ c (u = t−
√
t2 + 1)

= −1

2

(
x+ 1−

√
x2 + 2x+ 2

)
+ ln

∣∣∣x+ 2−
√
x2 + 2x+ 2

∣∣∣
− 1

2
ln
∣∣∣x+ 1−

√
x2 + 2x+ 2

∣∣∣+ c . (t = x+ 1)

Παράδειγµα 4.16. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

I =

∫
1

x2
√
x2 + 4

dx .

Λύση. Αν ϑέσουµε

x = 2 tan θ , θ ∈ (−π/2, π/2) , τότε
√
x2 + 4 =

2

cos θ
και dx =

2

cos2 θ
dθ .
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Εποµένως

I =

∫
1

4 tan2 θ · 2
cos θ

· 2

cos2 θ
dθ =

1

4

∫
cos θ

sin2 θ
dθ = − 1

4 sin θ
+ c = −

√
x2 + 4

4x
+ c .

Παράδειγµα 4.17. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

I =

∫
x2√

4x− x2
dx , 0 < x < 4 .

Λύση. Είναι

I =

∫
x2√

4− (x2 − 4x+ 4)
dx

=

∫
x2√

4− (x− 2)2
dx

=

∫
(2t+ 2)2

2
√

1− t2
2 dt = 4

∫
(t+ 1)2√

1− t2
dt . (αντικατάσταση x− 2 = 2t)

Αν ϑέσουµε

t = sin θ , θ ∈ (−π/2, π/2) , τότε θ = arcsin t ,
√

1− t2 = cos θ

και εποµένως

I = 4

∫
(sin θ + 1)2

cos θ
cos θ dθ

= 4

∫
sin2 θ dθ + 8

∫
sin θ dθ + 4

∫
dθ

= 2

∫
(1− cos 2θ) dθ + 8

∫
sin θ dθ + 4

∫
dθ

= 2θ − sin 2θ − 8 cos θ + 4θ + c

= 6θ − 8 cos θ − 2 sin θ cos θ + c

= 6 arcsin t− 8
√

1− t2 − 2t
√

1− t2 + c

= 6 arcsin

(
x− 2

2

)
− 4
√

4x− x2 − x− 2

2

√
4x− x2 + c .

Παράδειγµα 4.18. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

I =

∫
1

x4
√
x2 − 2

dx , |x| >
√

2 .
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Λύση. Θέτουµε x =
√
2

cos θ , όπου θ ∈ (0, π/2) ή θ ∈ (π, 3π/2), οπότε

√
x2 − 2 =

√
2 tan θ και dx =

√
2 tan θ

cos θ
dθ .

Τότε

I =

∫
1

4 (1/ cos4 θ)
√

2 tan θ

√
2 tan θ

cos θ
dθ

=
1

4

∫
cos3 θ dθ =

1

4

∫ (
1− sin2 θ

)
cos θ dθ

=
1

4

∫ (
cos θ − sin2 θ cos θ

)
dθ

=
1

4

(
sin θ − 1

3
sin3 θ

)
+ c

=
1

4

(√
x2 − 2

x
−
(
x2 − 2

)3/2
3x3

)
+ c .

Παράδειγµα 4.19. Να υπολογιστεί το αόριστο ολοκλήρωµα

∫ √
tan θ dθ , θ ∈ (nπ, (n+ 1/2)π) , n ∈ Z .

Λύση. Χρησιµοποιώντας την αντικατάσταση t =
√

tan θ, είναι

dt =
1

2
√

tan θ cos2 θ
dθ =

1 + tan2 θ

2
√

tan θ
dθ =

1 + t4

2t
dθ ⇔ dθ =

2t

1 + t4
dt .

Εποµένως

∫ √
tan θ dθ =

∫
t

2t

t4 + 1
dt =

∫
2t2

t4 + 1
dt . (4.10)
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1ος τρόπος : Επειδή t4 +1 = (t2 +1)2−2t2 = (t2 +1+
√

2t)(t2 +1−
√

2t), από την (4.10) έχουµε

∫ √
tan θ dθ =

∫
2t2

(t2 +
√

2t+ 1)(t2 −
√

2t+ 1)
dt

= − 1√
2

∫
t

t2 +
√

2t+ 1
dt+

1√
2

∫
t

t2 −
√

2t+ 1
dt

= − 1

2
√

2

∫
2t+

√
2

t2 +
√

2t+ 1
dt+

1

2

∫
1

t2 +
√

2t+ 1
dt+

1

2
√

2

∫
2t−

√
2

t2 −
√

2t+ 1
dt

+
1

2

∫
1

t2 −
√

2t+ 1
dt

= − 1

2
√

2

∫
2t+

√
2

t2 +
√

2t+ 1
dt+

1

2

∫
1

(t+ 1/
√

2)2
dt+

1

2
√

2

∫
2t−

√
2

t2 −
√

2t+ 1
dt

+
1

2

∫
1

(t− 1/
√

2)2 + (1/
√

2)2
dt

= − 1

2
√

2
ln(t2 +

√
2t+ 1) +

√
2

2
arctan

(
t+ 1/

√
2

1/
√

2

)
+

1

2
√

2
ln(t2 −

√
2t+ 1)

+

√
2

2
arctan

(
t− 1/

√
2

1/
√

2

)
+ C

=
1

2
√

2
ln

(
t2 −

√
2t+ 1

t2 +
√

2t+ 1

)
+

√
2

2
arctan(

√
2t+ 1) +

√
2

2
arctan(

√
2t− 1) + C

=
1

2
√

2
ln

(
tan θ −

√
2 tan θ + 1

tan θ +
√

2 tan θ + 1

)
+

√
2

2
arctan(

√
2 tan θ + 1)

+

√
2

2
arctan(

√
2 tan θ − 1) + C

όπου C ∈ R.

2ος τρόπος : Από την (4.10) έχουµε

∫ √
tan θ dθ =

∫
2t2

t4 + 1
dt =

∫
t2 − 1

t4 + 1
dt+

∫
t2 + 1

t4 + 1
dt =

∫
1− t−2

t2 + t−2
dt+

∫
1 + t−2

t2 + t−2
dt

=

∫
1− t−2

(t+ t−1)2 − 2
dt+

∫
1 + t−2

(t− t−1)2 + 2
dt .
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Εποµένως∫ √
tan θ dθ =

∫
1− t−2

(t+ t−1)2 − 2
dt+

∫
1 + t−2

(t− t−1)2 + 2
dt

=

∫
1

u2 − 2
du+

∫
1

v2 + 2
dv (αντικατάσταση u = t+ t−1 και v = t− t−1)

=

∫
1

(u−
√

2)(u+
√

2)
du+

∫
1

v2 + 2
dv

=
1

2
√

2

∫
1

u−
√

2
du− 1

2
√

2

∫
1

u+
√

2
du+

∫
1

v2 + (
√

2)2
dv

=
1

2
√

2
ln |u−

√
2| − 1

2
√

2
ln |u+

√
2|+ 1√

2
arctan

(
v√
2

)
+ C

=
1

2
√

2
ln

(
t+ t−1 −

√
2

t+ t−1 +
√

2

)
+

1√
2

arctan

(
t− t−1√

2

)
+ C

=
1

2
√

2
ln

(
t2 −

√
2t+ 1

t2 +
√

2t+ 1

)
+

1√
2

arctan

(
t2 − 1√

2t

)
+ C

=
1

2
√

2
ln

(
tan θ −

√
2 tan θ + 1

tan θ +
√

2 tan θ + 1

)
+

1√
2

arctan

(
tan θ − 1√

2 tan θ

)
+ C

όπου C ∈ R.

Σηµείωση. Είναι

arctan(
√

2 tan θ + 1) + arctan(
√

2 tan θ − 1)

= arctan

(
2
√

2 tan θ

1− (
√

2 tan θ + 1)(
√

2 tan θ − 1)

)
+ C1 (Παράδειγµα 3.29(ϐ΄))

= − arctan

(√
2 tan θ

tan θ − 1

)
+ C1

= arctan

(
tan θ − 1√

2 tan θ

)
− π

2
+ C1 = arctan

(
tan θ − 1√

2 tan θ

)
+ C2 ,

για κάποιο C2 ∈ R.

4.3 Ασκήσεις

1. Αν m,n ∈ N∗, n ≥ 2, να αποδειχθούν οι παρακάτω αναγωγικοί τύποι

(i)
∫

sinm x cosn x dx =
sinm+1 x cosn−1 x

m+ n
+
n− 1

m+ n

∫
sinm x cosn−2 x dx .
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(ii)
∫

lnm x dx = x lnm x−m
∫

lnm−1 x dx , x > 0.

(iii)
∫
xmex dx = xmex −m

∫
xm−1ex dx ,

(iv)
∫
xm sinx dx = −xm cosx+m

∫
xm−1 cosx dx .

(v)
∫
xm cosx dx = xm sinx−m

∫
xm−1 sinx dx ,

(vi)
∫
xa lnm x dx =

xa+1 lnm x

a+ 1
− m

a+ 1

∫
xa lnm−1 x dx , x > 0, a ∈ R, a 6= −1.

2. Αν

In =

∫
1

(x2 + a2)n
dx , a 6= 0 , n ∈ N∗ ,

να αποδειχθεί ο αναγωγικός τύπος

In+1 =
1

2na2
x

(x2 + a2)n
+

2n− 1

2na2
In .

Να υπολογιστεί το I2 και το I3.

3. ∆είξτε ότι∫
x(arctanx)2 dx =

1

2
(x2 + 1)(arctanx)2 − x arctanx+ ln

√
x2 + 1 + C .

4. ∆είξτε ότι

(i) ∫
1

x2 − a2
dx =

1

2a
ln

∣∣∣∣x− ax+ a

∣∣∣∣+ C , x 6= ±a , a 6= 0 .

(ii) ∫
x3

x2 − 1
dx =

x2

2
+

1

2
ln |x2 − 1|+ C , x 6= ±1 .

(iii) Αν x 6= −1,∫
x3

x3 + 1
dx = x− 1

3
ln |x+ 1|+ 1

6
ln(x2 − x+ 1)− 1√

3
arctan

(
2x− 1√

3

)
+ C .

(iv) ∫
4x2 − 3x+ 2

4x2 − 4x+ 3
dx = x+

1

8
ln(4x2 − 4x+ 3)− 1

4
√

2
arctan

(
2x− 1√

2

)
+ C .

(v) Αν x 6= −1, ∫
x2

(x+ 1)3
dx = ln |x+ 1|+ 2

x+ 1
− 1

2(x+ 1)2
+ C .
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(vi) Αν x 6= −1,∫
4x2 + 4

(x+ 1)(x2 + 2x+ 5)
dx = 2 ln |x+ 1|+ ln(x2 + 2x+ 5)− 4 arctan

(
x+ 1

2

)
+ C.

(vii) Αν x 6= −1,∫
−x3 + x2 + x+ 3

(x+ 1)(x2 + 1)2
dx = ln |x+ 1| − 1

2
ln(x2 + 1) + arctanx+

x

x2 + 1
+ C .

(viii) ∫
1

x4 + 1
dx =

1

4
√

2

∫ [
2x+ 2

√
2

x2 +
√

2x+ 1
− 2x− 2

√
2

x2 −
√

2x+ 1

]
dx

=

√
2

8
ln

(
x2 +

√
2x+ 1

x2 −
√

2x+ 1

)
+

√
2

4

[
arctan(

√
2x+ 1) + arctan(

√
2x− 1)

]
+ C .

5. ∆είξτε ότι

(i) ∫
1

2 + sinx
dx =

2√
3

arctan

[
2 tan(x/2) + 1√

3

]
+ C .

(ii) ∫
1

2 sinx+ sin 2x
dx =

1

4
ln | tan(x/2)|+ 1

8
tan2(x/2) + C .

(iii) ∫
1

sinx+ tanx
dx =

1

2
ln | tan(x/2)| − 1

4
tan2(x/2) + C .

(iv) ∫
1

cosx
dx = ln

∣∣∣∣ 1

cosx
+ tanx

∣∣∣∣+ C

=
1

2
ln

∣∣∣∣1 + sinx

1− sinx

∣∣∣∣+ C

=
1

2
ln

∣∣∣∣1 + tan(x/2)

1− tan(x/2)

∣∣∣∣+ C , x 6= nπ +
π

2
, n ∈ Z .

(v) ∫
1

(sinx+ cosx)2
dx = − 1

1 + tanx
+ C .

(vi) ∫
1

sin2 x cos4 x
dx = tanx+

1

3
tan3 x− 2 cot 2x+ C .
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(vii) ∫
1

sin4 x
dx = − cotx− 1

3
cot3 x+ C .

(viii) ∫
sin4 x cos4 x dx =

3

128
x− 1

128
sin 4x+

1

1024
sin 8x+ C .

6. ∆είξτε ότι

(i) ∫
1√

1 +
√
x
dx =

4

3
(1 +

√
x)3/2 − 4

√
1 +
√
x+ C , x > 0 .

(ii) ∫
1

x(
√
x+ 1 +

√
x)
dx = 2

√
x+ 1 + ln

(√
x+ 1− 1√
x+ 1 + 1

)
− 2
√
x+ C , x > 0 .

(iii) ∫
x3

3
√
x2 + 1

dx =
3

10
(x2 + 1)5/3 − 3

4
(x2 + 1)2/3 + C .

(iv) ∫
1

3
√
x+ 4
√
x
dx =

3

2
x2/3 − 12

7
x7/12 + 2

√
x− 12

5
x5/12 + 3 3

√
x− 4 4

√
x+ 6 6

√
x

− 12 12
√
x+ 12 ln( 12

√
x+ 1) + C , x > 0 .

(v) ∫ √
1− ex dx = 2

√
1− ex + ln

(
1−
√

1− ex

1 +
√

1− ex

)
+ C , x ≤ 0 .

(vi) ∫ √
ex − 1 dx = 2

√
ex − 1− 2 arctan

√
ex − 1 + C , x ≥ 0 .

(vii) ∫
arctan

√
x√

x
dx = 2

√
x arctan

√
x− ln(1 + x) + C , x > 0 .

7. ∆είξτε ότι

(i) ∫
1√

x2 + 4x+ 8
dx = ln

(
x+ 2 +

√
x2 + 4x+ 8

)
+ C .
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(ii) ∫
x2

(x2 + a2)3/2
dx = ln

(
x+

√
x2 + a2

)
− x√

x2 + a2
+ C , a 6= 0 .

(iii) ∫
x√

x2 − 4x
dx =

√
x2 − 4x+2 ln

(
x− 2 +

√
x2 − 4x

)
+C , x ∈ (−∞, 0)∪(4,∞) .

(iv) ∫
1

x3
√
x2 − 16

dx =
1

128

[
arccos(4/x) + 4

√
x2 − 16

x2

]
+ C , |x| > 4 .

(v) ∫
x+ 1√

x2 − 6x− 1
dx =

√
x2 − 6x− 1 + 4 ln

(
x− 3 +

√
x2 − 6x− 1

)
+ C ,

x ∈
(
−∞, 3−

√
10
)
∪
(

3 +
√

10, ∞
)
.

(vi) ∫ √
2x− x2 dx =

1

2

[
arcsin(x− 1) + (x− 1)

√
2x− x2

]
+ C , 0 ≤ x ≤ 2 .

(vii) ∫
x2
√
a2 − x2 dx =

1

8
a4 arcsin

(x
a

)
+

1

8
x
√
a2 − x2(2x2 − a2) + C , |x| < a .

8. Αν a > 0 και x ∈ [0, π/2) ∪ [π, 3π/2), δείξτε ότι∫ √
1

cos2 x
+ a dx = ln

(√
1

cos2 x
+ a+ tanx

)
+
√
a arcsin

(√
a

a+ 1
sinx

)
+ C .

9. Αν a > 0, δείξτε ότι∫
1

x
√
x2a + xa + 1

dx = −1

a
ln

(
1

xa
+

1

2
+

√
1 +

1

xa
+

1

x2a

)
+ C , x > 0 .
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Κεφάλαιο 5

Ολοκλήρωµα Riemann

5.1 Το ορισµένο ολοκλήρωµα

΄Εστω f : [a, b]→ R, a, b ∈ R µε a < b, ϕραγµένη συνάρτηση. Μια διαµέριση του [a, b] είναι ένα

πεπερασµένο διατεταγµένο σύνολο P = {x0, x1, x2, . . . , xn}, όπου

a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = b .

Αν P,Q είναι δύο διαµερίσεις του [a, b], ϑα λέµε ότι η διαµέριση Q είναι λεπτότερη από τη

διαµέριση P , αν P ⊂ Q, δηλαδή αν η Q έχει επιπλέον σηµεία από την P . ΄Εστω

mk = inf {f(x) : x ∈ [xk−1, xk]} και Mk = sup {f(x) : x ∈ [xk−1, xk]} ,

για κάθε k = 1, 2, . . . , n.

Το κάτω άθροισµα της f που αντιστοιχεί στη διαµέριση P ορίζεται ως εξής

L(f, P ) :=

n∑
k=1

mk(xk − xk−1) .

Παρόµοια, το άνω άθροισµα της f που αντιστοιχεί στη διαµέριση P ορίζεται ως εξής

U(f, P ) :=

n∑
k=1

Mk(xk − xk−1) .

Τα L(f, P ), U(f, P ) λέγονται και αθροίσµατα Darboux.

175
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x

y

O a=x0 x1 x2 x3 x4 x5=b

L ( f , P )

x

y

O a=x0 x1 x2 x3 x4 x5=b

U ( f , P )

Παρατήρηση 5.1. ΄Εστω f : [a, b]→ R ϕραγµένη συνάρτηση. Τότε

U(f, P )− L(f, P ) =
n∑
k=1

(Mk −mk)(xk − xk−1) .

Επειδή η ταλάντωση της συνάρτησης f στο διάστηµα Ik = [xk−1, xk], 1 ≤ k ≤ n, είναι

ω(f, Ik) = sup {f(x) : x ∈ Ik} − inf {f(x) : x ∈ Ik} = Mk −mk ,

η διαφορά U(f, P )− L(f, P ) γράφεται στη µορφή

U(f, P )− L(f, P ) =

n∑
k=1

ω(f, Ik)∆xk ,

όπου ∆xk = xk − xk−1.

Αν

m := inf {f(x) : x ∈ [a, b]} και M := sup {f(x) : x ∈ [a, b]} ,

τότε

m(xk − xk−1) ≤ mk(xk − xk−1) ≤Mk(xk − xk−1) ≤M(xk − xk−1) ,

k = 1, 2, . . . , n. Εποµένως

m
n∑
k=1

(xk − xk−1) ≤
n∑
k=1

mk(xk − xk−1) ≤
n∑
k=1

Mk(xk − xk−1) ≤M
n∑
k=1

(xk − xk−1)

και κατά συνέπεια

m(b− a) ≤ L(f, P ) ≤ U(f, P ) ≤M(b− a) . (5.1)
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Αν P([a, b]) είναι η οικογένεια όλων των διαµερίσεων του [a, b], από τις ανισότητες (5.1) προκύ-

πτει ότι το σύνολο {L(f, P ) : P ∈ P([a, b])} είναι άνω ϕραγµένο στο R (M(b − a) είναι ένα άνω

ϕράγµα). Εποµένως το sup {L(f, P ) : P ∈ P([a, b])} υπάρχει, λέγεται κάτω ολοκλήρωµα της

f στο [a, b] και συµβολίζεται
∫ b
a f(x) dx. ∆ηλαδή∫ b

a
f(x) dx := sup {L(f, P ) : P ∈ P([a, b])} .

Παρόµοια, το σύνολο {U(f, P ) : P ∈ P([a, b])} είναι κάτω ϕραγµένο στο R (m(b − a) είναι ένα

κάτω ϕράγµα). Εποµένως το inf {U(f, P ) : P ∈ P([a, b])} υπάρχει, λέγεται άνω ολοκλήρωµα

της f στο [a, b] και συµβολίζεται
∫ b
a f(x) dx. ∆ηλαδή∫ b

a
f(x) dx := inf {U(f, P ) : P ∈ P([a, b])} .

΄Εστω P ∈ P([a, b]). Επειδή L(f, P ) ≤ U(f,Q) για κάθε διαµέριση Q του [a, b], έπεται ότι

L(f, P ) ≤ inf {U(f,Q) : Q ∈ P([a, b])} =

∫ b

a
f(x) dx .

Εποµένως

sup {L(f, P ) : P ∈ P([a, b])} ≤
∫ b

a
f(x) dx

και άρα ∫ b

a
f(x) dx ≤

∫ b

a
f(x) dx .

Ορισµός 5.2. ΄Εστω f : [a, b] → R ϕραγµένη συνάρτηση. Η f είναι ολοκληρώσιµη στο [a, b],

αν ∫ b

a
f(x) dx =

∫ b

a
f(x) dx .

Σ᾿ αυτή την περίπτωση η κοινή αυτή τιµή λέγεται ολοκλήρωµα της f στο [a, b] και συµβολίζεται

µε
∫ b
a f(x) dx. ∆ηλαδή ∫ b

a
f(x) dx =

∫ b

a
f(x) dx =

∫ b

a
f(x) dx .

Αυτό το ολοκλήρωµα είναι γνωστό και σαν ολοκλήρωµα Darboux. Ο Riemann όρισε το ολοκλή-

ϱωµα λίγο διαφορετικά. Στην επόµενη παράγραφο ϑα δώσουµε τον ορισµό του ολοκληρώµατος

κατά Riemann και ϑα αποδείξουµε ότι οι δύο ορισµοί είναι ισοδύναµοι.

Αν µια συνάρτηση f είναι ολοκληρώσιµη στο [a, b], τότε ορίζουµε∫ a

b
f(x) dx := −

∫ b

a
f(x) dx και για c ∈ [a, b],

∫ c

c
f(x) dx := 0 .
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Παράδειγµα 5.3. Η συνάρτηση Dirichlet

D(x) :=


1 αν x ∈ Q ,

0 αν x /∈ Q

δεν είναι ολοκληρώσιµη σ᾿ ένα κλειστό και ϕραγµένο διάστηµα [a, b]. Πράγµατι, για κάθε διαµέριση

P = {x0, x1, x2, . . . , xn} του [a, b] είναι

L(D,P ) =
n∑
k=1

mk(xk − xk−1) =
n∑
k=1

0(xk − xk−1) = 0

και

U(D,P ) =

n∑
k=1

Mk(xk − xk−1) =

n∑
k=1

1(xk − xk−1) = xn − x0 = b− a .

Εποµένως

sup {L(D,P ) : P ∈ P([a, b])} = 0 και inf {U(D,P ) : P ∈ P([a, b])} = b− a ,

δηλαδή ∫ b

a
D(x) dx = 0 < b− a =

∫ b

a
D(x) dx

και άρα η συνάρτηση Dirichlet δεν είναι ολοκληρώσιµη στο κλειστό και ϕραγµένο διάστηµα [a, b].

Παράδειγµα 5.4. Αν η συνάρτηση f : [a, b]→ R είναι σταθερή µε f(x) = c, η f είναι ολοκληρώ-

σιµη στο [a, b] µε ∫ b

a
c dx = c(b− a) .

Πράγµατι, έστω P = {x0, x1, x2, . . . , xn} τυχαία διαµέριση του [a, b]. Είναι Mk = mk = c,

1 ≤ k ≤ n, οπότε

L(f, P ) = U(f, P ) =
n∑
k=1

c(xk − xk−1) = c
n∑
k=1

(xk − xk−1) = c(xn − x0) = c(b− a) .

Εποµένως∫ b

a
c dx = sup {L(f, P ) : P ∈ P([a, b])} = c(b− a) = inf {U(f, P ) : P ∈ P([a, b])} =

∫ b

a
c dx

και άρα η f είναι ολοκληρώσιµη στο [a, b] µε∫ b

a
c dx =

∫ b

a
c dx =

∫ b

a
c dx = c(b− a) .



5.1. ΤΟ ΟΡΙΣΜΕΝΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ 179

Ορισµός 5.5. Η λεπτότητα ή νόρµα µιας διαµέρισης P = {x0, x1, x2, . . . , xn} ενός διαστήµατος

[a, b], συµβολίζεται µε ‖P‖, είναι το µέγιστο από τα µήκη των υποδιαστηµάτων στα οποία το [a, b]

διαιρείται µε τα σηµεία της διαµέρισης P . ∆ηλαδή,

‖P‖ := max
1≤k≤n

(xk − xk−1) .

Λήµµα 5.6. ΄Εστω f : [a, b]→ R ϕραγµένη συνάρτηση και έστω

M = sup {f(x) : a ≤ x ≤ b} , m = inf {f(x) : a ≤ x ≤ b} .

Αν P,Q είναι δύο διαµερισεις του [a, b] µε P ⊂ Q και η Q έχει r σηµεία στο (a, b) περισσότερα από

την P , τότε

(i) 0 ≤ U(f, P )− U(f,Q) ≤ r(M −m)‖P‖ ,

(ii) 0 ≤ L (f,Q)− L(f, P ) ≤ r(M −m)‖P‖ .

Απόδειξη. (i) ΄Εστω P = {x0, x1, x2, . . . , xn} και έστω η διαµέριση Q έχει ένα επιπλέον σηµείο

y ∈ (a, b) από την P . Υποθέτουµε ότι xk−1 < y < xk. ΑνMk = sup {f(x) : xk−1 ≤ x ≤ xk},

M ′k = sup {f(x) : xk−1 ≤ x ≤ y} και M ′′k = sup {f(x) : y ≤ x ≤ xk}, είναι

m ≤M ′k,M ′′k ≤Mk ≤M .

Τότε

U(f, P )− U(f,Q) = Mk(xk − xk−1)−M ′k(y − xk−1)−M ′′k (xk − y)

≥Mk(xk − xk−1)−Mk(y − xk−1)−Mk(xk − y) = 0

και

U(f, P )− U(f,Q) = Mk(xk − xk−1)−M ′k(y − xk−1)−M ′′k (xk − y)

≤M(xk − xk−1)−m(y − xk−1)−m(xk − y)

= (M −m)(xk − xk−1)

≤ (M −m)‖P‖ .



180 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5. ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ RIEMANN

Αν η Q έχει r σηµεία στο (a, b) περισσότερα από την P , επαγωγικά αποδεικνύεται ότι

0 ≤ U(f, P )− U(f,Q) ≤ r(M −m)‖P‖ .

Αφήνουµε την απόδειξη σαν άσκηση.

(ii) Η απόδειξη είναι παρόµοια.

Πόρισµα 5.7. ΄Εστω f : [a, b] → R ϕραγµένη συνάρτηση και έστω P,Q δύο διαµερίσεις του [a, b]

µε P ⊂ Q. Τότε

L(f, P ) ≤ L(f,Q) ≤ U(f,Q) ≤ U(f, P ) . (5.2)

∆ίνουµε τώρα ένα χαρακτηρισµό για την ολοκληρωσιµότητα µιας συνάρτησης η οποία είναι γνω-

στή και σαν συνθήκη του Riemann.

Θεώρηµα 5.8 (1ο κριτήριο ολοκληρωσιµότητας). ΄Εστω f : [a, b]→ R ϕραγµένη συνάρτηση.

Η f είναι ολοκληρώσιµη στο [a, b] αν και µόνο αν για κάθε ε > 0 υπάρχει διαµέριση Pε του [a, b]

τέτοια ώστε

U(f, Pε)− L(f, Pε) < ε .

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει διαµέριση Pε του [a, b] τέτοια ώστε

U(f, Pε)− L(f, Pε) < ε .

Τότε

0 ≤
∫ b

a
f(x) dx−

∫ b

a
f(x) dx ≤ U(f, Pε)− L(f, Pε) < ε ,

για κάθε ε > 0 και εποµένως
∫ b
a f(x) dx =

∫ b
a f(x) dx, δηλαδή η f είναι ολοκληρώσιµη στο

διάστηµα [a, b].
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Αντίστροφα, έστω
∫ b
a f(x) dx =

∫ b
a f(x) dx, δηλαδή η f είναι ολοκληρώσιµη στο διάστηµα [a, b].

Από τον ορισµό του άνω και του κάτω ολοκληρώµατος, για κάθε ε > 0 υπάρχουν διαµερίσεις P1

και P2 του [a, b] τέτοιες ώστε

U(f, P1) <

∫ b

a
f(x) dx+

ε

2
και L(f, P2) >

∫ b

a
f(x) dx− ε

2
.

Αν Pε = P1 ∪ P2, η διαµέριση Pε είναι λεπτότερη από τις P1 και P2 και εποµένως

U(f, Pε)− L(f, Pε) ≤ U(f, P1)− L(f, P2) (από την (5.2))

<

(∫ b

a
f(x) dx+

ε

2

)
−

(∫ b

a
f(x) dx− ε

2

)
=
ε

2
+
ε

2
(
∫ b
a f(x) dx =

∫ b
a f(x) dx)

= ε .

Θα δώσουµε στη συνέχεια ένα δεύτερο χαρακτηρισµό για την ολοκληρωσιµότητα µιας πραγµατι-

κής συνάρτησης. Για την απόδειξη ϑα χρειαστούµε το Λήµµα 5.6.

Θεώρηµα 5.9 (2ο κριτήριο ολοκληρωσιµότητας). ΄Εστω f : [a, b]→ R ϕραγµένη συνάρτηση.

Η f είναι ολοκληρώσιµη στο [a, b] αν και µόνο αν για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για

κάθε διαµέριση P του [a, b] µε ‖P‖ < δ είναι

U(f, P )− L(f, P ) < ε .

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι η f είναι ολοκληρώσιµη στο διάστηµα [a, b]. ΄Εστω ε > 0. Από το

Θεώρηµα 5.8 υπάρχει διαµέριση Pε του [a, b] τέτοια ώστε

U(f, Pε)− L(f, Pε) <
ε

3
.

Αν P είναι µια οποιαδήποτε διαµέριση του [a, b], τότε η διαµέριση P ∪ Pε είναι λεπτότερη της Pε

και εποµένως

U(f, P ∪ Pε)− L(f, P ∪ Pε) ≤ U(f, Pε)− L(f, Pε) <
ε

3
.
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Υποθέτουµε ότι η διαµέριση Pε έχει r σηµεία στο (a, b). Τότε η διαµέριση P ∪ Pε έχει το πολύ r

σηµεία στο (a, b) περισσότερα από την P . Αν πάρουµε δ = ε
3r(M−m) , όπου M = sup

a≤x≤b
f(x) και

m = inf
a≤x≤b

f(x), τότε για κάθε διαµέριση P του [a, b] µε ‖P‖ < δ, από το Λήµµα 5.6 έχουµε

U(f, P )− U(f, P ∪ Pε) <
ε

3
και L(f, P ∪ Pε)− L(f, P ) <

ε

3
.

Εποµένως

U(f, P )− L(f, P )

= (U(f, P )− U(f, P ∪ Pε)) + (U(f, P ∪ Pε)− L(f, P ∪ Pε)) + (L(f, P ∪ Pε)− L(f, P ))

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε ,

για κάθε διαµέριση P του [a, b] µε ‖P‖ < δ.

Αντίστροφα, έστω ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει διαµέριση P του [a, b] µε ‖P‖ < δ τέτοια ώστε

U(f, P )− L(f, P ) < ε. Τότε

0 ≤
∫ b

a
f(x) dx−

∫ b

a
f(x) dx ≤ U(f, P )− L(f, P ) < ε ,

για κάθε ε > 0. Εποµένως
∫ b
a f(x) dx =

∫ b
a f(x) dx, δηλαδή η f είναι ολοκληρώσιµη στο διάστηµα

[a, b].

Ολοκληρωσιµότητα των συνεχών και των µονότονων συναρτήσεων

Εφαρµόζουµε το πρώτο κριτήριο ολοκληρωσιµότητας για να αποδείξουµε ότι κάθε συνεχής και

κάθε µονότονη συνάρτηση σ᾿ ένα διάστηµα [a, b] είναι ολοκληρώσιµη.

Θεώρηµα 5.10. (αʹ) Αν η συνάρτηση f : [a, b] → R είναι συνεχής, τότε η f είναι ολοκληρώσιµη

στο [a, b].

(ϐʹ) Αν η συνάρτηση f : [a, b]→ R είναι µονότονη, τότε η f είναι ολοκληρώσιµη στο [a, b].

Απόδειξη. (αʹ) Η f είναι οµοιόµορφα συνεχής στο κλειστό και ϕραγµένο διάστηµα [a, b]. Εποµένως

για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x, y ∈ [a, b] µε |x− y| < δ να ισχύει

|f(x)− f(y)| < ε

b− a
.
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΄Εστω P = {x0, x1, x2, . . . , xn} διαµέριση του [a, b] µε λεπτότητα ‖P‖ < δ. Επειδή η f

είναι συνεχής στο κλειστό και ϕραγµένο διάστηµα [xk−1, xk], 1 ≤ k ≤ n, υπάρχουν ξk, ηk ∈

[xk−1, xk] µε

mk = inf
xk−1≤x≤xk

f(x) = f(ξk) και Mk = sup
xk−1≤x≤xk

f(x) = f(ηk) .

Επειδή |ηk − ξk| < δ, ϑα είναι

Mk −mk <
ε

b− a
.

Εποµένως

U(f, P )− L(f, P ) =
n∑
k=1

(Mk −mk)(xk − xk−1)

<
ε

b− a

n∑
k=1

(xk − xk−1)

=
ε

b− a
(xn − x0) = ε

και από το πρώτο κριτήριο ολοκληρωσιµότητας η f είναι ολοκληρώσιµη στο [a, b].

(ϐʹ) ΄Εστω ε > 0. Υποθέτουµε ότι η f είναι αύξουσα στο κλειστό και ϕραγµένο διάστηµα [a, b]

οπότε f(a) < f(b) (αν f(a) = f(b), τότε η f είναι σταθερή και εποµένως είναι ολοκληρώσιµη

στο [a, b]). Θεωρούµε τη διαµέριση P = {x0, x1, x2, . . . , xn} του [a, b] µε

‖P‖ < ε

f(b)− f(a)
.

Επειδή

mk = inf
xk−1≤x≤xk

f(x) = f(xk−1) και Mk = sup
xk−1≤x≤xk

f(x) = f(xk) ,

είναι

U(f, P )− L(f, P ) =

n∑
k=1

(Mk −mk)(xk − xk−1)

=

n∑
k=1

(f(xk)− f(xk−1))(xk − xk−1)

<
ε

f(b)− f(a)

n∑
k=1

(f(xk)− f(xk−1))

=
ε

f(b)− f(a)
(f(xn)− f(x0)) = ε
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και από το πρώτο κριτήριο ολοκληρωσιµότητας η f είναι ολοκληρώσιµη στο [a, b].

Ανάλογη είναι η απόδειξη αν η f είναι ϕθίνουσα στο [a, b].

΄Εστω f : [a, b] → R ϕραγµένη συνάρτηση. Θα λέµε ότι lim‖P‖→0 L(f, P ) = λ (αντίστοιχα,

lim‖P‖→0 U(f, P ) = λ), λ ∈ R, αν για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε P ∈

P([a, b]) µε ‖P‖ < δ να ισχύει

|L(f, P )− λ| < ε (αντίστοιχα, |U(f, P )− λ| < ε) .

Πρόταση 5.11. ΄Εστω f : [a, b]→ R ϕραγµένη συνάρτηση.

(αʹ) Είναι

(i) lim
‖P‖→0

L(f, P ) =

∫ b

a
f(x) dx και (ii) lim

‖P‖→0
U(f, P ) =

∫ b

a
f(x) dx .

(ϐʹ) Η f είναι ολοκληρώσιµη στο [a, b] αν και µόνο αν

lim
‖P‖→0

U(f, P ) = lim
‖P‖→0

L(f, P ) .

Αν αυτό συµβαίνει, τότε

lim
‖P‖→0

U(f, P ) = lim
‖P‖→0

L(f, P ) =

∫ b

a
f(x) dx .

Απόδειξη. (αʹ) Θα δείξουµε µόνο τη (i), η απόδειξη της (ii) είναι ανάλογη.

΄Εστω ε > 0. Από τον ορισµό του κάτω ολοκληρώµατος υπάρχει διαµέριση Pε του [a, b] τέτοια

ώστε ∫ b

a
f(x) dx < L(f, Pε) +

ε

2
.

Αν P ∈ P([a, b]), τότε η διαµέριση P ∪ Pε είναι λεπτότερη της Pε και εποµένως∫ b

a
f(x) dx < L(f, Pε) +

ε

2
≤ L(f, P ∪ Pε) +

ε

2
.
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Υποθέτουµε ότι η διαµέριση Pε έχει r σηµεία στο (a, b). Τότε η διαµέριση P ∪Pε έχει το πολύ

r σηµεία περισσότερα από την P . Παίρνουµε

δ =
ε

2r(M −m)
, όπου M = sup

a≤x≤b
f(x) και m = inf

a≤x≤b
f(x) .

Τότε για κάθε P ∈ P([a, b]) µε ‖P‖ < δ από το Λήµµα 5.6 (ii) έχουµε

L (f, P ∪ Pε) ≤ L(f, P ) + r(M −m)‖P‖ < L(f, P ) +
ε

2
.

Εποµένως για κάθε P ∈ P([a, b]) µε ‖P‖ < δ ισχύει∫ b

a
f(x) dx < L(f, P ) + ε⇔ 0 ≤

∫ b

a
f(x) dx− L(f, P ) < ε .

΄Αρα

lim
‖P‖→0

L(f, P ) =

∫ b

a
f(x) dx .

(ϐʹ) Η f είναι ολοκληρώσιµη στο [a, b] αν και µόνο αν
∫ b
a f(x) dx =

∫ b
a f(x) dx. ΄Οµως από το (α΄)

είναι
∫ b
a f(x) dx =

∫ b
a f(x) dx αν και µόνο αν lim‖P‖→0 U(f, P ) = lim‖P‖→0 L(f, P ). Αν αυτό

συµβαίνει, τότε

lim
‖P‖→0

U(f, P ) = lim
‖P‖→0

L(f, P ) =

∫ b

a
f(x) dx .

Το επόµενο αποτέλεσµα διευκολύνει την απόδειξη ολοκληρωσιµότητας µιας συνάρτησης γιατί

περιορίζει τη µελέτη αυτή σε ακολουθίες διαµερίσεων (Pn) µε limn→∞ ‖Pn‖ = 0.

Πρόταση 5.12. ΄Εστω f : [a, b]→ R ϕραγµένη συνάρτηση και έστω (Pn) ακολουθία διαµερίσεων

του [a, b] µε limn→∞ ‖Pn‖ = 0.

(αʹ) Είναι

(i) lim
n→∞

L(f, Pn) =

∫ b

a
f(x) dx και (ii) lim

n→∞
U(f, Pn) =

∫ b

a
f(x) dx .

(ϐʹ) Η f είναι ολοκληρώσιµη στο [a, b] αν και µόνο αν

lim
n→∞

U(f, Pn) = lim
n→∞

L(f, Pn) .
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Αν αυτό συµβαίνει, τότε

lim
n→∞

U(f, Pn) = lim
n→∞

L(f, Pn) =

∫ b

a
f(x) dx .

Απόδειξη. (αʹ) Θα δείξουµε µόνο τη (i), η απόδειξη της (ii) είναι ανάλογη.

΄Εστω ε > 0. Επειδή από την Πρόταση 5.11 (α΄)(i) είναι lim‖P‖→0 L(f, P ) =
∫ b
a f(x) dx,

υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε P ∈ P([a, b]) µε ‖P‖ < δ ισχύει

0 ≤
∫ b

a
f(x) dx− L(f, P ) < ε .

Επειδή limn→∞ ‖Pn‖ = 0, για το παραπάνω δ > 0 υπάρχει N ∈ N∗, τέτοιο ώστε

‖Pn‖ < δ για κάθε n ≥ N .

Εποµένως

0 ≤
∫ b

a
f(x) dx− L(f, Pn) < ε για κάθε n ≥ N .

΄Αρα, limn→∞ L(f, Pn) =
∫ b
a f(x) dx.

(ϐʹ) Η αποδειξη είναι άµεση συνέπεια του (α΄).

Αν για δύο ακολουθίες διαµερίσεων (Pn) και (Qn) του [a, b] είναι limn→∞(U(f, Pn)−L(f,Qn)) =

0, τότε και πάλι η συνάρτηση f ϑα είναι ολοκληρώσιµη στο διάστηµα [a, b].

Πρόταση 5.13. ΄Εστω f : [a, b]→ R ϕραγµένη συνάρτηση και έστω (Pn) και (Qn) δύο ακολουθίες

διαµερίσεων του [a, b] µε

lim
n→∞

(U(f, Pn)− L(f,Qn)) = 0 .

Τότε η f είναι ολοκληρώσιµη στο [a, b] και∫ b

a
f(x) dx = lim

n→∞
U(f, Pn) = lim

n→∞
L(f,Qn) .
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Απόδειξη. Από την υπόθεση, για κάθε ε > 0 υπάρχει N ∈ N∗ τέτοιο ώστε για κάθε n ≥ N είναι

0 ≤ U(f, Pn)− L(f,Qn) < ε .

Αν P = PN ∪QN , τότε από την (5.2) έχουµε

L(f,QN ) ≤ L(f, P ) ≤ U(f, P ) ≤ U(f, PN )

και εποµένως

U(f, P )− L(f, P ) ≤ U(f, PN )− L(f,QN ) < ε .

Από το πρώτο κριτήριο ολοκληρωσιµότητας έπεται ότι η f είναι ολοκληρώσιµη στο [a, b].

Τώρα για κάθε n ≥ N είναι∫ b

a
f(x) dx− ε <

∫ b

a
f(x) dx

=

∫ b

a
f(x) dx

≤ U(f, Pn)

< L(f,Qn) + ε

≤
∫ b

a
f(x) dx+ ε =

∫ b

a
f(x) dx+ ε .

∆ηλαδή κάθε n ≥ N ∣∣∣∣∫ b

a
f(x) dx− U(f, Pn)

∣∣∣∣ < ε

και άρα ∫ b

a
f(x) dx = lim

n→∞
U(f, Pn) .

Τότε και

lim
n→∞

L(f,Qn) = lim
n→∞

[U(f, Pn)− (U(f, Pn)− L(f,Qn))] = lim
n→∞

U(f, Pn) =

∫ b

a
f(x) dx .

Παρατήρηση 5.14. Η προηγούµενη πρόταση προφανώς ισχύει και στην περίπτωση που είναι

Qn = Pn για κάθε n ∈ N∗.



188 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5. ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ RIEMANN

Παράδειγµα 5.15. Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση y = 1/x2 είναι ολοκληρώσιµη στο διάστηµα

[a, b], 0 < a < b και να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα∫ b

a

1

x2
dx .

Λύση. Θεωρούµε την ακολουθία (Pn) διαµερίσεων του [a, b] µε

Pn =
{
a, aλ, aλ2, . . . , aλn

}
, όπουλ =

(
b

a

)1/n

.

Επειδή η συνάρτηση y = 1/x2 είναι ϕθίνουσα στο διάστηµα [a, b], είναι

mk = inf

{
1

x2
: aλk−1 ≤ x ≤ aλk

}
=

1

a2λ2k
, 1 ≤ k ≤ n

και

Mk = sup

{
1

x2
: aλk−1 ≤ x ≤ aλk

}
=

1

a2λ2(k−1)
, 1 ≤ k ≤ n .

Τότε

L(f, Pn) =

n∑
k=1

mk(aλ
k − aλk−1)

=
1

a

n∑
k=1

(
1

λk
− 1

λk+1

)
=

1

a

(
1

λ
− 1

λn+1

)
=

1

aλ

(
1− 1

λn

)
=

1

aλ

(
1− a

b

)
=
b− a
abλ

=
b− a
ab

(a
b

)n
και παρόµοια

U(f, Pn) =
b− a
ab

λ =
b− a
ab

(
b

a

)n
.

Επειδή

lim
n→∞

(a
b

)1/n
= lim

n→∞

(
b

a

)1/n

= 1 ,

είναι limn→∞(U(f, Pn)−L(f, Pn)) = 0 και από την προηγούµενη πρόταση η συνάρτηση y = 1/x2

είναι ολοκληρώσιµη στο διάστηµα [a, b] µε∫ b

a
f(x) dx = lim

n→∞
U(f, Pn) = lim

n→∞
L(f, Pn) =

b− a
ab

=
1

a
− 1

b
.
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5.2 Ορισµός του ολοκληρώµατος κατά Riemann

΄Εστω f : [a, b]→ R ϕραγµένη συνάρτηση και έστω P = {x0, x1, x2, . . . , xn} διαµέριση του [a, b].

Μια επιλογή ενδιάµεσων σηµείων της διαµέρισης P είναι ένα σύνολο ξ = {ξ1, ξ2, . . . , ξn} µε

ξk ∈ [xk−1, xk], k = 1, 2, . . . , n. Το άθροισµα Riemann της f που αντιστοιχεί στη διαµέριση P

και στην επιλογή ενδιάµεσων σηµείων ξ ορίζεται ως εξής

S(f, P, ξ) :=

n∑
k=1

f(ξk)(xk − xk−1) .

x

y

O a=x0 x1 x2 x3 x4 x5=b

S ( f , P, ξ )

ξ1 ξ2 ξ3 ξ4 ξ5

Ορισµός 5.16. ΄Εστω f : [a, b]→ R ϕραγµένη συνάρτηση. Θα λέµε ότι η f είναι ολοκληρώσιµη

κατά Riemann στο [a, b], αν υπάρχει πραγµατικός αριθµός I(f) έτσι ώστε για κάθε ε > 0 υπάρχει

δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε διαµέριση P του [a, b] και για κάθε επιλογή ενδιάµεσων σηµείων ξ της

P µε ‖P‖ < δ να ισχύει

|S(f, P, ξ)− I(f)| < ε .

Γράφουµε

lim
‖P‖→0

S(f, P, ξ) = I(f) ή S(f, P, ξ)→ I(f) καθώς η λεπτότητα(νόρµα) ‖P‖ → 0 .
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Η οικογένεια όλων των Riemann ολοκληρώσιµων συναρτήσεων στο [a, b] συµβολίζεται µε R[a, b].

Ο αριθµός I(f) είναι το ολοκλήρωµα Riemann (ή ολοκλήρωµα) της f στο διάστηµα [a, b].

Παρατήρηση 5.17. Μερικές ϕορές λέµε ότι το I(f) είναι το ῾῾ όριο᾿᾿ των αθροισµάτων Riemann

S(f, P, ξ) καθώς η λεπτότητα(νόρµα) ‖P‖ → 0. ΄Οµως το άθροισµα Riemann δεν είναι συνάρ-

τηση του ‖P‖ και εποµένως αυτό το όριο δεν είναι του τύπου που µελετήσαµε στις πραγµατικές

συναρτήσεις.

Από τον ορισµό του κάτω αθροίσµατος, του άνω αθροίσµατος και του αθροίσµατος Riemann της

f που αντιστοιχεί στη διαµέριση P = {x0, x1, x2, . . . , xn} είναι προφανές ότι

L(f, P ) ≤ S(f, P, ξ) ≤ U(f, P ) , (5.3)

για κάθε επιλογή ενδιάµεσων σηµείων ξ = {ξ1, ξ2, . . . , ξn} µε xk−1 ≤ ξk ≤ xk, 1 ≤ k ≤ n, της

διαµέρισης P .

Λήµµα 5.18. ΄Εστω f : [a, b] → R ϕραγµένη συνάρτηση και έστω P = {x0, x1, x2, . . . , xn}

διαµέριση του [a, b]. Είναι

(i) L(f, P ) = inf {S(f, P, ξ) : ξ επιλογή ενδιάµεσων σηµείων τηςP}

και

(ii) U(f, P ) = sup {S(f, P, ξ) : ξ επιλογή ενδιάµεσων σηµείων τηςP} .

∆ηλαδή το κάτω άθροισµα L(f, P ) (αντίστοιχα, το άνω άθροισµα U(f, P )) είναι το µέγιστο κάτω

ϕράγµα (αντίστοιχα, το ελάχιστο άνω ϕράγµα) του αθροίσµατος Riemann S(f, P, ξ). Το infimum (α-

ντίστοιχα, supremum) το παίρνουµε πάνω σε όλες τις επιλογές ξ ενδιάµεσων σηµείων της διαµέρισης

P .

Απόδειξη. Θα δείξουµε τη (i), η απόδειξη της (ii) είναι ανάλογη. Επειδή

L(f, P ) ≤ S(f, P, ξ) ,

αρκεί να δείξουµε ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει επιλογή ενδιάµεσων σηµείων ξ̄ της P τέτοια ώστε

S(f, P, ξ̄) < L(f, P ) + ε . (5.4)
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Επειδή mk = inf{f(x) : xk−1 ≤ x ≤ xk}, 1 ≤ k ≤ n, υπάρχει ξ̄k ∈ [xk−1, xk] µε

f(ξ̄k) < mk +
ε

b− a
.

Τότε

S(f, P, ξ̄) =
n∑
k=1

f(ξ̄k)(xk − xk−1)

<
n∑
k=1

mk(xk − xk−1) +
ε

b− a

n∑
k=1

(xk − xk−1)

= L(f, P ) +
ε

b− a
(xn − x0) = L(f, P ) + ε .

Θεώρηµα 5.19 (Riemann–Darboux). ΄Εστω f : [a, b] → R ϕραγµένη συνάρτηση. Η f είναι

Riemann ολοκληρώσιµη στο [a, b] µε ολοκλήρωµα Riemann I(f) αν και µόνο αν η f είναι (Darboux)

ολοκληρώσιµη στο [a, b]. Στην περίπτωση αυτή είναι

I(f) =

∫ b

a
f(x) dx .

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι η f είναι (Darboux) ολοκληρώσιµη στο [a, b], Ορισµός 5.2. Επειδή

L(f, P ) ≤ S(f, P, ξ) ≤ U(f, P )

και από την Πρόταση 5.11 (ϐ΄)

lim
‖P‖→0

U(f, P ) = lim
‖P‖→0

L(f, P ) =

∫ b

a
f(x) dx ,

έπεται ότι το lim‖P‖→0 S(f, P, ξ) υπάρχει και είναι

lim
‖P‖→0

S(f, P, ξ) =

∫ b

a
f(x) dx .

Εποµένως η f είναι Riemann ολοκληρώσιµη στο [a, b] µε I(f) =
∫ b
a f(x) dx.

Αντίστροφα, έστω f ∈ R[a, b] δηλαδή lim‖P‖→0 S(f, P, ξ) = I(f). Τότε για ε > 0 υπάρχει

δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε διαµέριση P = {x0, x1, x2, . . . , xn} του [a, b] και για κάθε επιλογή
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ενδιάµεσων σηµείων ξ της P µε ‖P‖ < δ να ισχύει

|S(f, P, ξ)− I(f)| < ε⇔ I(f)− ε < S(f, P, ξ) < I(f) + ε .

Από την (5.4) υπάρχει επιλογή ενδιάµεσων σηµείων ξ̄ της P τέτοια ώστε

S(f, P, ξ̄) < L(f, P ) + ε .

΄Εχουµε λοιπόν

L(f, P ) > S(f, P, ξ̄)− ε > (I(f)− ε)− ε = I(f)− 2ε .

Με ανάλογο τρόπο αποδεικνύεται ότι

U(f, P ) < I(f) + 2ε .

Εποµένως για κάθε διαµέριση P του [a, b] µε ‖P‖ < δ είναι

I(f)− 2ε < L(f, P ) ≤ U(f, P ) < I(f) + 2ε

οπότε

|L(f, P )− I(f)| < 2ε και |U(f, P )− I(f)| < 2ε

΄Αρα lim‖P‖→0 L(f, P ) = lim‖P‖→0 U(f, P ) = I(f) και από την Πρόταση 5.11 (ϐ΄) η f είναι

(Darboux) ολοκληρώσιµη στο [a, b] µε I(f) =
∫ b
a f(x) dx.

Πρόταση 5.20.

΄Εστω f : [a, b]→ R. Η f ∈ R[a, b] αν και µόνο αν για κάθε ακολουθία διαµερίσεων (Pn) του [a, b]

µε limn→∞ ‖Pn‖ = 0 και για κάθε επιλογή ενδιάµεσων σηµείων ξn για την Pn το όριο

lim
n→∞

S(f, Pn, ξn) = I

υπάρχει. Αν αυτό συµβαίνει, τότε

I =

∫ b

a
f(x) dx .
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Απόδειξη. ΄Εστω f ∈ R[a, b]. Επειδή

L(f, Pn) ≤ S(f, Pn, ξn) ≤ U(f, Pn)

και από την Πρόταση 5.12 (ϐ΄)

lim
n→∞

U(f, Pn) = lim
n→∞

L(f, Pn) =

∫ b

a
f(x) dx ,

έπεται ότι το limn→∞ S(f, Pn, ξn) υπάρχει και είναι

lim
n→∞

S(f, Pn, ξn) =

∫ b

a
f(x) dx .

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι για κάθε ακολουθία διαµερίσεων (Pn) του [a, b] µε limn→∞ ‖Pn‖ = 0

και για κάθε επιλογή ενδιάµεσων σηµείων ξn για την Pn το όριο limn→∞ S(f, Pn, ξn) = I υπάρχει.

Αν Pn =
{
x0, x1, x2, . . . , xm(n)

}
, n ∈ N∗, επιλέγουµε τα ενδιάµεσα σηµεία ξ̄n = (ξ̄n,1, ξ̄n,2, . . . , ξ̄n,m(n))

της Pn µε ξ̄n,k ∈ [xk−1, xk], 1 ≤ k ≤ m(n), έτσι ώστε

f(ξ̄n,k) < mk +
1

n
,

όπου mk = inf{f(x) : xk−1 ≤ x ≤ xk}. Τότε

S(f, Pn, ξn) =
m∑
k=1

f(ξ̄n,k)(xk − xk−1)

<
m∑
k=1

mk(xk − xk−1) +
1

n

n∑
k=1

(xk − xk−1)

= L(f, Pn) +
(b− a)

n

και από τη Πρόταση 5.12 (α΄)

lim
n→∞

S(f, Pn, ξn) ≤ lim
n→∞

L(f, Pn) =

∫ b

a
f(x) dx

Ανάλογα αποδεικνύεται ότι

lim
n→∞

S(f, Pn, ξn) ≥
∫ b

a
f(x) dx .

΄Οµως
∫ b
a f(x) dx ≤

∫ b
a f(x) dx, οπότε

lim
n→∞

S(f, Pn, ξn) =

∫ b

a
f(x) dx =

∫ b

a
f(x) dx =

∫ b

a
f(x) dx .
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΄Αρα η f ∈ R[a, b] µε

lim
n→∞

S(f, Pn, ξn) = I =

∫ b

a
f(x) dx .

΄Εστω f : [a, b]→ R ολοκληρώσιµη συνάρτηση και έστω (Pn) ακολουθία διαµερίσεων του [a, b] µε

Pn =

{
a, a+

b− a
n

, a+ 2
b− a
n

, . . . , a+ k
b− a
n

, . . . , a+ (n− 1)
b− a
n

, b

}
.

Είναι limn→∞ ‖Pn‖ = limn→∞
b−a
n = 0. Αν για τη διαµέριση Pn ϑεωρήσουµε τις επιλογές

ενδιάµεσων σηµείων ξn = {ξn,1, ξn,2, . . . , ξn,n} και τn = {τn,1, τn,2, . . . , τn,n}, όπου

ξn,k = a+ k
b− a
n

και τn,k = a+ (k − 1)
b− a
n

, 1 ≤ k ≤ n ,

τότε έχουµε τα αθροίσµατα Riemann

S(f, Pn, ξn) =
b− a
n

n∑
k=1

f

(
a+ k

b− a
n

)
και

S(f, Pn, τn) =
b− a
n

n∑
k=1

f

(
a+ (k − 1)

b− a
n

)
=
b− a
n

n−1∑
k=0

f

(
a+ k

b− a
n

)
αντίστοιχα. Τότε, από την Πρόταση 5.20 προκύπτουν οι τύποι

lim
n→∞

b− a
n

n∑
k=1

f

(
a+ k

b− a
n

)
=

∫ b

a
f(x) dx (5.5)

και

lim
n→∞

b− a
n

n−1∑
k=0

f

(
a+ k

b− a
n

)
=

∫ b

a
f(x) dx . (5.6)

Ειδικά αν η συνάρτηση f είναι ολοκληρώσιµη στο µοναδιαίο διάστηµα I = [0, 1], οι παραπάνω

τύποι παίρνουν τη µορφή

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

f

(
k

n

)
=

∫ 1

0
f(x) dx (5.7)

και
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lim
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

f

(
k

n

)
=

∫ 1

0
f(x) dx (5.8)

αντίστοιχα.

Παράδειγµα 5.21. Χρησιµοποιώντας το ολοκλήρωµα κατάλληλης συνάρτησης στο διάστηµα [0, 1]

να υπολογιστεί το όριο

lim
n→∞

n−1∑
k=0

1√
k2 − 2kn+ 2n2

.

Λύση. Είναι

n−1∑
k=0

1√
k2 − 2kn+ 2n2

=
1

n

n−1∑
k=0

1√
(k/n)2 − 2k/n+ 2

=
1

n

n−1∑
k=0

f

(
k

n

)
,

όπου f(x) = 1√
x2−2x+2

. Επειδή η συνάρτηση f είναι ολοκληρώσιµη στο διάστηµα [0, 1], από τον

τύπο (5.8) έχουµε

lim
n→∞

n−1∑
k=0

1√
k2 − 2kn+ 2n2

=

∫ 1

0

1√
x2 − 2x+ 2

dx =

∫ 1

0

1√
(x− 1)2 + 1

dx .

Εποµένως

lim
n→∞

n−1∑
k=0

1√
k2 − 2kn+ 2n2

=

∫ 1

0

1√
(x− 1)2 + 1

dx

=

∫ 0

−1

1√
t2 + 1

dt (αντικατάσταση t = x− 1)

= ln
(
t+

√
t2 + 1

)∣∣∣t=0

t=−1

= − ln(−1 +
√

2) = ln(1 +
√

2) .

Παράδειγµα 5.22. (αʹ) Χρησιµοποιώντας το ολοκλήρωµα κατάλληλης συνάρτησης στο διάστηµα

[0, 1] να υπολογιστεί το όριο

lim
n→∞

n∑
k=1

k

n2
sin

(
k

n

)
.

(ϐʹ) Χρησιµοποιώντας την (α΄) και την ανισότητα

x− x3

6
≤ sinx ≤ x , ∀x ≥ 0 , (5.9)
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να υπολογιστεί το όριο

lim
n→∞

n∑
k=1

sin

(
k

n

)
sin

(
k

n2

)
.

Λύση.

(αʹ) Επειδή η συνάρτηση f(x) = x sinx είναι ολοκληρώσιµη στο διάστηµα [0, 1], από τον τύπο

(5.7) έχουµε

lim
n→∞

n∑
k=1

k

n2
sin

(
k

n

)
= lim

n→∞

1

n

n∑
k=1

k

n
sin

(
k

n

)
=

∫ 1

0
x sinx dx

= − x cosx|x=1
x=0 +

∫ 1

0
cosx dx = sin 1− cos 1 .

(ϐʹ) Θέτουµε στην (5.9) x = k/n2, όπου k, n ∈ N∗, k ≤ n. Τότε

k

n2
− k3

6n6
≤ sin

(
k

n2

)
≤ k

n2

και κατά συνέπεια(
k

n2
− k3

6n6

)
sin

(
k

n

)
≤ sin

(
k

n

)
sin

(
k

n2

)
≤ k

n2
sin

(
k

n

)
.

Εποµένως

n∑
k=1

k

n2
sin

(
k

n

)
−

n∑
k=1

k3

6n6
sin

(
k

n

)
≤

n∑
k=1

sin

(
k

n

)
sin

(
k

n2

)
≤

n∑
k=1

k

n2
sin

(
k

n

)
. (5.10)

΄Οµως

0 ≤
n∑
k=1

k3

6n6
sin

(
k

n

)
≤

n∑
k=1

k3

6n6
=

1

6n6

n∑
k=1

k3 <
n4

6n6
=

1

6n2
−−−→
n→∞

0

οπότε

lim
n→∞

n∑
k=1

k3

6n6
sin

(
k

n

)
= 0 .

Επειδή

lim
n→∞

n∑
k=1

k

n2
sin

(
k

n

)
= sin 1− cos 1 ,

τελικά από την (5.10) έπεται ότι και

lim
n→∞

n∑
k=1

sin

(
k

n

)
sin

(
k

n2

)
= sin 1− cos 1 .
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Παράδειγµα 5.23. Αν η f είναι συνεχής και ϑετική συνάρτηση στο διάστηµα [0, 1], τότε

lim
n→∞

n
√
f(1/n)f(2/n) · · · f(n/n) = exp

(∫ 1

0
ln(f(x)) dx

)
.

Εφαρµογή. Να υπολογιστεί το όριο

lim
n→∞

1

n
n
√

(n+ 1)(n+ 2) · · · (n+ n) .

Λύση. Αν an = n
√
f(1/n)f(2/n) · · · f(n/n), είναι

ln an =
1

n
ln [f(1/n)f(2/n) · · · f(n/n)]

=
1

n
[ln (f(1/n)) + ln (f(2/n)) + · · ·+ ln (f(n/n))]

=
1

n

n∑
k=1

ln (f(k/n)) .

Εποµένως από τον τύπο (5.8)

lim
n→∞

ln an =

∫ 1

0
ln f(x) dx⇔ lim

n→∞
an = exp

(∫ 1

0
ln(f(x)) dx

)
.

Εφαρµογή. Είναι

1

n
n
√

(n+ 1)(n+ 2) · · · (n+ n) =
n

√
1

nn
(n+ 1)(n+ 2) · · · (n+ n)

= n

√(
1 +

1

n

)(
2 +

2

n

)
· · ·
(

1 +
n

n

)
,

οπότε

lim
n→∞

1

n
n
√

(n+ 1)(n+ 2) · · · (n+ n) = exp

(∫ 1

0
ln(1 + x) dx

)
.

Επειδή ∫ 1

0
ln(1 + x) dx = x ln(1 + x)|x=1

x=0 −
∫ 1

0

x

1 + x
dx (παραγοντική ολοκλήρωση)

= ln 2−
∫ 1

0
dx+

∫ 1

0

1

1 + x
dx

= ln 2− 1 + ln(1 + x)|x=1
x=0 = 2 ln 2− 1 ,

τελικά έχουµε

lim
n→∞

1

n
n
√

(n+ 1)(n+ 2) · · · (n+ n) = e2 ln 2−1 =
4

e
.



198 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5. ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ RIEMANN

Παράδειγµα 5.24. Χρησιµοποιώντας το ολοκλήρωµα κατάλληλης συνάρτησης στο διάστηµα [0, 1]

να υπολογιστεί το όριο

lim
n→∞

n∏
k=1

(
1 +

k2

n2

)1/n

.

Λύση. Είναι

ln
n∏
k=1

(
1 +

k2

n2

)1/n

=
1

n
ln

n∏
k=1

(
1 +

k2

n2

)
=

1

n

n∑
k=1

ln

(
1 +

k2

n2

)
=

1

n

n∑
k=1

ln

(
1 +

(
k

n

)2
)

και εποµένως

lim
n→∞

ln
n∏
k=1

(
1 +

k2

n2

)1/n

= lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

ln

(
1 +

(
k

n

)2
)

=

∫ 1

0
ln
(
1 + x2

)
dx

= x ln
(
1 + x2

)∣∣x=1

x=0
−
∫ 1

0

2x2

1 + x2
dx (παραγοντική ολοκλήρωση)

= ln 2− 2

∫ 1

0

(
1 + x2

)
− 1

1 + x2
dx

= ln 2− 2

∫ 1

0
dx+ 2

∫ 1

0

1

1 + x2
dx

= ln 2− 2 + 2 arctanx|x=1
x=0

= ln 2− 2 + 2 arctan 1 = ln 2− 2 +
π

2
.

΄Αρα,

lim
n→∞

n∏
k=1

(
1 +

k2

n2

)1/n

= eln 2−2+π/2 = 2e−2+π/2 .

΄Εστω f : I → R κυρτή συνάρτηση στο ανοικτό διάστηµα I ⊆ R. Αν a, b ∈ I, µε a < b, και M(f)

είναι η µέση τιµή της f , δηλαδή

M(f) =
1

b− a

∫ b

a
f(x) dx ,

τότε ισχύουν οι παρακάτω ανισότητες

f

(
a+ b

2

)
≤M(f) ≤ f(a) + f(b)

2
.

Η αριστερή ανισότητα είναι γνωστή και σαν ανισότητα Hermite–Hadamard. Ας σηµειωθεί ότι οι

παραπάνω ανισότητες αλλάζουν ϕορά στην περίπτωση που η f είναι κοίλη συνάρτηση.
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Πρόταση 5.25 (Ανισότητα Hermite–Hadamard). ΄Εστω a, b σηµεία ενός ανοικτού διαστήµατος

I ⊆ R µε a < b.

(αʹ) Αν η συνάρτηση f : I → R είναι κυρτή, τότε

f

(
a+ b

2

)
≤ 1

b− a

∫ b

a
f(x) dx ≤ f(a) + f(b)

2
. (5.11)

(ϐʹ) Αν η συνάρτηση f : I → R είναι κοίλη, τότε

f

(
a+ b

2

)
≥ 1

b− a

∫ b

a
f(x) dx ≥ f(a) + f(b)

2
. (5.12)

Απόδειξη. (αʹ) Αν n ∈ N∗, ϑεωρούµε τα σηµεία τ1, τ2, . . . , τn ∈ [a, b] µε

τk = a+ k
b− a
n

, k = 1, 2, . . . , n .

Επειδή η f είναι κυρτή συνάρτηση

f

(
1

n

n∑
k=1

τk

)
≤ 1

n

n∑
k=1

f(τk) =
1

n

n∑
k=1

f

(
a+ k

b− a
n

)
.

΄Οµως

f

(
1

n

n∑
k=1

τk

)
= f

(
1

n

n∑
k=1

(
a+ k

b− a
n

))

= f

(
a+

b− a
n2

n∑
k=1

k

)

= f

(
a+

b− a
n2
· n (n+ 1)

2

)
= f

(
a+

b− a
2

(
1 +

1

n

))
,

οπότε

f

(
a+

b− a
2

(
1 +

1

n

))
≤ 1

n

n∑
k=1

f

(
a+ k

b− a
n

)
.



200 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5. ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ RIEMANN

Εποµένως

lim
n→∞

f

(
a+

b− a
2

(
1 +

1

n

))
= f

(
a+

b− a
2

)
(η f είναι συνεχής)

= f

(
a+ b

2

)
≤ lim

n→∞

1

n

n∑
k=1

f

(
a+ k

b− a
n

)
=

1

b− a

∫ b

a
f(x) dx

(λόγω της (5.5))

και αυτό αποδεικνύει την αριστερή ανισότητα της (5.11).

Για την απόδειξη της δεξιάς ανισότητας της (5.11) ϑα χρησιµοποιήσουµε την ανισότητα

f ((1− t)a+ tb) ≤ (1− t)f(a) + tf(b) , t ∈ [0, 1] , (5.13)

η οποία ισχύει λόγω της κυρτότητας της f . Επειδή∫ 1

0
f ((1− t)a+ tb) dt =

1

b− a

∫ b

a
f(x) dx (αντικατάσταση x = (1− t)a+ tb)

και ∫ 1

0
[(1− t)f(a) + tf(b)] dt = f(a)

∫ 1

0
(1− t) dt+ f(b)

∫ 1

0
t dt =

f(a) + f(b)

2
,

από την (5.13) προκύπτει η απόδειξη της δεξιάς ανισότητας της (5.11).

(ϐʹ) Η απόδειξη της (5.12) είναι ανάλογη.

5.3 Ασκήσεις

1. ΄Εστω η συνάρτηση f(x) = lnx ορισµένη στο διάστηµα [1, n], n ∈ N∗ και έστω P =

{1, 2, . . . , n− 1, n} διαµέριση του [1, n]. Υπολογίστε το κάτω άθροισµα L(f, P ) και το άνω

άθροισµα U(f, P ) της f που αντιστοιχεί στη διαµέριση P και αποδείξτε ότι

n lnn− n+ 1 ≤ ln(n!) ≤ (n+ 1) lnn− n+ 1 .

2. ΄Εστω f : [a, b]→ R ολοκληρώσιµη συνάρτηση µε f(r) = 0 για κάθε ϱητό r ∈ [a, b]. ∆είξτε

ότι ∫ b

a
f(x) dx = 0 .
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3. Να αποδειχθεί ότι

(i)

lim
n→∞

2n∑
k=n

1

k
= ln 2 .

(ii)

lim
n→∞

n
√
e+

n
√
e2 + · · ·+ n

√
en

n
=

∫ 1

0
ex dx = e− 1 .

(iii)

lim
n→∞

n∑
k=1

kp−1

np + kp
=

∫ 1

0

xp−1

1 + xp
dx =

1

p
ln 2 , p > 0 .

(iv)

lim
n→∞

[
1√

4n2 − 12
+

1√
4n2 − 22

+ · · ·+ 1√
4n2 − n2

]
=

∫ 1

0

1√
4− x2

dx =
π

6
.

(v)

lim
n→∞

1

n2

n−1∑
k=0

k2√
k2 + n2

=

∫ 1

0

x2√
x2 + 1

dx =
1

2

[√
2− ln(1 +

√
2)
]
.

(vi)

lim
n→∞

n−1∑
k=0

√
n− k

n3 + kn2
=

∫ 1

0

√
1− x
1 + x

dx =
π

2
− 1 .

(vii)

lim
n→∞

n2
(

1

n3 + 13
+

1

n3 + 23
+ · · ·+ 1

2n3

)
=

∫ 1

0

1

1 + x3
dx =

1

3
ln 2 +

√
3π

9
.

(viii)

lim
n→∞

1

n
√
n

n∑
k=1

[√
k
]

=
2

3
,

όπου
[√

k
]
είναι το ακέραιο µέρος του

√
k.

Σηµείωση. Είναι
√
k − 1 <

[√
k
]
≤
√
k.

4. Αν

cn :=
n∏
k=1

(
a+

k − 1

n

)1/n

, a > 0 ,

να αποδειχθεί ότι

lim
n→∞

ln(cn) =

∫ a+1

a
lnx dx = ln

(
(a+ 1)a+1

aae

)
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και εποµένως

lim
n→∞

n∏
k=1

(
a+

k − 1

n

)1/n

=
(a+ 1)a+1

aae
.

5. ΄Εστω f(θ) := ln(1− 2x cos θ + x2), θ ∈ [0, π] και x 6= ±1.

(αʹ) Να αποδειχθεί ότι

lim
n→∞

π

n

n−1∑
k=0

f

(
kπ

n

)
=

∫ π

0
ln(1− 2x cos θ + x2) dθ .

(ϐʹ) Αν n ∈ N, να αποδειχθεί ότι

n−1∏
k=0

(
1− 2x cos

kπ

n
+ x2

)
=

n−1∏
k=0

(
x− e

ikπ
n

)(
x− e

−ikπ
n

)
=
x− 1

x+ 1

2n−1∏
k=0

(
x− e

2ikπ
2n

)
=
x− 1

x+ 1
(x2n − 1) .

(γʹ) (Ολοκλήρωµα Poisson) Να αποδειχθεί ότι∫ π

0
ln(1− 2x cos θ + x2) dθ = lim

n→∞

π

n
ln

(
x− 1

x+ 1
(x2n − 1)

)

=


0 αν |x| < 1,

2π ln |x| αν |x| > 1.

Σηµείωση. Παραπέµπουµε στο Παράδειγµα 5.71 για ένα διαφορετικό τρόπο υπολογι-

σµού του ολοκληρώµατος Poisson.

5.4 Ιδιότητες του ολοκληρώµατος

Σ᾿ αυτή την παράγραφο αναφέρουµε µερικές ϐασικές ιδιότητες του ολοκληρώµατος.

Πρόταση 5.26. ΄Εστω f, g ∈ R[a, b].

(αʹ) Για κάθε α, β ∈ R η αf + βg ∈ R[a, b] µε∫ b

a
(αf(x) + βg(x)) dx = α

∫ b

a
f(x) dx+ β

∫ b

a
g(x) dx .
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(ϐʹ) Αν f(x) ≤ g(x) για κάθε x ∈ [a, b], τότε∫ b

a
f(x) dx ≤

∫ b

a
g(x) dx .

Ειδικά αν g(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ [a, b], τότε∫ b

a
g(x) dx ≥ 0 .

Απόδειξη. (αʹ) ΄Εστω S(αf + βg, P, ξ) ένα άθροισµα Riemann της αf + βg. Τότε

S(αf + βg, P, ξ) =

n∑
k=1

(αf(ξk) + βg(ξk))(xk − xk−1)

= α

n∑
k=1

f(ξk)(xk − xk−1) + β

n∑
k=1

g(ξk)(xk − xk−1) .

Επειδή

lim
‖P‖→0

n∑
k=1

f(ξk)(xk − xk−1) =

∫ b

a
f(x) dx και lim

‖P‖→0

n∑
k=1

g(ξk)(xk − xk−1) =

∫ b

a
g(x) dx ,

έπεται ότι

lim
‖P‖→0

S(αf + βg, P, ξ) = α

∫ b

a
f(x) dx+ β

∫ b

a
g(x) dx .

Εποµένως η αf + βg ∈ R[a, b] µε∫ b

a
(αf(x) + βg(x)) dx = α

∫ b

a
f(x) dx+ β

∫ b

a
g(x) dx .

(ϐʹ) Για τα αθροίσµατα Riemann έχουµε

S(f, P, ξ) =

n∑
k=1

f(ξk)(xk − xk−1) ≤
n∑
k=1

g(ξk)(xk − xk−1) = S(g, P, ξ) .

Εποµένως ∫ b

a
f(x) dx = lim

‖P‖→0
S(f, P, ξ) ≤ lim

‖P‖→0
S(g, P, ξ) =

∫ b

a
g(x) dx .
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Παράδειγµα 5.27. ΄Εστω f : [a, b]→ R συνεχής συνάρτηση µε f(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ [a, b]. Αν∫ b

a
f(x) dx = 0 ,

τότε η f είναι ταυτοτικά µηδέν στο [a, b].

Λύση. Υποθέτουµε ότι υπάρχει x0 ∈ (a, b) τέτοιο ώστε f(x0) > 0. ΄Εστω ε = f(x0)
2 . Επειδή η f

είναι συνεχής στο x0, υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x ∈ [a, b] ∩ (x0 − δ, x0 + δ) είναι

|f(x)− f(x0)| <
f(x0)

2
⇔ f(x0)

2
< f(x) <

3f(x0)

2
.

Παίρνουµε το δ αρκετά µικρό έτσι ώστε (x0 − δ, x0 + δ) ⊂ [a, b]. Τότε,∫ b

a
f(x) dx ≥

∫ x0+δ

x0−δ
f(x) dx ≥

∫ x0+δ

x0−δ

f(x0)

2
dx = δf(x0) > 0 . (άτοπο)

Καταλήξαµε σε άτοπο επειδή υποθέσαµε ότι υπάρχει x0 ∈ (a, b) τέτοιο ώστε f(x0) > 0. ΄Αρα

f(x) = 0 για κάθε x ∈ (a, b). Επειδή η f είναι συνεχής στο [a, b], συµπεραίνουµε ότι f(x) = 0

για κάθε x ∈ [a, b].

Παράδειγµα 5.28. ΄Εστω η συνάρτηση f : [a, b]→ R είναι συνεχής µε max
a≤x≤b

|f(x)| = M > 0 και

έστω η συνάρτηση ϕ : [a, b]→ R είναι συνεχής και ϑετική. Τότε

lim
n→∞

(∫ b

a
ϕ(x)|f(x)|n dx

)1/n

= M . (5.14)

Λύση. Υπάρχει x0 ∈ [a, b] τέτοιο ώστε |f(x0)| = M . ΄Εστω 0 < ε < 2M . Επειδή η f είναι συνεχής

στο x0, υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x ∈ [a, b] µε |x− x0| < δ είναι |f(x)− f(x0)| < ε/2.

∆ηλαδή για κάθε x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) ∩ [a, b] είναι

|f(x0)| − ε/2 < |f(x)| ≤ |f(x0)| ⇔M − ε/2 < |f(x)| ≤M .

Εποµένως

(M − ε/2)n
∫ x0+δ

x0−δ
ϕ(x) dx ≤

∫ b

a
ϕ(x)|f(x)|n dx ≤Mn

∫ b

a
ϕ(x) dx , (5.15)

για κάθε n ∈ N. Στο αριστερό ολοκλήρωµα της (5.15) το κάτω όριο ολοκλήρωσης x0 − δ αντικα-

ϑίσταται µε το a, αν x0 − δ < a, ενώ το άνω όριο ολοκλήρωσης x0 + δ αντικαθίσταται µε το b, αν

x0 + δ > b.
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Αν αn :=
(∫ b

a ϕ(x)|f(x)|n dx
)1/n

, n ∈ N∗, η (5.15) συνεπάγεται ότι

(M − ε/2)

(∫ x0+δ

x0−δ
ϕ(x) dx

)1/n

≤ αn ≤M
(∫ b

a
ϕ(x) dx

)1/n

. (5.16)

Επειδή ϕ(x) > 0 για κάθε x ∈ [a, b], είναι
∫ x0+δ
x0−δ ϕ(x) dx > 0 και

∫ b
a ϕ(x) dx > 0. Τότε ως

γνωστόν limn→∞

(∫ x0+δ
x0−δ ϕ(x) dx

)1/n
= limn→∞

(∫ b
a ϕ(x) dx

)1/n
= 1 και κατά συνέπεια

lim
n→∞

(M − ε/2)

(∫ x0+δ

x0−δ
ϕ(x) dx

)1/n

= M − ε/2 , lim
n→∞

M

(∫ b

a
ϕ(x) dx

)1/n

= M .

Εποµένως υπάρχει n1 ∈ N∗ τέτοιο ώστε

∀n ≥ n1,

∣∣∣∣∣(M − ε/2)

(∫ x0+δ

x0−δ
ϕ(x) dx

)1/n

− (M − ε/2)

∣∣∣∣∣ < ε/2

και υπάρχει n2 ∈ N∗ τέτοιο ώστε

∀n ≥ n2,

∣∣∣∣∣M
(∫ b

a
ϕ(x) dx

)1/n

−M

∣∣∣∣∣ < ε .

Αν N := max{n1, n2}, τότε

∀n ≥ N, M − ε < (M − ε/2)

(∫ x0+δ

x0−δ
ϕ(x) dx

)1/n

και M
(∫ b

a
ϕ(x) dx

)1/n

< M + ε .

Εποµένως από την (5.16) έχουµε ότι

∀n ≥ N : M − ε < αn < M + ε .

΄Αρα limn→∞ αn = M και αυτό αποδεικνύει την (5.14).

Θεώρηµα 5.29. ΄Εστω f : [a, b]→ R ολοκληρώσιµη συνάρτηση µε f([a, b]) ⊆ [c, d]. Αν η φ είναι

συνεχής συνάρτηση στο διάστηµα [c, d], τότε η συνάρτηση φ ◦ f είναι ολοκληρώσιµη στο [a, b].

Απόδειξη. ΄Εστω ε > 0. Επειδή η φ είναι συνεχής στο [c, d], υπάρχειK > 0 τέτοιο ώστε |φ(s)| ≤ K

για κάθε s ∈ [c, d]. Η φ είναι οµοιόµορφα συνεχής στο [c, d] και εποµένως υπάρχει δ > 0 τέτοιο

ώστε

|φ(s)− φ(t)| < ε

2(b− a)
για κάθε s, t ∈ [c, d] µε |s− t| < δ . (5.17)
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Επειδή η f είναι ολοκληρώσιµη, από το πρώτο κριτήριο ολοκληρωσιµότητας υπάρχει διαµέριση

P = {x0, x1, x2, . . . , xn} του [a, b] τέτοια ώστε

U(f, P )− L(f, P ) <
εδ

4K
. (5.18)

΄Εστω mk (αντίστοιχα, m′k) το infimum της f (αντίστοιχα της φ ◦ f ) στο διάστηµα Ik = [xk−1, xk]

και Mk (αντίστοιχα, M ′k) το supremum της f (αντίστοιχα της φ ◦ f ) στο διάστηµα Ik, 1 ≤ k ≤ n.

∆ιαιρούµε το σύνολο {0, 1, 2, . . . , n} στα δύο υποσύνολα

A = {k : Mk −mk < δ} , B = {k : Mk −mk ≥ δ} .

Παρατηρούµε ότι |f(x)− f(y)| ≤Mk −mk για κάθε x, y ∈ [xk−1, xk]. Εποµένως αν k ∈ A, τότε

από την (5.17) έχουµε

|φ(f(x))− φ(f(y))| < ε

2(b− a)
για κάθε x, y ∈ [xk−1, xk] .

΄Οµως

M ′k −m′k = sup{φ(f(x))− φ(f(y)) : x, y ∈ [xk−1, xk]} .

Εποµένως

M ′k −m′k ≤
ε

2(b− a)
, για κάθε k ∈ A .

Επειδή |φ(s)| ≤ K για κάθε s ∈ [c, d],

M ′k −m′k < 2K , για κάθε k ∈ B .

Χρησιµοποιώντας την (5.18) έχουµε

δ
∑
k∈B

(xk − xk−1) ≤
∑
k∈B

(Mk −mk)(xk − xk−1) ≤ U(f, P )− L(f, P ) <
εδ

4K

και κατά συνέπεια ∑
k∈B

(xk − xk−1) <
ε

4K
.

Εποµένως

U(φ ◦ f, P )− L(φ ◦ f, P ) =
n∑
k=1

(M ′k −m′k)(xk − xk−1)

=
∑
k∈A

(M ′k −m′k)(xk − xk−1) +
∑
k∈B

(M ′k −m′k)(xk − xk−1)

<
ε

2(b− a)
(b− a) + 2K

ε

4K
= ε

και άρα από το πρώτο κριτήριο ολοκληρωσιµότητας η φ ◦ f είναι ολοκληρώσιµη στο [a, b].
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Πόρισµα 5.30. ΄Εστω f, g ∈ R[a, b]. Τότε,

max{f, g} ∈ R[a, b] , min{f, g} ∈ R[a, b] , |f | ∈ R[a, b] , f2 ∈ R[a, b] και fg ∈ R[a, b] .

Αν επιπλέον inf{|g(x)| : x ∈ [a, b]} > 0, τότε και οι συναρτήσεις 1/g, f/g ∈ R[a, b].

Απόδειξη. − Οι συναρτήσεις f+ = max{0, f} και f+ = max{0,−f} είναι ολοκληρώσιµες στο

[a, b]. Πράγµατι, αν φ1(t) := max{0, t} και φ2(t) := max{0,−t}, από το Θεώρηµα 5.29 οι

συναρτήσεις f+ = φ1 ◦ f και f− = φ2 ◦ f είναι ολοκληρώσιµες στο [a, b]. Επειδή |f | = f+ + f−,

από την Πρόταση 5.26 η |f | ∈ R[a, b].

− Αν φ(t) := t2, τότε η φ ◦ f = f2 ∈ R[a, b]. Από την Πρόταση 5.26 και την ταυτότητα

fg =
1

2
[(f + g)2 + (f − g)2]

προκύπτει ότι fg ∈ R[a, b].

− Επειδή

max{f, g} =
1

2
[(f + g) + |f − g|] και min{f, g} =

1

2
[(f + g)− |f − g|]

max{f, g} ∈ R[a, b] και min{f, g} ∈ R[a, b].

− Αν inf{|g(x)| : x ∈ [a, b]} > 0, από το Θεώρηµα 5.29 µε φ(t) := 1/t έπεται ότι 1/g ∈ R[a, b].

Τότε και f/g = f · (1/g) ∈ R[a, b]

Πρόταση 5.31. ΄Εστω f : [a, b]→ R ολοκληρώσιµη συνάρτηση και έστω M = sup
a≤x≤b

|f(x)|. Τότε

|f | ∈ R[a, b] και ισχύει ∣∣∣∣∫ b

a
f(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a
|f(x)| dx ≤M(b− a) ,

Απόδειξη. Από το Πόρισµα 5.30 η |f | ∈ R[a, b]. Επειδή∣∣∣∣∣
n∑
k=1

f(ξk)(xk − xk−1)

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
k=1

|f(ξk)|(xk − xk−1) ≤M
n∑
k=1

(xk − xk−1) = M(b− a)



208 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5. ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ RIEMANN

και ισοδύναµα

|S(f, P, ξ)| ≤ S(|f |, P, ξ) ≤M(b− a) ,

παίρνοντας ‖P‖ → 0 προκύπτει ότι∣∣∣∣∫ b

a
f(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a
|f(x)| dx ≤M(b− a) .

Λήµµα 5.32. ΄Εστω f : [a, b] → R ϕραγµένη συνάρτηση. Αν a < c < b, τότε f ∈ R[a, b] αν και

µόνο αν f |[a,c] ∈ R[a, c] και f |[c,b] ∈ R[c, b]. Αν f ∈ R[a, b], τότε ισχύει η ισότητα∫ b

a
f(x) dx =

∫ c

a
f(x) dx+

∫ b

c
f(x) dx .

Σηµείωση. Με f |E συµβολίζουµε τον περιορισµό της συνάρτησης f στο υποσύνολο E του πεδίου

ορισµού της f .

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι η f είναι ολοκληρώσιµη στο διάστηµα [a, b]. ΄Εστω ε > 0. Από το

Θεώρηµα 5.8 υπάρχει διαµέριση P του [a, b] τέτοια ώστε

U(f, P )− L(f, P ) < ε .

Αν P ′ = P ∪ {c}, τότε η P1 = P ′ ∩ [a, c] είναι µια διαµέριση του [a, c] και η P2 = P ′ ∩ [c, b] είναι

µια διαµέριση του [c, b]. Επειδή

U(f, P1)− L(f, P1) ≤ U(f, P ′)− L(f, P ′) ≤ U(f, P )− L(f, P ) < ε

και

U(f, P2)− L(f, P2) ≤ U(f, P ′)− L(f, P ′) ≤ U(f, P )− L(f, P ) < ε ,

από το Θεώρηµα 5.8 προκύπτει ότι η f |[a,c] ∈ R[a, c] και η f |[c,b] ∈ R[c, b].

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι f |[a,c] ∈ R[a, c] και f |[c,b] ∈ R[c, b]. ΄Εστω ε > 0. Από το Θεώρηµα

5.8 υπάρχουν διαµερίσεις P1 και P2 του [a, c] και [c, b], αντίστοιχα, τέτοιες ώστε

U(f, P1)− L(f, P1) <
ε

2
και U(f, P2)− L(f, P2) <

ε

2
.
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Αν P = P1 ∪ P2, η P είναι µία διαµέριση του διαστήµατος [a, b] µε

U(f, P )− L(f, P ) = (U(f, P1) + U(f, P2))− (L(f, P1) + L(f, P2))

= (U(f, P1)− L(f, P1)) + (U(f, P2)− L(f, P2))

<
ε

2
+
ε

2
= ε .

Εποµένως η f είναι ολοκληρώσιµη στο διάστηµα [a, b]. Επίσης έχουµε∫ b

a
f(x) dx ≤ U(f, P ) < L(f, P ) + ε

= L(f, P1) + L(f, P2) + ε

≤
∫ c

a
f(x) dx+

∫ b

c
f(x) dx+ ε ,

για κάθε ε > 0 και κατά συνέπεια
∫ b
a f(x) dx ≤

∫ c
a f(x) dx+

∫ b
c f(x) dx. Επειδή∫ c

a
f(x) dx+

∫ b

c
f(x) dx ≤ U(f, P1) + U(f, P2)

< L(f, P1) + L(f, P2) + ε

= L(f, P ) + ε

≤
∫ b

a
f(x) dx+ ε ,

για κάθε ε > 0, συµπεραίνουµε ότι
∫ c
a f(x) dx+

∫ b
c f(x) dx ≤

∫ b
a f(x) dx. ΄Αρα,∫ b

a
f(x) dx =

∫ c

a
f(x) dx+

∫ b

c
f(x) dx .

Θεώρηµα 5.33. ΄Εστω a, b, c ∈ R και έστω f συνάρτηση ολοκληρώσιµη στο µεγαλύτερο κλειστό

και ϕραγµένο διάστηµα µε άκρα δύο από αυτά τα σηµεία. Τότε ο περιορισµός της f σε καθένα από

τα άλλα κλειστά υποδιαστήµατα είναι ολοκληρώσιµη συνάρτηση και ισχύει η ισότητα∫ b

a
f(x) dx+

∫ c

b
f(x) dx+

∫ a

c
f(x) dx = 0 . (5.19)
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Απόδειξη. Επειδή η (5.19) είναι συµµετρική ως προς τα a, b και c, χωρίς ϐλάβη της γενικότητας

µπορούµε να υποθέσουµε ότι a = min{a, b, c}.

Αν max{a, b, c} = b και a < c < b, το Λήµµα 5.32 συνεπάγεται την ισότητα (5.19).

Αν max{a, b, c} = c και a < b < c, από το Λήµµα 5.32 έχουµε ότι∫ c

a
f(x) dx =

∫ b

a
f(x) dx+

∫ c

b
f(x) dx

και αυτή η ισότητα είναι ισοδύναµη µε την (5.19).

Τέλος, αν δύο από τα σηµεία a, b και c είναι ίσα, τότε είναι προφανές ότι ισχύει η (5.19).

Πόρισµα 5.34. Αν f ∈ R[a, b] και αν a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b, τότε ο περιορισµός

της f σε καθένα από τα κλειστά υποδιαστήµατα [xk−1, xk], k = 1, 2, . . . , n, είναι ολοκληρώσιµη

συνάρτηση και ισχύει η ισότητα ∫ b

a
f(x) dx =

n∑
k=1

∫ xk

xk−1

f(x) dx .

5.4.1 Θεµελιώδη ϑεωρήµατα του Ολοκληρωτικού Λογισµού

Υπάρχουν δύο ϑεµελιώδη ϑεωρήµατα του ολοκληρωτικού λογισµού. Σύµφωνα µε το πρώτο, ῾῾ η

παράγωγος του ολοκληρώµατος συνεχούς συνάρτησης είναι η συνάρτηση᾿᾿. Το δεύτερο µας λέει

ότι ῾῾το ολοκλήρωµα της παραγώγου µιας συνάρτησης δίνεται από τη συνάρτηση᾿᾿.

Ορισµός 5.35. ΄Εστω f : [a, b] → R ολοκληρώσιµη συνάρτηση στο [a, b]. Για κάθε x ∈ [a, b] ο

περιορισµός της f στο [a, x] είναι ολοκληρώσιµη συνάρτηση. Εποµένως µπορούµε να ορίσουµε τη

συνάρτηση F : [a, b]→ R µε

F (x) :=

∫ x

a
f(t) dt .

Η συνάρτηση F λέγεται αόριστο ολοκλήρωµα της f στο [a, b].

Παρατήρηση 5.36. Αν f ∈ R[a, b] και ορίσουµε το αόριστο ολοκλήρωµα της f στο [a, b] µε

F (x) :=
∫ x
c f(t) dt, για κάποιο c ∈ [a, b], τότε∫ x

a
f(t) dt =

∫ c

a
f(t) dt+

∫ x

c
f(t) dt .
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Εποµένως
∫ x
a f(t) dt−

∫ x
c f(t) dt =

∫ c
a f(t) dt, δηλαδή τα δύο αόριστα ολοκληρώµατα διαφέρουν

κατά µία σταθερά.

Θεώρηµα 5.37 (Πρώτο ϑεµελιώδες ϑεώρηµα του Ολοκληρωτικού Λογισµού). ΄Εστω f ∈

R[a, b]. Ορίζουµε τη συνάρτηση F στο [a, b] µε

F (x) :=

∫ x

a
f(t) dt .

Τότε η F είναι συνεχής στο [a, b]. Επιπλέον, αν η f είναι συνεχής σ᾿ ένα σηµείο x0 ∈ [a, b], τότε η

F είναι παραγωγίσιµη στο x0 µε

F ′(x0) = f(x0) .

Απόδειξη. Αφήνουµε σαν άσκηση την απόδειξη ότι η F είναι συνεχής στο [a, b].

Υποθέτουµε ότι η f είναι συνεχής στο σηµείο x0 ∈ [a, b). Θα αποδείξουµε ότι F ′+(x0) = f(x0).

΄Εστω h > 0. Τότε

F (x0 + h)− F (x0) =

∫ x0+h

a
f(t) dt−

∫ x0

a
f(t) dt =

∫ x0+h

x0

f(t) dt .

Εποµένως,

F (x0 + h)− F (x0)

h
− f(x0) =

1

h

∫ x0+h

x0

f(t) dt− f(x0) =
1

h

∫ x0+h

x0

[f(t)− f(x0)] dt .

΄Εστω ε > 0. Επειδή η f είναι συνεχής στο x0, υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε t ∈ [a, b] µε

|t− x0| < δ ισχύει

|f(t)− f(x0)| < ε .

Εποµένως, αν 0 < h < δ,∣∣∣∣F (x0 + h)− F (x0)

h
− f(x0)

∣∣∣∣ ≤ 1

h

∫ x0+h

x0

|f(t)− f(x0)| dt

≤ 1

h

∫ x0+h

x0

ε dt = ε .

΄Αρα,

F ′+(x0) = lim
h→0+

F (x0 + h)− F (x0)

h
= f(x0) .

Παρόµοια, αν η f είναι συνεχής στο σηµείο x0 ∈ (a, b], F ′−(x0) = f(x0) και αυτό αποδεικνύει το

Ϲητούµενο.
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Πόρισµα 5.38. ΄Εστω f : [a, b] → R συνεχής συνάρτηση στο [a, b] και έστω ϕ : [c, d] → R

παραγωγίσιµη συνάρτηση στο [c, d] µε ϕ([c, d]) ⊆ [a, b]. Αν

G(x) :=

∫ ϕ(x)

a
f(t) dt , x ∈ [c, d] ,

τότε η G είναι παραγωγίσιµη στο [c, d] µε

G′(x) = f(ϕ(x))ϕ′(x)⇔ d

dx

(∫ ϕ(x)

a
f(t) dt

)
= f(ϕ(x))ϕ′(x) .

Εφαρµογή. Είναι

d

dx

(∫ √lnx
1

et
2
dt

)
=

1

2
√

lnx
, x > 1 .

Απόδειξη. Αν

F (x) =

∫ x

a
f(t) dt , x ∈ [a, b] ,

τότε G(x) = F (ϕ(x)) και από το προηγούµενο ϑεώρηµα είναι F ′(ϕ(x)) = f(ϕ(x)). Χρησιµο-

ποιώντας τον κανόνα αλυσίδας έχουµε

G′(x) = F ′(ϕ(x))ϕ′(x) = f(ϕ(x))ϕ′(x) .

Εφαρµογή. Για κάθε x > 1 είναι exp(
√

lnx)2 = exp(lnx) = x και εποµένως έχουµε

d

dx

(∫ √lnx
1

et
2
dt

)
= exp(

√
lnx)2 ·

(√
lnx
)′

= x
(lnx)′

2
√

lnx
=

1

2
√

lnx
.

Παράδειγµα 5.39. ΄Εστω f : [0, 1]→ [0,∞) συνεχής συνάρτηση. Υποθέτουµε ότι υπάρχει a ∈ R

τέτοιο ώστε

f(x) ≤ a
∫ x

0
f(t) dt για κάθε x ∈ [0, 1] .

Τότε η f είναι ταυτοτικά ίση µε µηδέν.

Απόδειξη. ΄Εστω F (x) :=
∫ x
0 f(t) dt, x ∈ [0, 1]. Επειδή f(t) ≥ 0 για κάθε t ∈ [0, 1], από την

Πρόταση 5.26 (ϐ΄) η F (x) =
∫ x
0 f(t) dt ≥ 0. Από την υπόθεση έχουµε

F ′(x) ≤ aF (x)⇔ (F (x)e−ax)′ ≤ 0 , για κάθε x ∈ [0, 1] .
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Αν g(x) := F (x)e−ax, x ∈ [0, 1], η συνάρτηση g είναι µη αρνητική και ϕθίνουσα στο διάστηµα

[0, 1]. ΄Οµως g(0) = F (0) = 0 και εποµένως ϑα είναι g(x) = 0 για κάθε x ∈ [0, 1]. Τότε ϑα είναι

και F (x) = 0 για κάθε x ∈ [0, 1] οπότε

F (1) =

∫ 1

0
f(t) dt = 0 .

Επειδή η f είναι µη αρνητική και συνεχής στο διάστηµα [0, 1], από το Παράδειγµα 5.27 έπεται

ότι f(x) = 0 για κάθε x ∈ [0, 1].

Παράδειγµα 5.40. Να ϐρεθούν όλες οι συνεχείς συναρτήσεις f στο (0,∞) οι οποίες ικανοποιούν

τη σχέση ∫ x2

x
f(t) dt =

∫ x

1
f(t) dt . (5.20)

Λύση. Γράφουµε την (5.20) στην ισοδύναµη µορφή∫ x2

0
f(t) dt−

∫ x

0
f(t) dt =

∫ x

1
f(t) dt

και παραγωγίζοντας( Πόρισµα 5.38) έχουµε

2xf(x2)− f(x) = f(x)⇔ f(x2) =
f(x)

x
.

Εποµένως

f(x) =
f (
√
x)√
x

και f
(√
x
)

=
f ( 4
√
x)

4
√
x

,

δηλαδή

f(x) =
f ( 4
√
x)√

x 4
√
x

=
f
(
x1/2

2
)

x1/2+1/22
.

Επαγωγικά έχουµε

f(x) =
f
(
x1/2

n)
x1/2+1/22+···+1/2n

=
f
(
x1/2

n)
x1−1/2n

, n ∈ N∗ .

Επειδή η f είναι συνεχής, είναι

f(x) = lim
n→∞

f
(
x1/2

n)
x1−1/2n

=
f
(
limn→∞ x

1/2n
)

x
=
f(1)

x
.

΄Αρα οι συναρτήσεις f είναι της µορφής

f(x) =
c

x
, c ∈ R .
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Θεώρηµα 5.41 (∆εύτερο ϑεµελιώδες ϑεώρηµα του Ολοκληρωτικού Λογισµού). ΄Εστω f ∈

R[a, b]. Αν η F είναι µία παράγουσα της f στο [a, b], δηλαδή F ′(x) = f(x) για κάθε x ∈ [a, b], τότε∫ b

a
f(x) dx = F (b)− F (a) .

Απόδειξη. ΄Εστω P = {x0, x1, x2, . . . , xn} µια οποιαδήποτε διαµέριση του [a, b]. Από το ϑεώρηµα

µέσης τιµής, για κάθε k = 1, . . . , n, υπάρχει ξk ∈ (xk−1, xk) τέτοιο ώστε

F (xk)− F (xk−1) = F ′(ξk)(xk − xk−1) = f(ξk)(xk − xk−1) .

Αν ξ = {ξ1, . . . , ξn}, το άθροισµα Riemann της f που αντιστοιχεί στη διαµέριση P και στα

ενδιάµεσα σηµεία ξ είναι

S(f, P, ξ) =

n∑
k=1

f(ξk)(xk − xk−1) =

n∑
k=1

(F (xk)− F (xk−1)) = F (xn)− F (x0) = F (b)− F (a) .

Επειδή για το κάτω άθροισµα, το άνω άθροισµα και το άθροισµα Riemann της f ισχύουν οι

ανισότητες

L(f, P ) ≤ S(f, P, ξ) ≤ U(f, P ) ,

έπεται ότι

L(f, P ) ≤ F (b)− F (a) ≤ U(f, P ) .

΄Οµως

sup {L(f, P ) : P ∈ P([a, b])} =

∫ b

a
f(x) dx

και

inf {U(f, P ) : P ∈ P([a, b])} =

∫ b

a
f(x) dx .

΄Αρα, ∫ b

a
f(x) dx ≤ F (b)− F (a) ≤

∫ b

a
f(x) dx .

Επειδή η f ∈ R[a, b], δηλαδή∫ b

a
f(x) dx =

∫ b

a
f(x) dx =

∫ b

a
f(x) dx ,
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συµπεραίνουµε ότι ∫ b

a
f(x) dx = F (b)− F (a) .

Παράδειγµα 5.42. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα∫ 2

0

1√
|x2 − 1|+ 2x

dx .

Λύση. Είναι∫ 2

0

1√
|x2 − 1|+ 2x

dx =

∫ 1

0

1√
(1− x2) + 2x

dx+

∫ 2

1

1√
(x2 − 1) + 2x

dx (Λήµµα 5.32)

=

∫ 1

0

1√
(
√

2)2 − (x− 1)2
dx+

∫ 2

1

1√
(x+ 1)2 − (

√
2)2

dx

= arcsin

(
x− 1√

2

)∣∣∣∣x=1

x=0

+ ln

(
(x+ 1) +

√
(x+ 1)2 − (

√
2)2
)∣∣∣∣x=2

x=1

= arcsin 0− arcsin

(
−1√

2

)
+ ln(3 +

√
7)− ln(2 +

√
2)

=
π

4
+ ln

(
3 +
√

7

2 +
√

2

)
.

Παράδειγµα 5.43. Είναι

5
(

5
√

1010 + 1− 5
√

2
)
<

1010∑
n=2

1

n4/5
< 5

(
5
√

1010 − 1
)

= 495

και εποµένως το ακέραιο µέρος του αθροίσµατος
∑1010

n=1
1

n4/5 ισούται µε 495.

Λύση. Επειδή η συνάρτηση f(t) = 1
t4/5

είναι ϑετική, συνεχής και γνήσια ϕθίνουσα στο διάστηµα

(0,∞), για n ≥ 2 έχουµε ∫ n+1

n

dt

t4/5
<

1

n4/5
<

∫ n

n−1

dt

t4/5
.

Αθροίζοντας από το 2 έως το 1010, παίρνουµε

1010∑
n=2

∫ n+1

n

dt

t4/5
<

1010∑
n=2

1

n4/5
<

1010∑
n=2

∫ n

n−1

dt

t4/5
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και από το Πόρισµα 5.34 έχουµε

∫ 1010+1

2

dt

t4/5
<

1010∑
n=2

1

n4/5
<

∫ 1010

1

dt

t4/5

Εποµένως

5 t1/5
∣∣∣t=1010+1

t=2
<

1010∑
n=2

1

n4/5
< 5 t1/5

∣∣∣t=1010

t=1

και άρα

5
(

5
√

1010 + 1− 5
√

2
)
<

1010∑
n=2

1

n4/5
< 5

(
5
√

1010 − 1
)

= 495 .

Επειδή

5
(

5
√

1010 + 1− 5
√

2
)
> 5

(
5
√

1010 − 5
√

2
)

= 5
(

100− 5
√

2
)
> 494 ,

συµπεραίνουµε ότι

495 <
1010∑
n=1

1

n4/5
< 496

και άρα το ακέραιο µέρος του αθροίσµατος είναι 495.

Παράδειγµα 5.44. ΄Εστω η συνάρτηση f : [0, 1]→ [0,∞) είναι δύο ϕορές συνεχώς παραγωγίσιµη

µε f(0) = f(1) = 0 και f(x) > 0 για κάθε x ∈ (0, 1). Αν M = max
0≤x≤1

f(x) και

I =

∫ 1

0

|f ′′(x)|
f(x)

dx ,

να αποδειχθεί πρώτα ότι για κάθε a, b ∈ (0, 1) είναι I ≥ 1

M
|f ′(a)− f ′(b)| και στη συνέχεια ότι

I ≥ 4.

Απόδειξη. Από την υπόθεση για κάθε x ∈ (0, 1) είναι 1/f(x) ≥ 1/M . ΄Εστω a, b ∈ (0, 1). Αν

a ≤ b, τότε

I ≥
∫ b

a

|f ′′(x)|
f(x)

dx ≥ 1

M

∫ b

a
|f ′′(x)| dx ≥ 1

M

∣∣∣∣∫ b

a
f ′′(x) dx

∣∣∣∣ =
1

M
|f ′(b)− f ′(a)| .

Αν b ≤ a, τότε παρόµοια έχουµε I ≥ 1

M
|f ′(a)− f ′(b)|. Εποµένως για κάθε a, b ∈ (0, 1) είναι

I ≥ 1

M
|f ′(a)− f ′(b)| .
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Επειδή f(0) = f(1) = 0, υπάρχει c ∈ (0, 1) τέτοιο ώστεM = max
0≤x≤1

f(x) = f(c). Από το ϑεώρηµα

µέσης τιµής έχουµε

f(c)− f(0) = cf ′(a)⇔ f ′(a) =
f(c)− f(0)

c
=
f(c)

c
=
M

c
, για κάποιο a ∈ (0, 1)

και

f(c)− f(1) = (c− 1)f ′(b)⇔ f ′(b) =
f(c)− f(1)

c− 1
=

f(c)

c− 1
=

M

c− 1
, για κάποιο b ∈ (0, 1) .

Εποµένως

I ≥ 1

M

∣∣∣∣Mc − M

c− 1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣1c +
1

1− c

∣∣∣∣ =
1

c(1− c)
.

΄Οµως c(1− c) ≤ max
0<x<1

x(1− x) = 1
4 . ΄Αρα I ≥ 4.

Παράδειγµα 5.45. ΄Εστω f : R→ R συνεχής συνάρτηση και έστω

g(x) :=
1

x

∫ x

0
cos(x− t)f(t) dt , x > 0 .

Τότε limx→0 g(x) = f(0). Αν limx→+∞ f(x) = λ ∈ R, τότε limx→+∞ g(x) = 0.

Απόδειξη. (i) Είναι

g(x) = cosx · 1

x

∫ x

0
cos tf(t) dt+ sinx · 1

x

∫ x

0
sin tf(t) dt .

Αν ϕ είναι συνεχής συνάρτηση και Φ είναι µία παράγουσα της ϕ, τότε

lim
x→0

1

x

∫ x

0
ϕ(t) dt = lim

x→0

Φ(x)− Φ(0)

x
= Φ′(0) = ϕ(0) .

Εποµένως

lim
x→0

g(x) = cos 0 cos 0f(0) + 0 = f(0) .

(ii) Είναι

1

x

∫ x

0
cos(x− t)(f(t)− λ) dt = g(x)− λ

x

∫ x

0
cos(x− t) dt

= g(x)− λsinx

x
, x > 0 .

Επειδή limx→+∞
sinx
x = 0, για να αποδείξουµε ότι limx→+∞ g(x) = 0, αρκεί να δείξουµε ότι

lim
x→+∞

1

x

∫ x

0
cos(x− t)(f(t)− λ) dt = 0 .
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Επειδή limx→+∞ f(x) = λ, υπάρχει δ1 > 0 τέτοιο ώστε |f(x) − λ| < ε/2 για κάθε x ≥ δ1.

Τότε για κάθε x ≥ δ1∣∣∣∣1x
∫ x

0
cos(x− t)(f(t)− λ) dt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣1x
∫ δ1

0
cos(x− t)(f(t)− λ) dt+

1

x

∫ x

δ1

cos(x− t)(f(t)− λ) dt

∣∣∣∣
≤ 1

x

∫ δ1

0
|f(t)− λ| dt+

1

x

∫ x

δ1

|f(t)− λ| dt

≤ 1

x

∫ δ1

0
|f(t)− λ| dt+

1

x

∫ x

δ1

ε

2
dt

=
1

x

∫ δ1

0
|f(t)− λ| dt+

ε

2
· x− δ1

x
<

1

x

∫ δ1

0
|f(t)− λ| dt+

ε

2
.

Επειδή limx→+∞
1
x

∫ δ1
0 |f(t)− λ| dt = 0, υπάρχει δ ≥ δ1 > 0 τέτοιο ώστε

1

x

∫ δ1

0
|f(t)− λ| dt < ε

2
, ∀x ≥ δ .

Τότε ∣∣∣∣1x
∫ x

0
cos(x− t)(f(t)− λ) dt

∣∣∣∣ < ε , ∀x ≥ δ

και εποµένως

lim
x→+∞

1

x

∫ x

0
cos(x− t)(f(t)− λ) dt = 0 .

Αν η συνάρτηση f είναι ολοκληρώσιµη στο διάστηµα [a, b], ορίζουµε τη συνάρτηση f̂ : R→ R µε

f̂(λ) :=

∫ b

a
f(x)e−iλx dx =

∫ b

a
f(x) cosλx dx− i

∫ b

a
f(x) sinλx dx , λ ∈ R .

Η συνάρτηση f̂ είναι ο µετασχηµατισµός Fourier της f .

Θα αποδείξουµε ότι ο µετασχηµατισµός Fourier της f µηδενίζεται στο ±∞. Το αποτέλεσµα αυτό

οφείλεται στο Riemann (αργότερα γενικεύτηκε από το Lebesgue) και είναι χρήσιµο στην αρµονική

ανάλυση και στην ασυµπτωτική ανάλυση. Πιο συγκεκριµένα έχουµε:
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Θεώρηµα 5.46 (Λήµµα Riemann–Lebesgue). Αν f ∈ R[a, b], τότε

lim
λ→±∞

∫ b

a
f(x)e−iλx dx = 0

και ισοδύναµα

lim
λ→±∞

∫ b

a
f(x) cosλx dx = lim

λ→±∞

∫ b

a
f(x) sinλx dx = 0 .

Απόδειξη. Θα αποδείξουµε ότι limλ→∞
∫ b
a f(x) cosλx dx = 0. ΄Εστω ε > 0. Επιλέγουµε µία

διαµέριση P = {x0, x1, x2, . . . , xn} του [a, b] έτσι ώστε

U(f, P )− L(f, P ) =

n∑
k=1

(Mk −mk)(xk − xk−1) < ε ,

όπου Mk = sup{f(x) : xk−1 ≤ x ≤ xk} και mk = inf{f(x) : xk−1 ≤ x ≤ xk}, k = 1, 2, . . . , n.

Επειδή∫ b

a
f(x) cosλx dx =

n∑
k=1

∫ xk

xk−1

f(x) cosλx dx

=
n∑
k=1

(∫ xk

xk−1

(f(x)−mk) cosλx dx+mk

∫ xk

xk−1

cosλx dx

)

=

n∑
k=1

∫ xk

xk−1

(f(x)−mk) dx+

n∑
k=1

mk

∫ xk

xk−1

cosλx dx

≤
n∑
k=1

∫ xk

xk−1

(Mk −mk) dx+
1

λ

n∑
k=1

mk (sin(λxk)− sin(λxk−1))

=

n∑
k=1

(Mk −mk)(xk − xk−1) +
1

λ

n∑
k=1

mk (sin(λxk)− sin(λxk−1)) ,

για κάθε λ > 0 έχουµε ∣∣∣∣∫ b

a
f(x) cosλx dx

∣∣∣∣ < ε+
2

λ

n∑
k=1

|mk| .

Επειδή limλ→∞
2
λ

∑n
k=1 |mk| = 0, παίρνουµε δ > 0 τέτοιο ώστε

2

λ

n∑
k=1

|mk| < ε , για κάθε λ > δ .

Εποµένως ∣∣∣∣∫ b

a
f(x) cosλx dx

∣∣∣∣ < 2ε , για κάθε λ > δ
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και άρα limλ→∞
∫ b
a f(x) cosλx dx = 0. Επίσης

lim
λ→−∞

∫ b

a
f(x) cosλx dx = lim

−λ→∞

∫ b

a
f(x) cos(−λx) dx = 0 .

Παρόµοια αποδεικνύεται ότι limλ→±∞
∫ b
a f(x) sinλx dx = 0.

Θεώρηµα 5.47 (Παραγοντική ολοκλήρωση). ΄Εστω f, g : [a, b] → R παραγωγίσιµες συναρτή-

σεις µε f ′, g′ ∈ R[a, b]. Τότε∫ b

a
f(x)g′(x) dx = f(b)g(b)− f(a)g(a)−

∫ b

a
f ′(x)g(x) dx .

Απόδειξη. Επειδή οι f, g είναι παραγωγίσιµες στο [a, b], οι f, g είναι συνεχείς στο [a, b]. Από

το Πόρισµα 5.30 οι fg′ και f ′g είναι ολοκληρώσιµες στο [a, b]. Επειδή (fg)′ = f ′g + fg′, η

συνάρτηση (fg)′ ∈ R[a, b]. Από το Θεώρηµα 5.41 έχουµε

f(b)g(b)− f(a)g(a) =

∫ b

a
(f(x)g(x))′ dx =

∫ b

a
f ′(x)g(x) dx+

∫ b

a
f(x)g′(x) dx .

Θεώρηµα 5.48 (Ολοκλήρωση µε αντικατάσταση). ΄Εστω ϕ : [a, b]→ R παραγωγίσιµη συνάρ-

τηση µε ϕ′ ∈ R[a, b]. Αν η f είναι συνεχής στο I = ϕ([a, b]), τότε∫ b

a
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt =

∫ ϕ(b)

ϕ(a)
f(x) dx .

Απόδειξη. Επειδή η ϕ είναι συνεχής, το I = ϕ([a, b]) είναι κλειστό και ϕραγµένο διάστηµα.

Επίσης, επειδή η f ◦ϕ είναι συνεχής και η ϕ′ ∈ R[a, b], από το Πόρισµα 5.30 η (f ◦ϕ)ϕ′ ∈ R[a, b].

Αν το I = ϕ([a, b]) είναι µονοσύνολο, τότε η ϕ είναι σταθερή στο [a, b]. Σ᾿ αυτή την περίπτωση

ϕ′(t) = 0 για κάθε t ∈ [a, b] και τα δύο παραπάνω ολοκληρώµατα είναι µηδέν.

∆ιαφορετικά, για κάθε x ∈ I ορίζουµε τη συνάρτηση

F (x) :=

∫ x

ϕ(a)
f(u) du .
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Επειδή η f είναι συνεχής, F ′(x) = f(x) για κάθε x ∈ I. Από τον κανόνα αλυσίδας έχουµε

d

dt
F (ϕ(t)) = F ′(ϕ(t))ϕ′(t) = f(ϕ(t))ϕ′(t) ,

για κάθε t ∈ [a, b]. Εποµένως από το Θεώρηµα 5.41∫ b

a
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt = F (ϕ(b))− F (ϕ(a)) =

∫ ϕ(b)

ϕ(a)
f(x) dx .

Πρόταση 5.49. ΄Εστω η συνάρτηση f : R → R είναι συνεχής και περιοδική µε περίοδο T > 0,

δηλαδή f(t+ T ) = f(t) για κάθε t ∈ R. Τότε για κάθε x ∈ R είναι∫ x+T

x
f(t) dt =

∫ T

0
f(t) dt .

Απόδειξη. 1ος τρόπος. Από την υπόθεση είναι f(t−T ) = f ((t− T ) + T ) = f(t), για κάθε t ∈ R.

Εποµένως∫ x+T

x
f(t) dt =

∫ 0

x
f(t) dt+

∫ T

0
f(t) dt+

∫ x+T

T
f(t) dt

=

∫ 0

x
f(t) dt+

∫ T

0
f(t) dt+

∫ x+T

T
f(t− T ) dt

=

∫ 0

x
f(t) dt+

∫ T

0
f(t) dt+

∫ x

0
f(u) du (αντικατάσταση u = t− T )

= −
∫ x

0
f(t) dt+

∫ T

0
f(t) dt+

∫ x

0
f(t) dt =

∫ T

0
f(t) dt .

2ος τρόπος. Αν

F (x) :=

∫ x+T

x
f(t) dt =

∫ x+T

0
f(t) dt−

∫ x

0
f(t) dt ,

τότε F ′(x) = f(x + T ) − f(x) = 0, για κάθε x ∈ R. Εποµένως η F είναι σταθερή στο R. ΄Αρα

F (x) = F (0) =
∫ T
0 f(t) dt και κατά συνέπεια∫ x+T

x
f(t) dt =

∫ T

0
f(t) dt , για κάθεx ∈ R .
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Πόρισµα 5.50. ΄Εστω η συνάρτηση f : R→ R είναι συνεχής και περιοδική µε περίοδο T > 0. Αν

x ∈ R και n ∈ N∗, τότε ∫ x+nT

x
f(t) dt = n

∫ T

0
f(t) dt .

Εφαρµογή. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα∫ 10π−ϕ

−ϕ
| sin θ| dθ , ϕ ∈ R .

Απόδειξη. Χρησιµοποιώντας την Πρόταση 5.49 έχουµε

∫ x+nT

x
f(t) dt =

∫ x+T

x
f(t) dt+

∫ x+2T

x+T
f(t) dt+ · · ·+

∫ x+nT

x+(n−1)T
f(t) dt

=

∫ T

0
f(t) dt+

∫ T

0
f(t) dt+ · · ·+

∫ T

0
f(t) dt︸ ︷︷ ︸

n

= n

∫ T

0
f(t) dt .

Εφαρµογή. Επειδή η y = | sin θ| είναι περιοδική µε περίοδο π, έχουµε

∫ 10π−ϕ

−ϕ
| sin θ| dθ = 10

∫ π

0
| sin θ| dθ = 10

∫ π

0
sin θ dθ = 20 .

Παράδειγµα 5.51. Να αποδειχθεί ότι

∫ 1

0

ln (1 + x)

1 + x2
dx =

∫ π/4

0
ln (1 + tan θ) dθ =

π

8
ln 2 .

Λύση. Αν x = tan θ, −π/2 < θ < π/2, τότε

dx =
1

cos2 θ
dθ = (1 + tan2 θ)dθ

και εποµένως ∫ 1

0

ln(1 + x)

1 + x2
dx =

∫ π/4

0
ln(1 + tan θ) dθ .
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Είναι ∫ π/4

0
ln(1 + tan θ) dθ = −

∫ 0

π/4
ln(1 + tan(π/4− φ)) dφ (αντικατάσταση θ = π/4− φ)

=

∫ π/4

0
ln

(
1 +

1− tanφ

1 + tanφ

)
dφ

=

∫ π/4

0
ln

(
2

1 + tanφ

)
dφ

=

∫ π/4

0
ln 2 dφ−

∫ π/4

0
ln(1 + tanφ) dφ

=
π

4
ln 2−

∫ π/4

0
ln(1 + tanφ) dφ

και άρα ∫ π/4

0
ln(1 + tan θ) dθ =

π

8
ln 2 .

Παράδειγµα 5.52. Να λυθεί η εξίσωση∫ x

√
2

1

t
√
t2 − 1

dt =
π

12
, x > 1 .

Λύση. Είναι∫ x

√
2

1

t
√
t2 − 1

dt =

∫ x

√
2

1

t2
√

1− (1/t)2
dt

= −
∫ 1/x

1/
√
2

1√
1− u2

du (αντικατάσταση u = 1/t)

= arcsinu|u=1/x

u=1/
√
2

= − arcsin(1/x) + arcsin(1/
√

2) = − arcsin(1/x) + π/4 .

Εποµένως∫ x

√
2

1

t
√
t2 − 1

dt =
π

12
⇔ − arcsin(1/x)+π/4 = π/12⇔ arcsin(1/x) = π/6⇔ 1/x = sin(π/6) .

΄Αρα 1/x = 1/2, δηλαδή x = 2.

Σηµείωση. Για τον υπολογισµό του ολοκληρώµατος∫ x

√
2

1

t
√
t2 − 1

dt

µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε και την αντικατάσταση t = (1/ cos θ), 0 < θ < π/2.
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Παράδειγµα 5.53. Αν 0 < a < b, να υπολογιστεί το όριο

lim
x→0+

{∫ 1

0
[bt+ a(1− t)]x dt

}1/x

.

Λύση. Αν x > 0, χρησιµοποιώντας την αντικατάσταση u = bt + a(1 − t), οπότε du = (b − a)dt,

έχουµε {∫ 1

0
[bt+ a(1− t)]x dt

}1/x

=

{
1

b− a

∫ b

a
ux du

}1/x

=

{
1

b− a
· u

x+1

x+ 1

∣∣∣∣t=b
t=a

}1/x

=
1

(x+ 1)1/x

{
bx+1 − ax+1

b− a

}1/x

Επειδή limx→0+(x+ 1)1/x = e και

lim
x→0+

1

x
ln

(
bx+1 − ax+1

b− a

)
= lim

x→0+

bx+1 ln b− ax+1 ln a

bx+1 − ax+1
(κανόνας L’Hôpital)

=
b ln b− a ln a

b− a
,

είναι

lim
x→0+

{∫ 1

0
[bt+ a (1− t)]x dt

}1/x

= lim
x→0+

1

(x+ 1)1/x

{
bx+1 − ax+1

b− a

}1/x

=
1

e
lim
x→0+

exp

(
1

x
ln

(
bx+1 − ax+1

b− a

))
=

1

e
exp

(
b ln b− a ln a

b− a

)
=

1

e

(
bb

aa

) 1
b−a

.

Παράδειγµα 5.54. Να αποδειχθεί ότι

∫ π/2

0
sink x dx =

∫ π/2

0
cosk x dx =


1·3·5···(2n−1)
2·4·6···(2n) ·

π
2 = (2n−1)!!

(2n)!! ·
π
2 αν k = 2n,

2·4·6···(2n)
1·3·5···(2n+1) = (2n)!!

(2n+1)!! αν k = 2n+ 1.

Απόδειξη. Αν n ∈ N∗, από το Παράδειγµα 4.5 είναι∫ π/2

0
sin2n x dx = − 1

2n
sin2n−1 x cosx

∣∣∣∣x=π/2
x=0

+
2n− 1

2n

∫ π/2

0
sin2n−2 x dx

=
2n− 1

2n

∫ π/2

0
sin2n−2 x dx
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και ∫ π/2

0
sin2n+1 x dx = − 1

2n+ 1
sin2n x cosx

∣∣∣∣x=π/2
x=0

+
2n

2n+ 1

∫ π/2

0
sin2n−1 x dx

=
2n

2n+ 1

∫ π/2

0
sin2n−1 x dx .

Εργαζόµενοι επαγωγικά έχουµε∫ π/2

0
sin2n x dx =

2n− 1

2n

∫ π/2

0
sin2n−2 x dx

=
2n− 1

2n
· 2n− 3

2n− 2
· · · 1

2

∫ π/2

0
dx

=
(2n− 1) (2n− 3) · · · 1

(2n) (2n− 2) · · · 2
· π

2

και ∫ π/2

0
sin2n+1 x dx =

2n

2n+ 1

∫ π/2

0
sin2n−1 x dx

=
(2n) (2n− 2) · · · 2

(2n+ 1) (2n− 1) · · · 3

∫ π/2

0
sinx dx

=
(2n) (2n− 2) · · · 2

(2n+ 1) (2n− 1) · · · 3
.

Ας σηµειωθεί ότι χρησιµοποιώντας την αντικατάσταση x = π/2− t, έχουµε∫ π/2

0
cosk x dx = −

∫ 0

π/2
cosk(π/2− t) dt =

∫ π/2

0
sink t dt .

Πρόταση 5.55 (Ανισότητα Cauchy–Schwarz). ΄Εστω οι ϕραγµένες συναρτήσεις f, g : [a, b]→ R

είναι ολοκληρώσιµες. Τότε(∫ b

a
f(x)g(x) dx

)2

≤
(∫ b

a
f(x)2 dx

)(∫ b

a
g(x)2 dx

)
. (5.21)

Αν επιπλέον οι συναρτήσεις f, g είναι συνεχείς στο [a, b], µε g 6= 0, η ισότητα στην (5.21) ισχύει αν

και µόνο αν f = λg για κάποιο λ ∈ R.
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Απόδειξη. Αν g = 0, δηλαδή g(x) = 0 για κάθε x ∈ [a, b], τότε ισχύει η ισότητα στην (5.21).

Υποθέτουµε ότι η g δεν είναι ταυτοτικά µηδέν στο διάστηµα [a, b]. Τότε για κάθε λ ∈ R

0 ≤
∫ b

a
(f(x)− λg(x))2 dx = λ2

∫ b

a
g(x)2 dx− 2λ

∫ b

a
f(x)g(x) dx+

∫ b

a
f(x)2 dx . (5.22)

Επειδή το τριώνυµο είναι µη αρνητικό για κάθε λ ∈ R, ϑα πρέπει η διακρίνουσα να είναι

µικρότερη ή ίση του µηδενός. ∆ηλαδή ϑα πρέπει να είναι

∆ = 4

(∫ b

a
f(x)g(x) dx

)2

− 4

(∫ b

a
f(x)2 dx

)(∫ b

a
g(x)2 dx

)
≤ 0

Η τελευταία ανισότητα είναι ισοδύναµη µε την (5.21).

Αν οι συναρτήσεις f και g είναι συνεχείς µε g 6= 0 και ισχύει η ισότητα στην ανισότητα Cauchy–

Schwarz, από την (5.22) έπεται ότι ϑα πρέπει να υπάρχει λ ∈ R τέτοιο ώστε f(x) − λg(x) = 0

και ισοδύναµα f(x) = λg(x), για κάθε x ∈ [a, b].

Σηµείωση. Αν για κάθε x ∈ [a, b], εκτός από ένα σηµείο, είναι f(x) = g(x), τότε ισχύει η ισότητα

στην ανισότητα Cauchy–Schwarz παρότι δεν είναι f = λg, για κάποιο λ ∈ R.

Παράδειγµα 5.56. Να αποδειχθεί ότι για κάθε x ∈ (−π/2, π/2) είναι

sinx ln

(
1 + sinx

1− sinx

)
≥ 2x2 . (5.23)

Λύση. Εύκολα διαπιστώνεται ότι οι συναρτήσεις

f(x) := sinx ln

(
1 + sinx

1− sinx

)
και g(x) := 2x2 , x ∈

(
−π

2
,
π

2

)
,

είναι άρτιες. Αρκεί λοιπόν να αποδείξουµε την (5.23) για x ∈ [0, π/2). Παρατηρούµε ότι για

0 ≤ x < π/2 είναι ∫ x

0
cos t dt = sinx και

∫ x

0

1

cos t
dt =

1

2
ln

(
1 + sinx

1− sinx

)
.

Εποµένως, για 0 ≤ x < π/2 από την ανισότητα Cauchy–Schwarz έχουµε

x2 =

(∫ x

0

√
cos t · 1√

cos t
dt

)2

≤
(∫ x

0
cos t dt

)(∫ x

0

1

cos t
dt

)
= sinx · 1

2
ln

(
1 + sinx

1− sinx

)
.
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Παράδειγµα 5.57. ΄Εστω η συνάρτηση f : [a, b]→ R είναι συνεχής µε max
a≤x≤b

|f(x)| = M > 0 και

έστω η συνάρτηση ϕ : [a, b]→ R είναι συνεχής και ϑετική. Τότε

lim
n→∞

∫ b
a ϕ(x)|f(x)|n+1 dx∫ b
a ϕ(x)|f(x)|n dx

= M . (5.24)

Εφαρµογή.

lim
n→∞

∫ π/2
0 sinn+1 x dx∫ π/2
0 sinn x dx

= 1 .

Απόδειξη. Αν In =
∫ b
a ϕ(x)|f(x)|n dx, από την ανισότητα Cauchy–Schwarz έχουµε

I2n =

(∫ b

a

(√
ϕ(x)|f(x)|(n−1)/2

)(√
ϕ(x)|f(x)|(n+1)/2

)
dx

)2

≤
(∫ b

a
ϕ(x)|f(x)|n−1 dx

)(∫ b

a
ϕ(x)|f(x)|n+1 dx

)
= In−1In+1 ,

δηλαδή
In+1

In
≥ In
In−1

, για κάθεn ∈ N∗ .

Η (In+1/In) είναι αύξουσα ακολουθία ϑετικών όρων και εποµένως limn→∞ (In+1/In) = λ, µε

0 ≤ λ ≤ +∞. Επειδή λόγω της (5.14) είναι limn→∞
n
√
In = M , από γνωστή πρόταση στις

ακολουθίες ϑα είναι και limn→∞ (In+1/In) = M .

5.4.2 Θεωρήµατα Μέσης Τιµής για Ολοκληρώµατα

Θεώρηµα 5.58 (Γενικευµένο Θεώρηµα Μέσης Τιµής για Ολοκληρώµατα). Υποθέτουµε ότι

οι συναρτήσεις f και g είναι ολοκληρώσιµες στο [a, b] µε g(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ [a, b]. Αν

m = inf
a≤x≤b

f(x) και M = sup
a≤x≤b

f(x) ,

τότε υπάρχει c ∈ [m,M ] τέτοιο ώστε∫ b

a
f(x)g(x) dx = c

∫ b

a
g(x) dx . (5.25)

Ειδικά, αν η f είναι συνεχής στο [a, b], τότε υπάρχει ξ ∈ [a, b] τέτοιο ώστε∫ b

a
f(x)g(x) dx = f(ξ)

∫ b

a
g(x) dx . (5.26)
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Απόδειξη. Επειδή g(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ [a, b], είναι
∫ b
a g(x) dx ≥ 0. Επίσης

mg(x) ≤ f(x)g(x) ≤Mg(x) , ∀x ∈ [a, b] . (5.27)

Επειδή το γινόµενο fg είναι ολοκληρώσιµη συνάρτηση, από την (5.27) έχουµε

m

∫ b

a
g(x) dx ≤

∫ b

a
f(x)g(x) dx ≤M

∫ b

a
g(x) dx . (5.28)

(i) Αν
∫ b
a g(x) dx = 0, από την (5.28) έπεται ότι

∫ b
a f(x)g(x) dx = 0 και εποµένως

∫ b

a
f(x)g(x) dx = c

∫ b

a
g(x) dx ,

για κάθε c ∈ [m,M ].

(ii) Αν
∫ b
a g(x) dx > 0, από την (5.28) έχουµε

m ≤
∫ b
a f(x)g(x) dx∫ b
a g(x) dx

≤M .

Αν ϑέσουµε

c =

∫ b
a f(x)g(x) dx∫ b
a g(x) dx

,

τότε c ∈ [m,M ] και ισχύει ∫ b

a
f(x)g(x) dx = c

∫ b

a
g(x) dx .

Αν η f είναι συνεχής στο [a, b], υπάρχουν x1, x2 ∈ [a, b] τέτοια ώστε f(x1) = m και f(x2) = M .

Τότε από το ϑεώρηµα Bolzano ή ενδιάµεσης τιµής υπάρχει ξ µεταξύ των x1 και x2 τέτοιο ώστε

f(ξ) = c και εποµένως ∫ b

a
f(x)g(x) dx = f(ξ)

∫ b

a
g(x) dx .

Αν στο προηγούµενο ϑεώρηµα η συνάρτηση g(x) = 1 για κάθε x ∈ [a, b], τότε παίρνουµε το

κλασικό ϑεώρηµα µέσης τιµής για ολοκληρώµατα.
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Θεώρηµα 5.59 (Θεώρηµα Μέσης Τιµής για Ολοκληρώµατα). Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση

f : [a, b]→ R είναι ολοκληρώσιµη. Αν

m = inf
a≤x≤b

f(x) και M = sup
a≤x≤b

f(x) ,

τότε υπάρχει c ∈ [m,M ] τέτοιο ώστε ∫ b

a
f(x) dx = c(b− a) . (5.29)

Ειδικά, αν η f είναι συνεχής στο [a, b], τότε υπάρχει ξ ∈ [a, b] τέτοιο ώστε∫ b

a
f(x) dx = f(ξ)(b− a) . (5.30)

Παράδειγµα 5.60. ΄Εστω η συνάρτηση f : [a, b]→ R είναι συνεχής. Αν∫ y

x
f(t) dt = 0 , για κάθε x, y ∈ [a, b] µε a ≤ x < y ≤ b ,

τότε η f είναι ταυτοτικά µηδέν στο [a, b].

Απόδειξη. ΄Εστω x0 ∈ [a, b). Τότε υπάρχει ϕυσικός αριθµός n0 τέτοιος ώστε a ≤ x0 < x0 + 1/n <

b, για κάθε n ≥ n0, n ∈ N∗. Από την υπόθεση και από το ϑεώρηµα µέσης τιµής για ολοκληρώµατα

είναι

0 =

∫ x0+1/n

x0

f(t) dt = f(ξn) · 1

n
⇔ f(ξn) = 0 ,

για κάποιο ξn µε x0 ≤ ξn ≤ x0 + 1/n. Επειδή limn→∞ ξn = x0 και η f είναι συνεχής, έχουµε

f(x0) = lim
n→∞

f(ξn) = 0 .

΄Αρα f(x) = 0 για κάθε x ∈ [a, b). Επειδή η f είναι συνεχής, f(x) = 0 για κάθε x ∈ [a, b].

Παράδειγµα 5.61 (Το αντίστροφο της Πρότασης 5.49). ΄Εστω η συνάρτηση f : R → R είναι

συνεχής και έστω T > 0. Αν∫ x+T

x
f(t) dt =

∫ T

0
f(t) dt , για κάθεx ∈ R ,

τότε η f είναι περιοδική µε περίοδο T > 0.



230 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5. ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ RIEMANN

Απόδειξη. Αν x ∈ R, είναι∫ x+T

x
f(t) dt =

∫ 0

x
f(t) dt+

∫ T

0
f(t) dt+

∫ x+T

T
f(t) dt

=

∫ 0

x
f(t) dt+

∫ T

0
f(t) dt+

∫ x

0
f(u+ T ) du (αντικατάσταση t = u+ T )

=

∫ 0

x
f(t) dt+

∫ T

0
f(t) dt+

∫ x

0
f(t+ T ) dt .

Χρησιµοποιώντας και την υπόθεση έχουµε

0 =

∫ 0

x
f(t) dt+

∫ x

0
f(t+ T ) dt⇔

∫ x

0
(f(t+ T )− f(t)) dt = 0 ,

για κάθε x ∈ R. Εποµένως, για κάθε x, y ∈ R είναι∫ y

x
(f(t+ T )− f(t)) dt =

∫ 0

x
(f(t+ T )− f(t)) dt+

∫ y

0
(f(t+ T )− f(t)) dt = 0 .

΄Αρα, από το Παράδειγµα 5.60 έχουµε ότι f(t+T )− f(t) ≡ 0. ∆ηλαδή f(t+T ) = f(t), για κάθε

t ∈ R.

Παράδειγµα 5.62. Αν n ∈ N∗, να υπολογιστεί το όριο

lim
n→∞

∫ 1/n

0
e−x

2
√
n2 − x2 dx .

Λύση. Αν f(x) = e−x
2
και g(x) =

√
n2 − x2, από την (5.26) έχουµε∫ 1/n

0
e−x

2
√
n2 − x2 dx = e−ξ

2
n

∫ 1/n

0

√
n2 − x2 dx , όπου ξn ∈ [0, 1/n] .

΄Οµως∫ √
n2 − x2 dx =

∫
n
√

1− sin2 θ · n cos θ dθ (αντικατάσταση x = n sin θ, −π/2 ≤ θ ≤ π/2)

= n2
∫

cos2 θ dθ

=
n2

2

∫
(1 + cos 2θ) dθ

=
n2

2
(θ +

1

2
sin 2θ)

=
n2

2
(θ + sin θ cos θ) =

n2

2

(
arcsin

x

n
+
x

n

√
1− x2

n2

)
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και εποµένως

∫ 1/n

0
e−x

2
√
n2 − x2 dx = e−ξ

2
n · n

2

2

(
arcsin

x

n
+
x

n

√
1− x2

n2

)∣∣∣∣∣
x=1/n

x=0

=
e−ξ

2
n

2

(
n2 arcsin

1

n2
+

√
1− 1

n4

)
.

Επειδή 0 ≤ ξn ≤ 1/n, είναι limn→∞ ξn = 0 και κατά συνέπεια limn→∞ e
−ξ2n = 1. Επίσης

lim
x→0

arcsinx2

x2
(L’Hôpital)

= lim
x→0

2x/
√

1− x4
2x

= lim
x→0

1√
1− x4

= 1 ,

οπότε

lim
n→∞

n2 arcsin
1

n2
= lim

n→∞

arcsin(1/n)2

(1/n)2
= 1 .

΄Αρα,

lim
n→∞

∫ 1/n

0
e−x

2
√
n2 − x2 dx =

1

2
(1 + 1) = 1 .

Παράδειγµα 5.63. Να υπολογιστεί το όριο

lim
a→0

∫ 3

0

√
1 + a4x3

3 + x2
dx .

Λύση. 1ος τρόπος. Επειδή οι συναρτήσεις f(x) =
√

1 + a4x3 και g(x) = 1
3+x2

είναι ϑετικές και

συνεχείς στο διάστηµα [0, 3], από το γενικευµένο ϑεώρηµα µέσης τιµής για ολοκληρώµατα είναι∫ 3

0

√
1 + a4x3

3 + x2
dx =

√
1 + a4ξ3

∫ 3

0

1

(
√

3)2 + x2
dx

=
√

1 + a4ξ3
1√
3

arctan

(
x√
3

)∣∣∣∣x=3

x=0

=
√

1 + a4ξ3
1√
3

arctan
√

3 =
π

3
√

3

√
1 + a4ξ3 ,

για κάποιο ξ µε 0 < ξ < 3. ΄Οµως lima→0

√
1 + a4ξ3 = 1, οπότε

lim
a→0

∫ 3

0

√
1 + a4x3

3 + x2
dx =

π

3
√

3
.

2ος τρόπος. Επειδή ∫ 3

0

(
lim
a→0

√
1 + a4x3

3 + x2

)
dx =

∫ 3

0

1

3 + x2
dx ,
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ϑεωρούµε τη διαφορά∣∣∣∣∣
∫ 3

0

√
1 + a4x3

3 + x2
dx−

∫ 3

0

1

3 + x2
dx

∣∣∣∣∣ =

∫ 3

0

√
1 + a4x3 − 1

3 + x2
dx

≤ (
√

1 + 27a4 − 1)

∫ 3

0

1

3 + x2
dx −−−→

a→0
0 .

Εποµένως

lim
a→0

∫ 3

0

√
1 + a4x3

3 + x2
dx =

∫ 3

0

1

3 + x2
dx =

π

3
√

3
.

Παράδειγµα 5.64. Αν n ∈ N∗ και η συνάρτηση f : [0, 1]→ R είναι συνεχής, τότε

lim
n→∞

n

∫ 1

0
f(x)e−nx dx = f(0).

Λύση. Είναι

n

∫ 1

0
f(x)e−nx dx = n

∫ 1/
√
n

0
f(x)e−nx dx+ n

∫ 1

1/
√
n
f(x)e−nx dx . (5.31)

Από την (5.26) έχουµε

n

∫ 1/
√
n

0
f(x)e−nx dx = nf(ξn)

∫ 1/
√
n

0
e−nx dx =

(
1− e−

√
n
)
f(ξn),

για κάποιο ξn µε 0 < ξn < 1/
√
n. Επειδή η f είναι συνεχής και limn→∞ ξn = 0, έπεται ότι

limn→∞ f(ξn) = f(0). Εποµένως

lim
n→∞

n

∫ 1/
√
n

0
f(x)e−nx dx = f(0).

Επίσης αν M = maxx∈[0,1] |f(x)|, τότε∣∣∣∣∣n
∫ 1

1/
√
n
f(x)e−nx dx

∣∣∣∣∣ ≤ n
∫ 1

1/
√
n
|f(x)|e−nx dx

≤Mn

∫ 1

1/
√
n
e−nx dx

= M
(
e−
√
n − e−n

)
−−−→
n→∞

0,

δηλαδή

lim
n→∞

n

∫ 1

1/
√
n
f(x)e−nx dx = 0 .

΄Αρα από την (5.31) έχουµε limn→∞ n
∫ 1
0 f(x)e−nx dx = f(0).
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Παράδειγµα 5.65. ΄Εστω gn : [a, b]→ R ακολουθία µη αρνητικών ολοκληρώσιµων συναρτήσεων,

τέτοια ώστε

lim
n→∞

∫ b

a
gn(x) dx = 0 .

Αν η συνάρτηση f : [a, b]→ R είναι ολοκληρώσιµη, να αποδειχθεί ότι

lim
n→∞

∫ b

a
f(x)gn(x) dx = 0 .

Εφαρµογή. Αν η συνάρτηση f είναι ολοκληρώσιµη στο [0, 1], τότε

lim
n→∞

∫ 1

0
xnf(x) dx = 0 .

Λύση. Αν M = sup
a≤x≤b

f(x) και m = inf
a≤x≤b

f(x), από το γενικευµένο ϑεώρηµα µέσης τιµής για

ολοκληρώµατα υπάρχει cn ∈ [m,M ] τέτοιο ώστε∫ b

a
f(x)gn(x) dx = cn

∫ b

a
gn(x) dx , ∀n ∈ N∗ .

Αν K := max {|m|, |M |}, τότε∣∣∣∣∫ b

a
f(x)gn(x) dx

∣∣∣∣ = |cn|
∫ b

a
gn(x) dx ≤ K

∫ b

a
gn(x) dx −−−→

n→∞
0 .

΄Αρα,

lim
n→∞

∫ b

a
f(x)gn(x) dx = 0 .

Εφαρµογή. Αν gn(x) = xn, τότε

lim
n→∞

∫ 1

0
xn dx = lim

n→∞

1

n+ 1
= 0 .

Παράδειγµα 5.66. ΄Εστω f : [0, 1]→ R συνεχής συνάρτηση και έστω a ∈ [0, 1]. Τότε

lim
n→∞

∫ 1

0
f(axn) dx = f(0) .

Λύση. ΄Εστω 0 < ε < 1. Αν M = max{|f(x)| : x ∈ [0, 1]} > 0 και ε1 := min
{

ε
4M , ε

}
, τότε
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0 < ε1 < 1 και∣∣∣∣∫ 1

0
f(axn) dx− f(0)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ 1−ε1

0
(f(axn)− f(0)) dx+

∫ 1

1−ε1
(f(axn)− f(0)) dx

∣∣∣∣
≤
∫ 1−ε1

0
|f(axn)− f(0)| dx+

∫ 1

1−ε1
|f(axn)− f(0)| dx

≤
∫ 1−ε1

0
|f(axn)− f(0)| dx+ 2M

∫ 1

1−ε1
dx

=

∫ 1−ε1

0
|f(axn)− f(0)| dx+ 2Mε1 ≤

∫ 1−ε1

0
|f(axn)− f(0)| dx+

ε

2
.

Από το Θεώρηµα 5.59 έχουµε∫ 1−ε1

0
|f(axn)− f(0)| dx = |f(aξn)− f(0)|(1− ε1) ,

για κάποιο ξ µε ξ ∈ [0, 1− ε1]. Επειδή 0 ≤ aξn ≤ a(1− ε1)n και limn→∞ a(1− ε1)n = 0, είναι

limn→∞ aξ
n = 0 οπότε και limn→∞ f(aξn) = f(0). Εποµένως υπάρχει n0 ∈ N∗ τέτοιο ώστε για

κάθε n ≥ n0 είναι |f(aξn)− f(0)| < ε1/2. Τότε για κάθε n ≥ n0∫ 1−ε1

0
|f(axn)− f(0)| dx = |f(aξn)− f(0)|(1− ε1) <

ε1
2

(1− ε1) <
ε1
2
≤ ε

2
.

΄Αρα για κάθε n ≥ n0 έχουµε ∣∣∣∣∫ 1

0
f(axn) dx− f(0)

∣∣∣∣ < ε

2
+
ε

2
= ε

και αυτό αποδεικνύει ότι limn→∞
∫ 1
0 f(axn) dx = f(0).

5.5 Λογαριθµικές και εκθετικές συναρτήσεις

5.5.1 Λογαριθµικές συναρτήσεις

Παράδειγµα 5.67 (Η λογαριθµική συνάρτηση). Αν x > 0, ο ϕυσικός λογάριθµος ορίζεται ως

εξής

lnx :=

∫ x

1

1

t
dt .

Επειδή η f(t) = 1/t είναι συνεχής στο (0,∞), από το Θεώρηµα 5.37 έχουµε (lnx)′ = 1/x για κάθε

x > 0. Επιπλέον, επειδή (lnx)′ > 0 για κάθε x ∈ (0,∞), η y = lnx είναι γνήσια αύξουσα στο

(0,∞).

Θα αποδείξουµε τώρα τις ιδιότητες του ϕυσικού λογαρίθµου, δηλαδή
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(αʹ) ln(ab) = ln a+ ln b , για κάθε a, b > 0,

(ϐʹ) ln
(
1
a

)
= − ln a , για κάθε a > 0,

(γʹ) ln(ax) = x ln a, για κάθε a > 0 και για κάθε x ∈ R.

Απόδειξη. (αʹ) Θεωρούµε τη συνάρτηση ln(ax), x > 0. Από τον κανόνα αλυσίδας έχουµε

d

dx
ln(ax) =

1

ax
a =

1

x
= (lnx)′

και εποµένως ln(ax) = lnx + c, για κάποια σταθερά c. Επειδή ln 1 = 0, ln a = ln(a · 1) =

ln 1 + c = c. ΄Αρα ln(ax) = ln a+ lnx για κάθε x > 0

(ϐʹ) Η απόδειξη είναι ανάλογη.

(γʹ) Αν n ∈ N, από την (α΄) προκύπτει ότι ln(an) = n ln a. Επίσης,

ln(a−n) = ln

(
1

a

)n
= n ln

(
1

a

)
= −n ln a . (από τη (ϐ΄))

Εποµένως, ln(an) = n ln a για κάθε n ∈ Z. Θεωρούµε το ln( n
√
a) όπου n ∈ N∗. Επειδή

n ln( n
√
a) = ln a, έχουµε ln( n

√
a) = 1

n ln a. Εποµένως,

ln(ar) = r ln a , για κάθε r ∈ Q .

΄Εστω x ∈ R και έστω (rn) ακολουθία ϱητών αριθµών µε limn→∞ rn = x. Επειδή η λογαριθ-

µική συνάρτηση είναι συνεχής, από το ϑεώρηµα µεταφοράς έχουµε

ln(ax) = lim
n→∞

ln(arn) = lim
n→∞

rn · ln a = x ln a .

Παράδειγµα 5.68. Συµβολίζουµε µε ῾῾e᾿᾿ τη λύση της εξίσωσης
∫ x
1 (1/t) dt = 1, δηλαδή

ln e :=

∫ e

1

1

t
dt = 1 .

΄Εστω f(x) = 1/x, x > 0 και r = 1 + 1/n, n ∈ N∗.

(αʹ) Αν Pn =
{

1, r, r2, . . . , rn
}
, n ∈ N∗, είναι µία διαµέριση του διαστήµατος [1, rn], τότε το άνω

άθροισµα U(f, Pn) = 1 και ισχύει

e > rn για κάθε n ∈ N∗ .



236 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5. ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ RIEMANN

(ϐʹ) Αν Qn =
{

1, r, r2, . . . , rn+1
}
, n ∈ N∗, είναι µία διαµέριση του διαστήµατος [1, rn+1], τότε το

κάτω άθροισµα L(f,Qn) = 1 και ισχύει

e < rn+1 για κάθε n ∈ N∗ .

(γʹ) Να αποδειχθεί ότι

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
= e .

Απόδειξη. (αʹ) Επειδή η f(x) = 1/x, x > 0, είναι ϕθίνουσα, είναι

U (f, Pn) = 1(r − 1) +
1

r
(r2 − r) + · · ·+ 1

rn−1
(rn − rn−1)

= (r − 1) + (r − 1) + · · ·+ (r − 1)

= n(r − 1) = n

(
1 +

1

n
− 1

)
= 1 .

Εποµένως

U(f, Pn) >

∫ rn

1

1

t
dt⇔ 1 >

∫ rn

1

1

t
dt⇔ ln e > ln rn ⇔ e > rn .

(ϐʹ) Επειδή η f(x) = 1/x, x > 0, είναι ϕθίνουσα, έχουµε

L(f,Qn) =
1

r
(r − 1) +

1

r2
(r2 − r) + · · ·+ 1

rn+1
(rn+1 − rn)

=

(
1− 1

r

)
+

(
1− 1

r

)
+ · · ·+

(
1− 1

r

)
= (n+ 1)

(
1− 1

r

)
= (n+ 1)

(
1− n

n+ 1

)
= 1 .

Εποµένως

L(f,Qn) <

∫ rn+1

1

1

t
dt⇔ 1 <

∫ rn+1

1

1

t
dt⇔ ln e < ln rn+1 ⇔ e < rn+1 .

(γʹ) Από τις (α΄) και (ϐ΄) έπεται ότι

e < rn+1 < er ⇔ er−1 < rn < e⇔ e

(
1 +

1

n

)−1
<

(
1 +

1

n

)n
< e

και εποµένως limn→∞(1 + 1/n)n = e.
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Παράδειγµα 5.69. Στο προηγούµενο παράδειγµα αποδείξαµε ότι η ακολουθία an = (1 + 1/n)n

συγκλίνει µε

lim
n→∞

an = lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
= e .

Να αποδειχθεί ότι

ln e = lim
n→∞

n

∫ 1+ 1
n

1

1

t
dt = 1 .

Απόδειξη. Επειδή η παράγωγος (ln 1)′ = 1,

1 = (ln 1)′ = lim
n→∞

ln
(
1 + 1

n

)
− ln 1

1
n

= lim
n→∞

n ln

(
1 +

1

n

)
= lim

n→∞
ln

((
1 +

1

n

)n)
= ln e .

Η τελευταία ισότητα οφείλεται στη συνέχεια τη συνάρτησης y = lnx και στον ορισµό του e.

Παρατήρηση 5.70. Στο Παράδειγµα 5.68 αποδείχτηκε ότι αν e είναι ο µοναδικός ϑετικός αριθµός

τέτοιος ώστε ln e = 1, τότε limn→∞(1 + 1/n)n = e. Αντίστροφα, στο Παράδειγµα 5.69 αποδείχτηκε

ότι αν συµβολίσουµε µε e το όριο της ακολουθίας an = (1 + 1/n)n, τότε ln e = 1. Εποµένως,

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
= e⇔ ln e = 1 .

5.6 Εφαρµογές

Παράδειγµα 5.71 (Ολοκλήρωµα Poisson). ΄Εστω

I(x) :=

∫ π

0
ln(1− 2x cos θ + x2) dθ , x 6= ±1,

το ολοκλήρωµα Poisson. Τότε,

(αʹ) I(0) = 0.

(ϐʹ) I(−x) = I(x).

(γʹ) I(x) = 2π ln |x|+ I(1/x), x 6= 0.
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(δʹ) I(x) = 1
2I(x2) = · · · = 1

2n I(x2
n
), n ∈ N. ∆ηλαδή

I(x) =
1

2n

∫ π

0
ln(1− 2x2

n
cos θ + x2

n+1
) dθ , n ∈ N .

(εʹ)

I(x) =


0 αν |x| < 1,

2π ln |x| αν |x| > 1.

Απόδειξη. Επειδή για |x| 6= 1 είναι 1 − 2x cos θ + x2 ≥ (1 − |x|)2 > 0, η υπό ολοκλήρωση

συνάρτηση f(θ) := ln(1− 2x cos θ + x2) ορίζεται στο διάστηµα [0, π] και είναι συνεχής.

(αʹ) I(0) =

∫ π

0
ln 1 dθ = 0 .

(ϐʹ)

I(−x) =

∫ π

0
ln(1 + 2x cos θ + x2) dθ

= −
∫ 0

π
ln(1− 2x cosφ+ x2) dφ (αντικατάσταση θ = π − φ)

=

∫ π

0
ln(1− 2x cosφ+ x2) dφ = I(x) .

(γʹ) Αν x 6= 0, τότε

I(x) =

∫ π

0
ln

[
x2
(

1− 2

x
cos θ +

1

x2

)]
dθ =

∫ π

0
ln(x2) dθ + I(1/x) = 2π ln |x|+ I(1/x) .

(δʹ) Είναι

2I(x) = I(x) + I(−x)

=

∫ π

0

[
ln(1− 2x cos θ + x2) + ln(1 + 2x cos θ + x2)

]
dθ

=

∫ π

0
ln(1 + x4 + 2x2 − 4x2 cos2 θ) dθ

=

∫ π

0
ln(1− 2x2 cos 2θ + x4) dθ

=
1

2

∫ 2π

0
ln(1− 2x2 cosφ+ x4) dφ (αντικατάσταση φ = 2θ)

=

∫ π

0
ln(1− 2x2 cosφ+ x4) dφ

(η g(φ) := ln(1− 2x2 cosφ+ x4) είναι άρτια και 2π-περιοδική)

= I(x2) .
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Εποµένως

I(x) =
1

2
I(x2) =

1

2

∫ π

0
ln(1− 2x2 cos θ + x4) dθ .

Από την προηγούµενη εξίσωση µε x2 στη ϑέση του x παίρνουµε

I(x) =
1

2
I(x2) =

1

2
· 1

2
I((x2)2) =

1

22
I(x2

2
) =

1

22

∫ π

0
ln
(

1− 2x2
2

cos θ + x2
3
)
dθ

και επαγωγικά

I(x) =
1

2n
I(x2

n
) =

1

2n

∫ π

0
ln(1− 2x2

n
cos θ + x2

n+1
) dθ , n ∈ N .

(εʹ) Λόγω της (γ΄), αρκεί να αποδείξουµε ότι για |x| < 1 είναι I(x) = 0. Επειδή για κάθε θ ∈ R

είναι

ln(1− x2n)2 ≤ ln(1− 2x2
n

cos θ + x2
n+1

) ≤ ln(1 + x2
n
)2 ,

ολοκληρώνοντας έχουµε

π

2n
ln(1− x2n)2 ≤ 1

2n

∫ π

0
ln(1− 2x2

n
cos θ + x2

n+1
) dθ ≤ π

2n
ln(1 + x2

n
)2 , n ∈ N .

΄Οµως για |x| < 1 είναι limn→∞ x
2n = 0, οπότε

lim
n→∞

π

2n
ln(1− x2n)2 = lim

n→∞

π

2n
ln(1 + x2

n
)2 = 0 .

Εποµένως

lim
n→∞

1

2n

∫ π

0
ln(1− 2x2

n
cos θ + x2

n+1
) dθ = 0 .

΄Αρα

I(x) = lim
n→∞

1

2n
I(x2

n
) = lim

n→∞

1

2n

∫ π

0
ln(1− 2x2

n
cos θ + x2

n+1
) dθ = 0 .

Παράδειγµα 5.72. ΑνA > |B| > 0, χρησιµοποιώντας το Παράδειγµα 5.71 (ολοκλήρωµα Poisson)

µε x = (A+
√
A2 −B2)/|B| να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

1

2π

∫ π

−π
ln(A+B cos θ) dθ .
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Λύση. Επειδή A > |B| > 0, είναι x > 1. Επίσης µετά από πράξεις έχουµε

1± 2x cos θ + x2 = x
2(A± |B| cos θ)

|B|
.

΄Εστω I(x) =
∫ π
0 ln(1− 2x cos θ + x2) dθ το ολοκλήρωµα Poisson. Τότε

I(x) =

∫ π

0
ln

(
x

2(A− |B| cos θ)

|B|

)
dθ

=

∫ π

0
[lnx+ ln 2 + ln(A− |B| cos θ)− ln |B|] dθ

= π(lnx+ ln 2− ln |B|) +

∫ π

0
ln(A− |B| cos θ) dθ

και παρόµοια

I(−x) =

∫ π

0
ln

(
x

2(A+ |B| cos θ)

|B|

)
dθ = π(lnx+ ln 2− ln |B|) +

∫ π

0
ln(A+ |B| cos θ) dθ .

Για x > 1 από το Παράδειγµα 5.71 είναι I(x) = I(−x) = 2π lnx και εποµένως

1

2π

∫ π

0
ln(A± |B| cos θ) dθ = lnx− 1

2
(lnx+ ln 2− ln |B|)

=
1

2

[
lnx+ ln

(
|B|
2

)]
=

1

2
ln

(
A+
√
A2 −B2

2

)
.

Επειδή |B| = B, αν B > 0 και |B| = −B, αν B < 0, έχουµε αποδείξει ότι

1

2π

∫ π

0
ln(A+B cos θ) dθ =

1

2
ln

(
A+
√
A2 −B2

2

)
.

΄Οµως η συνάρτηση f(θ) := ln(A+B cos θ) είναι άρτια και άρα

1

2π

∫ π

−π
ln(A+B cos θ) dθ = 2 · 1

2π

∫ π

0
ln(A+B cos θ) dθ = ln

(
A+
√
A2 −B2

2

)
.

Ο παρακάτω τύπος που οφείλεται στον Wallis [John Wallis(1616–1703)] είναι µια σηµαντική

σχέση µεταξύ του αριθµού π και των ϕυσικών αριθµών.

Παράδειγµα 5.73 (Το απειρογινόµενο του Wallis για τον αριθµό π). Είναι

lim
n→∞

(2 · 4 · 6 · · · (2n))2

(1 · 3 · 5 · · · (2n− 1))2
1

2n+ 1
= lim

n→∞

((2n)!!)2

((2n− 1)!!)2
1

2n+ 1
=
π

2
(5.32)

και

lim
n→∞

(n!)2 22n

(2n)!
√
n

=
√
π . (5.33)
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Απόδειξη. Από το Παράδειγµα 5.54 είναι

π

2
=

2 · 4 · 6 · · · (2n)

1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)

∫ π/2

0
sin2n x dx

και

1 =
1 · 3 · 5 · · · (2n+ 1)

2 · 4 · 6 · · · (2n)

∫ π/2

0
sin2n+1 x dx .

∆ιαιρώντας κατά µέλη παίρνουµε

π

2
=

(2 · 4 · 6 · · · (2n))2

(1 · 3 · 5 · · · (2n− 1))2
1

2n+ 1

∫ π/2
0 sin2n x dx∫ π/2

0 sin2n+1 x dx
. (5.34)

Στο διάστηµα (0, π/2), όπου 0 < sinx < 1, έχουµε

0 < sin2n+1 x ≤ sin2n x ≤ sin2n−1 x

και κατά συνέπεια

0 <

∫ π/2

0
sin2n+1 x dx ≤

∫ π/2

0
sin2n x dx ≤

∫ π/2

0
sin2n−1 x dx .

΄Οµως (ϐλέπε την απόδειξη του Παραδείγµατος 5.54) είναι∫ π/2

0
sin2n+1 x dx =

2n

2n+ 1

∫ π/2

0
sin2n−1 x dx ,

οπότε

1 ≤
∫ π/2
0 sin2n x dx∫ π/2

0 sin2n+1 x dx
≤
∫ π/2
0 sin2n−1 x dx∫ π/2
0 sin2n+1 x dx

=
2n+ 1

2n
.

Εποµένως

lim
n→∞

∫ π/2
0 sin2n x dx∫ π/2

0 sin2n+1 x dx
= 1

και από την (5.34) προκύπτει η (5.32).

Επειδή lim
n→∞

2n

2n+ 1
= 1, από την (5.32) έχουµε

π

2
= lim

n→∞

(2 · 4 · 6 · · · (2n))2

(1 · 3 · 5 · · · (2n− 1))2
1

2n+ 1

= lim
n→∞

(2 · 4 · 6 · · · (2n− 2))2

(1 · 3 · 5 · · · (2n− 1))2
2n

2n

2n+ 1

= lim
n→∞

(2 · 4 · 6 · · · (2n− 2))2

(1 · 3 · 5 · · · (2n− 1))2
2n .
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΄Αρα, √
π

2
= lim

n→∞

2 · 4 · 6 · · · (2n− 2)

1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)

√
2n

= lim
n→∞

22 · 42 · 62 · · · (2n− 2)2

1 · 2 · 3 · 4 · 5 · · · (2n− 2) · (2n− 1)

√
2n

= lim
n→∞

22 · 42 · 62 · · · (2n− 2)2

(2n− 1)!

√
2n

= lim
n→∞

22 · 42 · 62 · · · (2n− 2)2 (2n)2

(2n)!

√
2n

2n

= lim
n→∞

(
22 · 12

) (
22 · 22

) (
22 · 32

)
· · ·
(

22 · (n− 1)2
) (

22 · n2
)

(2n)!
√

2n

= lim
n→∞

(n!)2 22n

(2n)!
√

2n

και αυτό αποδεικνύει την (5.33).

Θα αποδείξουµε ότι ο αριθµός π είναι άρρητος. Είναι προφανές ότι αν αποδειχθεί ότι το π2 είναι

άρρητος αριθµός, τότε συνεπάγεται ότι και ο αριθµός π είναι άρρητος.

Πρόταση 5.74 (Ο αριθµός π είναι άρρητος). Ο αριθµός π2 είναι άρρητος. Εποµένως και ο

αριθµός π είναι άρρητος.

Απόδειξη. Ορίζουµε τη συνάρτηση

f(x) :=
xn(1− x)n

n!
,

όπου n ∈ N∗ (η επιλογή του n ϑα γίνει αργότερα). Η f είναι ένα πολυώνυµο ϐαθµού 2n και για

0 < x < 1 είναι

0 < f (x) <
1

n!
. (5.35)

Επίσης παρατηρούµε ότι

f(x) =
2n∑
k=n

f (k)(0)

k!
xk =

1

n!

2n∑
k=n

ckx
k =

1

n!

(
cnx

n + cn+1x
n+1 + · · ·+ c2nx

2n
)
,
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όπου οι συντελεστές ck είναι ακέραιοι αριθµοί. Επειδή από τον ορισµό της f είναι f(x) = f(1−x),

για την k παράγωγο έχουµε f (k)(x) = (−1)kf (k)(1−x) και κατά συνέπεια f (k)(0) = (−1)kf (k)(1),

k ≥ 0. Εποµένως

f (k)(0) =


k!ck
n! ∈ Z αν n ≤ k ≤ 2n,

0 διαφορετικά
και f (k)(1) =


(−1)k k!ckn! ∈ Z αν n ≤ k ≤ 2n,

0 διαφορετικά .

∆ηλαδή f (k) (0) , f (k) (1) ∈ Z, για κάθε k ≥ 0. Υποθέτουµε τώρα ότι ο αριθµός π2 είναι ϱητός,

έστω π2 = a/b, όπου τα a και b είναι ϑετικοί ακέραιοι και ορίζουµε τη συνάρτηση F ως εξής

F (x) := bn
[
π2nf(x)− π2n−2f (2)(x) + π2n−4f (4) − π2n−6f (6)(x) + · · ·+ (−1)nf (2n)(x)

]
.

Από τα προηγούµενα είναι προφανές ότι τα F (0) και F (1) είναι ακέραιοι αριθµοί. Παρατηρούµε

επίσης, µετά από πράξεις, ότι(
F ′(x) sinπx− πF (x) cosπx

)′
=
(
F ′′(x) + π2F (x)

)
sinπx

= bnπ2n+2f(x) sinπx = π2anf(x) sinπx .

Εποµένως είναι

πanf (x) sinπx =

(
F ′(x) sinπx

π
− F (x) cosπx

)′
,

οπότε

πan
∫ 1

0
f(x) sinπx dx =

(
F ′(x) sinπx

π
− F (x) cosπx

)∣∣∣∣x=1

x=0

= F (1) + F (0) .

Ο αριθµός F (1) + F (0) είναι ακέραιος και από την (5.35) έχουµε

0 < πanf(x) sinπx <
πan

n!
,

για 0 < x < 1. ΄Αρα

0 < πan
∫ 1

0
f (x) sinπx dx <

πan

n!

και ισοδύναµα

0 < F (1) + F (0) <
πan

n!
.

΄Οµως limn→∞
πan

n! = 0, οπότε µπορούµε να πάρουµε το n αρκετά µεγάλο έτσι ώστε πan

n! < 1.

∆ηλαδή για µεγάλο n ∈ N∗ έχουµε

0 < F (1) + F (0) <
πan

n!
< 1 .
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Αυτό όµως είναι άτοπο επειδή το F (1) + F (0) είναι ακέραιος αριθµός. Καταλήξαµε σε άτοπο

επειδή υποθέσαµε ότι ο αριθµός π2 είναι ϱητός. ΄Αρα ο αριθµός π2 είναι άρρητος.

Σηµείωση. Αν an := πan

n! , τότε

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

πan+1

(n+ 1)!
· n!

πan
= lim

n→∞

a

n+ 1
= 0

και από το κριτήριο D’Alembert για σειρές (κριτήριο του λόγου) η σειρά
∑∞

n=1 an =
∑∞

n=1
πan

n!

συγκλίνει. ΄Αρα limn→∞
πan

n! = 0.

Σε πολλές εφαρµογές, ειδικά στη Στατιστική και στη Θεωρία Πιθανοτήτων, είναι αναγκαίο να

προσεγγίζουµε το n!, για µεγάλα n ∈ N∗, µε µια στοιχειώδη συνάρτηση του n. Αυτό επιτυγχάνεται

µε τον παρακάτω τύπο που οφείλεται στον Stirling [James Stirling (1692–1770)].

Πρόταση 5.75 (Τύπος Stirling). Αν n ∈ N∗, τότε n! = αnn
n+1/2e−n, όπου (αn) ακολουθία µε

limn→∞ αn =
√

2π. Εποµένως

lim
n→∞

n!√
2π nn+1/2e−n

= 1 , δηλαδή n! ∼
√

2π nn+1/2e−n .

Απόδειξη. Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x) = x lnx − x, x > 0, η οποία είναι µια παράγουσα της

λογαριθµικής συνάρτησης, δηλαδή f ′(x) = lnx. Από τον τύπο του Taylor (µέχρι τρίτης τάξης)

για k ∈ N∗ έχουµε

f(x) = f(k) + (x− k)f ′(k) +
(x− k)2

2
f ′′(k) +

(x− k)3

6
f ′′′(c) ,

για κάποιο c µεταξύ k και x. Επειδή f ′′(x) = 1/x και f ′′′(x) = −1/x2, για x = k− 1 παίρνουµε

f(k − 1) = f(k)− ln k +
1

2k
+

1

6c2k
⇔ ln k − f(k) + f(k − 1)− 1

2k
=

1

6c2k
,

όπου ck ∈ (k − 1, k). Αν uk := ln k − f(k) + f(k − 1)− 1/2k, k ≥ 2, τότε

1

6k2
< uk <

1

6(k − 1)2
.
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Επειδή η σειρά
∑∞

k=2
1

(k−1)2 συγκλίνει, από το κριτήριο σύγκρισης και η σειρά
∑∞

k=2 uk ϑα

συγκλίνει. ΄Οµως,

∞∑
k=2

uk = lim
n→∞

n∑
k=2

uk

= lim
n→∞

n∑
k=2

[
ln k − (f(k)− f(k − 1))− 1

2k

]

= lim
n→∞

[
lnn!− f(n) + f(1)− 1

2

n∑
k=2

1

k

]

= lim
n→∞

[
lnn!− n lnn+ n− 1

2
lnn− 1− 1

2

(
n∑
k=2

1

k
− lnn

)]

και ως γνωστόν το limn→∞
∑n

k=2
1
k − lnn =

(∑n
k=1

1
k − lnn

)
− 1 = γ − 1 υπάρχει. Τότε και

το limn→∞ an υπάρχει, όπου an := lnn! − n lnn + n − 1
2 lnn − 1. ΄Εστω limn→∞ an = a. Αν

αn := e1−an , είναι limn→∞ αn = α µε α = e1−a 6= 0 και

n! = αnn
n+1/2e−n .

Για να αποδείξουµε ότι α =
√

2π, ϑα χρησιµοποιήσουµε τον τύπο (5.33) του Wallis (Παράδειγµα

5.73). Πράγµατι, επειδή n! = αnn
n+1/2e−n και (2n)! = α2n22n+1/2n2n+1/2e−2n, από τον τύπο

(5.33) έχουµε

√
π = lim

n→∞

(n!)222n

(2n)!
√
n

= lim
n→∞

α2
nn

2n+1e−2n22n

α2n22n+1/2n2n+1/2e−2n
√
n

= lim
n→∞

α2
n

α2n

√
2

=
α2

α
√

2
=

α√
2
.

΄Αρα α =
√

2π.

5.7 Ασκήσεις

1. Υπολογίστε το όριο

lim
x→+∞

∫ ex

−x

1

4 + t2
dt .

2. Υπολογίστε το όριο

lim
x→0+

e−1/x
∫ x(1+lnx)

0
e1/t dt .

3. Υπολογίστε το όριο

lim
x→0+

1

x3

∫ x2

0
sin(
√
t) dt .
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4. Αν n ∈ N∗, δείξτε ότι

0.5 <

∫ 1/2

0

1√
1− x2n

dx ≤ π/6 ≈ 0.5236 .

5. Αν

I =

∫ 1

0

1√
4− x2 + x3

dx ,

να αποδειχθεί ότι 1/2 < I < π/6.

6. ∆είξτε ότι

3
(

3
√

109 + 1− 3
√

2
)
<

109∑
n=2

1

n2/3
< 3

(
3
√

109 − 1
)

= 2997

και εποµένως το ακέραιο µέρος του αθροίσµατος
∑109

n=1
1

n2/3 ισούται µε 2997.

7. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη και ότι η παράγωγος f ′ είναι ολοκλη-

ϱώσιµη στο διάστηµα [1, x], για κάθε x ≥ 1. Αν το ακέραιο µέρος [x] = m ≥ 1, m ∈ N∗,

δείξτε ότι ∫ x

1
[t]f ′(t) dt =

m−1∑
k=1

∫ k+1

k
[t]f ′(t) dt+

∫ x

m
mf ′(t) dt

= mf(x)−
m∑
k=1

f(k) = [x]f(x)−
∑
n≤x

f(n) .

8. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : [a, b]→ R είναι παραγωγίσιµη µε

|f ′(x)| ≤M < +∞ , ∀x ∈ [a, b] .

΄Εστω P = {x0, x1, . . . , xn−1, xn}, n ∈ N∗, διαµέριση του [a, b] µε

xk − xk−1 ≤
1

b− a
, k = 1, 2, . . . , n .

Αν ξk ∈ [xk−1, xk), k = 1, 2, . . . , n, δείξτε πρώτα ότι∣∣∣∣∣
∫ xk

xk−1

f(x) dx− f(ξk)(xk − xk−1)

∣∣∣∣∣ ≤M
∫ xk

xk−1

|x− ξk| dx ≤
M

2
(xk − xk−1)2

και στη συνέχεια ότι ∣∣∣∣∣
∫ b

a
f(x) dx−

n∑
k=1

f(ξk)(xk − xk−1)

∣∣∣∣∣ ≤ M

2
.



5.7. ΑΣΚΗΣΕΙΣ 247

9. ∆είξτε ότι ∫ 1√
2

0

1

(2x2 + 1)
√
x2 + 1

dx =
π

6
.

10. Αν a, b ∈ R µε a < b, δείξτε ότι∫ b

a

√
(x− a)(b− x) dx =

π(b− a)2

8
.

11. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα ∫ 1

−1
x(1− x)n dx .

12. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα ∫ 1

−1

1

(ex + 1)(x2 + 1)
dx .

Υπόδειξη. Αντικατάσταση x = −t.

13. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα∫ 2

1/2

(
x2 +

1

x4

)
arctanx dx .

Υπόδειξη. Χρησιµοποιείστε την ταυτότητα: arctanx+ arctan(1/x) = π/2, x > 0.

14. (αʹ) Για κάθε x, y ≥ 0 δείξτε ότι

arctan(x+ y) =

∫ x+y

0

1

1 + t2
dt

=

∫ x

0

1

1 + t2
dt+

∫ x+y

x

1

1 + t2
dt ≤ arctanx+ arctan y .

(ϐʹ) Αν δ : R×R→ [0,∞) µε δ(x, y) := arctan |x− y|, δείξτε ότι η δ είναι µία µετρική στο

R. ∆ηλαδή

(i) δ(x, y) = 0⇐⇒ x = y .

(ii) δ(x, y) = δ(y, x) , για κάθε x, y ∈ R .

(iii) δ(x, z) ≤ δ(x, y) + δ(y, z) , για κάθε x, y, z ∈ R .

15. Αν a > 0, να δείξετε ότι∫ a

−a
ln(
√
a− x+

√
a+ x) dx =

1

2

∫ a

−a
ln(2a+ 2

√
a2 − x2) dx = a

(
ln 2a+

π

2
− 1
)
.
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16. (αʹ) Αν α, β ∈ R, να αποδειχθεί ότι

In =

∫ π

0
(αt2 + βt) cos(nt) dt = (−1)n

2απ + β

n2
− β

n2
.

(ϐʹ) Να ϐρεθούν τα α, β ∈ R για τα οποία είναι In = 1
n2 , για κάθε n ∈ N∗.

17. Αν f(x) =
∫ x3
0 et

2
dt, να αποδειχθεί ότι

6

∫ 1

0
x2f(x) dx− 2

∫ 1

0
ex

2
dx = 1− e .

18. Να αποδειχθεί ότι∫ π/2

0

√
sinx√

sinx+
√

cosx
dx =

∫ π/2

0

√
cosx√

sinx+
√

cosx
dx =

π

4
.

19. Να δείξετε ότι∫ π/2

0

√
sinx dx =

∫ π/2

0

√
cosx dx = 2

√
2E(1/

√
2)−

√
2F (1/

√
2) ,

όπου E(k) και F (k) είναι τα ελλειπτικά ολοκληρώµατα δεύτερου και πρώτου είδους

αντίστοιχα µε

E(k) =

∫ π/2

0

√
1− k2 sin2 t dt και F (k) =

∫ π/2

0

1√
1− k2 sin2 t

dt .

Υπόδειξη. Αντικατάσταση cosx = cos2 t⇔ x = arccos(cos2 t).

20. ΄Εστω f, g : [0, 1]→ R συνεχείς συναρτήσεις. Αν∫ 1

0
(f(x)2 + g(x)2 + 2f(x)2g(x)2) dx = 2

∫ 1

0
(f(x) + g(x))f(x)g(x) dx

και οι συναρτήσεις f, g δεν είναι ταυτοτικά µηδέν, δείξτε ότι f(x) = g(x) = 1 για κάθε

x ∈ [0, 1].

Υπόδειξη. Είναι
∫ 1
0 {[f(x)(1− g(x))]2 + [g(x)(1− f(x))]2} dx = 0.

21. ΄Εστω f : [a, b] → R, a < b, συνεχής συνάρτηση τέτοια ώστε
∫ b
a f(x) dx = 0. Αν m =

min
x∈[a,b]

|f(x)| και M = max
x∈[a,b]

|f(x)|, δείξτε ότι

∫ b

a
f(x)2 dx ≤ −mM .

Υπόδειξη. (M − f(x))(f(x)−m) ≥ 0, για κάθε x ∈ [a, b].
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22. ΄Εστω f συνάρτηση κλάσης C1 στο διάστηµα [0, 1], τέτοια ώστε

f(0) = f(1) = 0 και
∫ 1

0
|f ′(x)| dx = 1 .

∆είξτε ότι |f(1/2)| ≤ 1/2.

23. Αν η ϕραγµένη συνάρτηση f : [0, 1] → R είναι ολοκληρώσιµη και b > 0, τότε για κάθε

a < b είναι

lim
n→∞

na
∫ 1/nb

0
f(x) dx = 0 .

24. Αν g : R→ R συνεχής συνάρτηση, να αποδειχθεί ότι

d

dt

(∫ t

0
g(x− t) dx

)
= g(−t) .

25. ΄Εστω f : R→ R συνεχής συνάρτηση και∫ 1

0
f(xt) dt = 0 , για κάθε x ∈ R .

∆είξτε ότι f ≡ 0.

26. ΄Εστω f : [a, b]→ R, a < b, συνάρτηση κλάσης C1. ∆είξτε ότι

max
x∈[a,b]

|f(x)| ≤
∫ b

a
|f ′(t)| dt+

1

b− a

∫ b

a
|f(t)| dt .

Υπόδειξη. Αν |f(x1)| = min
x∈[a,b]

|f(x)| και |f(x2)| = max
x∈[a,b]

|f(x)|, τότε

|f(x2)| ≤ |f(x2)− f(x1)|+ |f(x1)| .

27. ΄Εστω f : [0,+∞) → [0,+∞) συνεχής συνάρτηση µε f(x) > 0 για κάθε x > 0 και τέτοια

ώστε

f(x)2 = 2

∫ √x
0

f(t2) dt .

∆είξτε ότι f(x) =
√
x.

28. Να ϐρεθούν όλες οι συνεχείς συναρτήσεις f : [0, 1]→ R τέτοιες ώστε∫ 1

0
(f(x2))2 dx =

∫ 1

0
f(x) dx− 1

3
. (∗)

Υπόδειξη. ∆είξτε ότι η (∗) είναι ισοδύναµη µε την∫ 1

0

(
f(x)
4
√
x
− 4
√
x

)2

dx = 0 .
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29. Να ϐρεθούν όλες οι συνεχείς συναρτήσεις f : R→ R που ικανοποιούν την ταυτότητα∫ b

a
f(t) dt = f(b)− f(a) , για κάθε a, b ∈ Q .

Υπόδειξη. Αν x ∈ R, υπάρχει ακολουθία (ρn) ϱητών αριθµών µε limn→∞ ρn = x.

30. Αν η συνάρτηση f : [0, 1]→ R είναι συνεχής και

F (x) :=

∫ 1

0
|x− t|f(t) dt , x ∈ [0, 1] ,

να υπολογιστεί η F ′′(x).

31. ΄Εστω f : R→ R παραγωγίσιµη συνάρτηση µε f(0) = 0 και 0 < f ′(x) ≤ 1. Να αποδειχθεί

ότι για κάθε x ≥ 0 είναι ∫ x

0
f(t)3 dt ≤

(∫ x

0
f(t) dt

)2

.

32. ∆είξτε ότι

lim
x→+∞

∫ π

0
e−x sin t dt = lim

x→+∞
2

∫ π/2

0
e−x sin t dt = 0 .

Υπόδειξη. Είναι

sin t ≥ 2t

π
, για κάθε t ∈

[
0,
π

2

]
.

33. ΄Εστω f : (0,∞)→ R συνάρτηση κλάσης C1 στο (0,∞) και τέτοια ώστε limx→∞ xf
′(x) = 1.

Να υπολογιστεί, αν υπάρχει, το όριο limx→∞ f(x).

Υπόδειξη. Επειδή limx→∞ xf
′(x) = 1, υπάρχει a > 0 τέτοιο ώστε f ′(x) > 1

2x , ∀x ≥ a.

34. Υπάρχει παραγωγίσιµη συνάρτηση f : R→ R, τέτοια ώστε

f(0) = 1 και f ′(x) ≥ f(x)2 για κάθε x ∈ R;

Υπόδειξη. Αν τέτοια συνάρτηση f υπάρχει, δείξτε ότι f(x) ≥ 1/(1− x) για κάθε x ∈ [0, 1).

35. ΄Εστω f : R→ R συνάρτηση κλάσης C2 στο R και τέτοια ώστε f(x) + f ′′(x) ≥ 0, για κάθε

x ∈ R. ∆είξτε ότι

f(x) + f(x+ π) ≥ 0 , για κάθε x ∈ R.

Υπόδειξη. Αποδείξτε ότι∫ π

0

[
f(x+ t) + f ′′(x+ t)

]
sin t dt = f(x+ π) + f(x) .
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36. ΄Εστω f : [a, b]→ R συνάρτηση κλάσης C2 και τέτοια ώστε

f 6≡ 0, f(a) = f(b) = 0, f(x) + f ′′(x) ≤ 0 και f(x) ≥ 0, ∀x ∈ [a, b] .

∆είξτε ότι b− a ≤ π.

Υπόδειξη. ∆είξτε ότι ∫ π

0

[
f(a+ t) + f ′′(a+ t)

]
sin t dt = f(a+ π) .

Να συµπεράνετε ότι f(a+ π) = 0. Στη συνέχεια αποδείξτε ότι η υπόθεση [a, a+ π] ⊂ [a, b]

οδηγεί σε άτοπο.

37. Αν η f : [0, 1]→ (0,∞) είναι συνεχής συνάρτηση, δείξτε ότι(∫ 1

0
f(x) dx

)(∫ 1

0

1

f(x)
dx

)
≥ 1 .

38. Αν η συνάρτηση f : [a, b]→ R, a < b, είναι κλάσης C1 µε f(a) = 0, δείξτε ότι

max
a≤x≤b

|f(x)| ≤
√
b− a

(∫ b

a
(f ′(t))2 dt

)1/2

.

39. Αν η συνάρτηση f : [a, b]→ R, a < b, είναι κλάσης C1 µε f(b) = 0, δείξτε ότι∫ b

a
f(t)2 dt ≤ (b− a)2

2

∫ b

a
(f ′(t))2 dt . (∗)

∆είξτε ότι η ισότητα ισχύει στην (∗), αν και µόνο αν f(x) = 0 για κάθε x ∈ [a, b].

Υπόδειξη. Είναι f(x) = −
∫ b
x f
′(t) dt, ∀x ∈ [a, b]. ∆είξτε ότι

f(x)2 ≤ (b− x)

∫ b

a
(f ′(t))2 dt , ∀x ∈ [a, b] .

40. Αν η f : [a, b] → R είναι συνεχής συνάρτηση και υπάρχουν πραγµατικοί αριθµοί λ 6= µ

τέτοιοι ώστε

λ

∫ c

a
f(x) dx+ µ

∫ b

c
f(x) dx = 0 , για κάθε c ∈ (a, b) ,

τότε f(x) = 0 για κάθε x ∈ [a, b].

41. ΄Εστω f : [a, b] → R συνεχής συνάρτηση και έστω p1, . . . , pn > 0. Να δείξετε ότι για κάθε

x1, . . . , xn ∈ [a, b] υπάρχει x ∈ [a, b] τέτοιο ώστε

p1

∫ x1

x
f(t) dt+ · · ·+ pn

∫ xn

x
f(t) dt = 0 .

Υπόδειξη. Βλέπε κεφάλαιο 2, άσκηση 19.
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42. Να αποδειχθεί ότι

inf
x>0

∫ 1

0
t2|t− x| dt =

1

4

(
1− 1

3
√

2

)
.

43. Αν

In =

∫ π/2

0

sin2(nθ)

sin θ
dθ , n ∈ N ,

να αποδειχθεί ότι

In+1 − In =
1

2n+ 1

και να συµπεράνετε ότι

In = 1 +
1

3
+

1

5
+ · · ·+ 1

2n+ 1
.

44. Αν

In =

∫ π

0

1− cosnx

1− cosx
dx , n ∈ N∗ ,

να αποδειχθεί ότι

In =
1

2
(In+1 + In−1) , n ≥ 2

και να υπολογιστεί το In.

45. ΄Εστω In =
∫ 1
0 x

n ln(1 + x2) dx, n ∈ N.

(αʹ) ∆είξτε ότι limn→∞ In = 0.

(ϐʹ) Αν An =
∫ c
0 x

n ln(1 + x2) dx και Bn =
∫ 1
c x

n ln(1 + x2) dx, όπου c ∈ (0, 1), δείξτε ότι

lim
n→∞

An
Bn

= 0 .

46. Αν

In =

∫ π

−π

sinnx

(1 + 2x) sinx
dx , n ∈ N∗ ,

να αποδειχθεί ότι

In =

∫ π

0

sinnx

sinx
dx .

Στη συνέχεια να αποδειχθεί ότι In = In−2, για κάθε n ≥ 2 και να υπολογιστεί το In.

47. (Αυτή η άσκηση είναι κλασική) ΄Εστω

In =

∫ π/2

0
cosn t dt , n ∈ N∗ .
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(αʹ) ∆είξτε ότι nIn = (n− 1)In−2, για κάθε n ≥ 2.

(ϐʹ) ∆είξτε ότι nIn−1In = π/2, για κάθε n ≥ 1.

(γʹ) ∆είξτε ότι η ακολουθία (In) είναι ϕθίνουσα µε

π

2(n+ 1)
≤ I2n ≤

π

2n
, ∀n ∈ N∗ .

(δʹ) ∆είξτε ότι η σειρά
∑∞

n=1 I
α
n συγκλίνει αν και µόνο αν α > 2.

48. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f είναι συνεχής στο R. Να αποδειχθεί ότι

(αʹ) αν
∫ x

−x
f(t) dt = 0 για κάθε x ∈ R, τότε η f είναι περιττή,

(ϐʹ) αν
∫ x

−x
f(t) dt = 2

∫ x

0
f(t) dt για κάθε x ∈ R, τότε η f είναι άρτια.

49. ΄Εστω ότι η συνάρτηση f : [a, b]→ R είναι συνεχής και
∫ b
a f(t)g(t) dt = 0 για κάθε συνεχή

συνάρτηση g : [a, b]→ R. ∆είξτε ότι η f είναι ταυτοτικά ίση µε µηδέν.

50. ΄Εστω f : R→ R συνεχής συνάρτηση και έστω

g(x) := f(x)

∫ x

0
f(t) dt , x ∈ R .

Αν η g είναι ϕθίνουσα συνάρτηση, δείξτε ότι f(x) = 0 για κάθε x ∈ R.

51. ΄Εστω f : [0, a]→ R, a > 0, συνεχής συνάρτηση τέτοια ώστε

f(x) ≥ λ
∫ x

0
f(t) dt για κάθε x ∈ [0, a] ,

όπου λ > 0. ∆είξτε ότι η f(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ [0, a].

Υπόδειξη. Παραπέµπουµε στην απόδειξη του παραδείγµατος 5.39.

52. ΄Εστω f : [0, 1]→ R συνεχής συνάρτηση, τέτοια ώστε

|f(x)| ≤
∫ x

0
f(t) dt για κάθε x ∈ [0, 1] .

∆είξτε ότι η f είναι ταυτοτικά ίση µε µηδέν.

Υπόδειξη. Παραπέµπουµε στην απόδειξη του παραδείγµατος 5.39.
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53. ΄Εστω f : [0, T ]→ R συνεχής συνάρτηση τέτοια ώστε

f(x) ≤ a+ b

∫ x

0
f(t) dt για κάθε x ∈ [0, T ] ,

όπου a ∈ R, b ≥ 0 και T > 0. ∆είξτε ότι η f(x) ≤ aebx για κάθε x ∈ [0, T ].

Υπόδειξη. Αν F (x) =
∫ x
0 f(t) dt, ϑεωρείστε τη συνάρτηση

h(x) := e−bx
(
F (x) +

a

b

)
, x ∈ [0, T ] .

54. (αʹ) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα
∫ x
0 sin

√
t dt, x ≥ 0.

(ϐʹ) ΄Εστω an =
(
2n+ 1

2

)2
π2 και bn = 4n2π2, n ∈ N∗. Να υπολογιστούν τα όρια

lim
n→∞

∫ an

0
sin
√
t dt και lim

n→∞

∫ bn

0
sin
√
t dt .

Υπάρχει το όριο limR→∞
∫ R
0 sin

√
t dt;

55. Αν a ∈ R, να αποδειχθεί ότι

∫ x

1

1

t+ ta
dt =


1

1−a [ln(x1−a + 1)− ln 2] αν a 6= 1,

1
2 lnx αν a = 1 .

Εφαρµογή. Να υπολογιστεί το όριο

lim
x→+∞

∫ x

1

1

t+ t
√
2
dt .

56. Αν bn =
∫ n+1
n

sin(πx)
x dx, n ∈ N∗, να αποδειχθεί ότι

bn =
1

π
(−1)n

2n+ 1

n(n+ 1)
− 1

π

∫ n+1

n

cos(πx)

x2
dx

και στη συνέχεια να εξεταστεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά
∑∞

n=1 bn .

57. ΄Εστω f : [0, 1] → [0,∞) παραγωγίσιµη συνάρτηση της οποίας η πρώτη παράγωγος είναι

ϕθίνουσα συνάρτηση και τέτοια ώστε f(0) = 0 και f ′(1) > 0. Να αποδειχθεί ότι∫ 1

0

1

f2(x) + 1
dx ≤ arctan(f(1))

f ′(1)
≤ f(1)

f ′(1)
.
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58. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : [a, b]→ R είναι 1− 1 και συνεχώς παραγωγίσιµη. Αν f−1

είναι η αντίστροφη συνάρτηση της f , να αποδειχθεί ότι∫ b

a
f(x) dx+

∫ f(b)

f(a)
f−1(x) dx = bf(b)− af(a) .

Εφαρµογή. Να αποδειχθεί ότι∫ 1

0

q
√

1− xp dx =

∫ 1

0

p
√

1− xq dx , p, q > 0 .

59. (αʹ) ∆είξτε ότι για κάθε x > 0,

lnx = inf
a>0

(x
a

+ ln a− 1
)
.

(ϐʹ) ΄Εστω f, g : [0, 1]→ R συνεχείς συναρτήσεις µε f(x) ≥ 0, g(x) > 0 για κάθε x ∈ [0, 1]

και
∫ 1
0 f(x) dx = 1. Χρησιµοποιώντας το (α΄) δείξτε ότι∫ 1

0
f(x) ln(g(x)) dx ≤ ln

(∫ 1

0
f(x)g(x) dx

)
.

60. Αν n ∈ N, ϑεωρούµε την ακολουθία συναρτήσεων fn(x) = nxn−1− (n+ 1)xn στο διάστηµα

[0, 1].

(αʹ) ∆είξτε ότι
∞∑
n=1

fn(x) = 1 , αν x ∈ [0, 1)

και
∞∑
n=1

∫ 1

0
fn(x) dx = 0 6= 1 =

∫ 1

0

∞∑
n=1

fn(x) dx .

(ϐʹ) ∆είξτε ότι η σειρά
∑∞

n=1

∫ 1
0 |fn(x)| dx =∞, δηλαδή αποκλίνει.

Υπόδειξη. ∆είξτε ότι∫ 1

0
|fn(x)| dx ≥

∫ n/(n+1)

0
fn(x) dx =

1

(1 + 1/n)n
· 1

n+ 1
>

1

e
· 1

n+ 1

61. ∆είξτε ότι υπάρχει ξ ∈ [0, 1] ώστε∫ 1

0

cosx

1 + x2
dx =

π

4
cos ξ .
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62. Υποθέτουµε ότι η συνεχής συνάρτηση f : [a, b]→ R, a < b, είναι τέτοια ώστε∫ b

a
f(x) dx =

1

2
(b2 − a2) .

∆είξτε ότι η f έχει σταθερό σηµείο στο διάστηµα [a, b], δηλαδή ότι υπάρχει ξ ∈ [a, b] µε

f(ξ) = ξ.

63. Αν η συνάρτηση f : [0, 1]→ R είναι συνεχής, να αποδειχθεί ότι∫ 1

0
f(x)x2 dx =

1

3
f(ξ) , για κάποιο ξ ∈ [0, 1] .

Εφαρµογή. Αν f(x) = arctanx, να ϐρεθεί η τιµή του ξ ∈ [0, 1].

64. ΄Εστω f : [a, b] → R, a < b, συνεχής συνάρτηση. Υποθέτουµε ότι για κάθε [α, β] ⊆ [a, b]

είναι ∫ β

α
f(x) dx = 0 .

∆είξτε ότι f(x) = 0, για κάθε x ∈ [a, b].

65. ΄Εστω f : R → R συνεχής συνάρτηση. Για κάθε a > 0 ορίζουµε τη συνάρτηση ha : R → R

µε

ha(x) :=
1

2a

∫ x+a

x−a
f(t) dt .

∆είξτε ότι lima→0+ ha(x) = f(x), για κάθε x ∈ R.

66. Αν n ∈ N, να υπολογιστεί το όριο

lim
n→+∞

∫ √3
0

n arcsin(x/2)

x+ n
dx .

67. Να αποδειχθεί ότι

lim
a→0

∫ π/2

0
cos(a sinx) dx =

π

2
.

68. Να υπολογιστεί το όριο

lim
u→0+

∫ 2u

u

cosx

x
dx .

Υπόδειξη. Αντικατάσταση x = tu.
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69. ∆είξτε ότι

lim
a→0+

∫ π/2

0

1− cosx√
sin2 x+ a cos2 x

dt = ln 2 .

Υπόδειξη. ∆είξτε ότι∣∣∣∣∣
∫ π/2

0

1− cosx√
sin2 x+ a cos2 x

dx−
∫ π/2

0
tan(x/2)

∣∣∣∣∣ dx
=

∣∣∣∣∣∣a
∫ π/2

0

cos2 x tan(x/2)√
sin2 x+ a cos2 x

(
sinx+

√
sin2 x+ a cos2 x

) dx
∣∣∣∣∣∣

≤
√
a

∫ π/2

0

cosx

4 cos2(x/2)
dx .

70. Αν η συνάρτηση f : R→ R είναι συνεχής στο 0, δείξτε ότι

lim
x→0+

∫ x

0

x

x2 + t2
f(t) dt =

π

4
f(0) .

Υπόδειξη. Αντικατάσταση t = xu.

71. Να υπολογιστεί το όριο

lim
x→0+

∫ 2x

x

et

arcsin t
dt .

Υπόδειξη. Είναι

lim
t→0

(
et

arcsin t
− 1

t

)
= 1 .

72. Αν η συνάρτηση f : [1, e]→ R είναι συνεχής, δείξτε ότι

lim
n→∞

n

∫ 1+ 1
n

1
f(xn) dx =

∫ e

1

f(x)

x
dx .

Υπόδειξη. Αντικατάσταση t = xn.

73. Αν η συνάρτηση f : [0, 1]→ R είναι συνεχής, να ϐρεθούν όλα τα a ∈ R για τα οποία το όριο

limn→∞ n
a
∫ 1
0 e
−nxf(x) dx υπάρχει και στη συνέχεια να υπολογιστεί το όριο.

74. Αν η συνάρτηση f : [0, 1]→ R είναι συνεχής, δείξτε ότι

lim
α→0+

α

∫ 1

0
xα−1f(x) dx = f(0) .
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75. Αν η συνάρτηση f : [0, 1]→ R είναι συνεχής, δείξτε ότι

lim
n→∞

n

∫ 1

0
xnf(x) dx = f(1) .

Υπόδειξη.

n

∫ 1

0
xnf(x) dx =

n

n+ 1
f(1) + n

∫ 1

0
xn(f(x)− f(1)) dx .

76. Αν η συνάρτηση f : [0, 1]→ R είναι κλάσης C1 και τέτοια ώστε f(1) = f ′(1) = 0, δείξτε ότι

lim
n→∞

n2
∫ 1

0
xnf(x) dx = 0 .

Υπόδειξη.

n2
∫ 1

0
xnf(x) dx = − n2

n+ 1

∫ 1

0
xn+1f ′(x) dx .

77. ∆είξτε ότι

lim
x→0+

∫ π
2

0
(sin t)x dt =

π

2
.

Υπόδειξη. ΄Εστω 0 < ε < π
2 . Για την απόδειξη χρησιµοποιείστε τα παρακάτω ϐήµατα:

(i) Για κάθε x > 0

0 ≤
∫ ε

0
(sin t)x dt ≤ ε .

(ii) Για κάθε x > 0 (π
2
− ε
)

(sin ε)x ≤
∫ π

2

ε
(sin t)x dt ≤

(π
2
− ε
)
.

(iii) Επειδή limx→0+
(
π
2 − ε

)
(sin ε)x = π

2−ε, υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x ∈ (0, δ)(π
2
− ε
)

(sin ε)x >
π

2
− 2ε .

(iv) Να συµπεράνετε ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x ∈ (0, δ)

π

2
− 2ε <

∫ π
2

0
(sin t)x dt ≤ π

2
.
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